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AUX  ABONNÉS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  ». 


Par  suite  d'un  changement  intervenu  dans  Tétat  de 
la  propriété  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
nous  nous  trouvons  appelés  à  prendre  la  direction  de 
ce  journal. 

Notre  premier  acte  doit  être  un  hommage  public  au 
fondateur  de  ce  Recueil,  nous  avons  nommé  Gerono,  et 
aux  deux  hommes  de  grand  mérite  auxquels  nous  suc- 
cédons. C'est  un  vif  regret  pour  nous  de  ne  plus  voir, 
à  la  rédaction  des  Nouv^elles  annales,  M.  Rouché  et 
M.  Brisse  dont  nous  eussions  été  fiers  de  pouvoir  nous 
dire  les  modestes  collaborateurs.  Si,  malgré  nos  in- 
stances, ils  en  ont  décidé  autrement,  nous  espérons 
néanmoins  que  le  public  mathématique  voudra  bien 
accorder  à  la  Rédaction  nouvelle  un  peu  de  la  faveur  et 
de  la  sympathie  que  rencontrèrent  nos  devanciers. 

Lorsque  les  JVouuelles  Annales  furent  fondées, 
en  1842,  aucun  autre  Recueil  périodique  ne  se  trouvait 
à  la  disposition  des  candidats  à  TÉcole  Polytechnique 
et  à  TEcole  Normale  supérieure.  Depuis  lors,  plusieurs 
publications  importantes  ont  paru,  et  toutes  rendent 
d'incontestables  services.  Mais  les  candidats  à  la  Licence 
et  à  l'Agrégation  se  trouvent,  à  l'heure  actuelle,  à  peu 
près  dans  la  même  situation  que  celle  des  Elèves  de 
Mathématiques  spéciales  avant  1842.  Il  faut  dire  aussi 
que  l'élargissement  des  programmes  a  rendu  peut-être 
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moins  nette  la  ligne  de  démarcation  qui  séparait  jadis 
ces  différentes  branches  de  TEnseignement. 

Pour  combler  la  lacune  que  nous  venons  de  signaler, 
et  désireux  de  créer  un  lîen  étroit  entre  l'Enseignement 
supérieur  des  Mathématiques  et  les  Nou\^elles  Annales j 
nous  nous  sommes  adressés  à  un  certain  nombre  de 
professeurs  dans  les  diverses  Facultés  des  Sciences.  On 
en  trouvera  la  liste  d'autre  part;  tous  ont  bien  voulu 
consentir  à  devenir  les  Correspondants  de  ce  journal,  à 
nous  envoyer  les  énoncés  des  compositions  données  aux 
examens,  des  indications  sur  les  solutions,  et  à  nous 
aider  de  leur  précieuse  collaboration.  Nous  leur  en  ex- 
primons ici  toute  notre  reconnaissance. 

En  nous  attachant  surtout  à  la  préparation  aux  examens 
de  Licence  et  aux  concours  d'Agrégation,  notre  but 
essentiel  est  donc  d'être  utile  aux  candidats  et  aux 
professeurs. 

Pour  y  parvenir,  nous  comptons  accorder  une 
préférence  particulière  aux  questions  qui  concernent 
cette  préparation,  plutôt  qu'à  des  Mémoires,  d'un  intérêt 
parfois  considérable,  mais  qui  peuvent,  plus  utilement, 
être  insérés  dans  d'autres  Recueils. 

Les  Mathématiques  spéciales  occupent  toujours  une 
large  place  dans  les  concours.  Dans  ce  Recueil,  nous 
comptons  leur  en  laisser  une  en  rapport  avec  leur  im- 
portance, en  nous  efforçant  toutefois  de  nous  maintenir 
dans  un  ordre  d'idées  un  peu  élevé,  pouvant  intéresser 
à  la  fois  les  professeurs  et  l'élite  des  candidats  à  nos 
deux  grandes  Ecoles  scientifiques  :  l'Ecole  Polytech- 
nique et  l'Ecole  Normale. 

D'autre  part,  nous  sommes  persuadés,  comme  l'était 
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Gerono,  qu'à  tous  les  degrés  de  rEnseignement  mathé- 
matique, un  cours  n'est  véritablement  bien  assimilé  et 
ne  devient  profitable  que  par  de  très  nombreuses 
applications  et  grâce  à  de  continuels  exercices.  Ceci  nous 
engage  à  restituer  aux  questions  des  Nou\^elles  Annales 
l'importance  qu'elles  avaient  jadis  5  ces  questions,  comme 
autrefois,  figureront  dorénavant  dans  le  corps  même  du 
journal.  Il  va  sans  dire  que  les  solutions  seront  publiées 
le  plus  rapidement  et  le  plus  régulièrement  possible. 

Tous  Les  énoncés  des  compositions  de  Mathématiques 
des  concours  d'Agrégation  et  des  examens  de  Licence 
seront  reproduits  à  l'avenir  par  les  Nouvelles  Annales, 
le  plus  souvent  avec  l'indication  sommaire  des  solutions; 
et,  chaque  fois  que  l'intérêt  de  la  question  s'y  prêtera, 
nous  n'hésiterons  même  pas  à  publier  une  solution 
complète,  avec  tous  les  développements  désirables. 

La  Bibliographie  et  l'Histoire  des  Mathématiques 
conserveront  dans  ce  Recueil  la  place  qu'elles  y  ont 
occupée  depuis  l'origine. 

Enûn,  nous  nous  réservons  d'étudier  et  de  proposer 
à  nos  abonnés  et  à  nos  lecteurs  toutes  les  améliorations 
qui  nous  paraîtront  utiles  et  réalisables.  Sur  quelques- 
unes  d'entre  elles,  nous  avons  déjà  des  idées  qui 
demandent  à  être  mûries  pour  trouver  leur  formule 
définitive.  Pour  d'autres,  nous  comptons  sur  la  collabo- 
ration empressée  de  nos  lecteurs. 

Cette  collaboration,  à  aucun  moment,  n'a  fait  défaut 
à  la  rédaction  des  Nouvelles  Annales;  c'est  une  tradition 
qui  ne  sera  pas  abandonnée.  Au  public  un  peu  restreint 
qui  s'occupait  autrefois  des  choses  mathématiques  sont 
venus  s'ajouter  aujourd'hui  bien  des  éléments  nouveaux  ; 
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les    candidats   aux  Ecoles   spéciales,   à  la   Licence    et 

à  l'Agrégation  deviennent  de  plus  en  plus  nombreux  ; 

comme    conséquence,    il    en    est    de    même    pour    les 

professeurs. 

C'est  à  tous  ceux-là  que  nous  adressons  notre  appel  ; 

et  nous  avons  le   ferme  espoir  qu'entre  eux  et  nous 

s'établira   de    plus    en   plus   un   courant  de  mutuelle 

sympathie    et    d'aide    réciproque    qui    ne    pourra   que 

profiter  au  développement  et  au  progrès  delà  Science 

mathématique. 

C,-A.  Laisant,  X.  Antomari. 
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[V9]   L ŒUVRE   GÉOMÉTRIQUE   DE   SOPHUS   UEO; 

Par  m.  Félix  KLEIN. 
(Traduit  de  l'anglais  par  M.  L.  LAUGEL.) 


Pour  bien  comprendre  lout  le  génie  mathématique  de 
Sopkus  Lie,  nous  ne  devons  pas  nous  en  tenir  aux  Vo- 
lumes qu'il  vient  de  publier  récemment  en  collaboration 
avec  le  D""  Engel,  mais  il  faut  encore  étudier  les  pre- 
miers Mémoires  qu'il  fit  paraître  pendant  les  premières 
années  de  sa  carrière  scientifique.  C'est  là  que  se  révèle 
le  grand  géomètre  qui  a  nom  Sophus  Lie;  dans  ses 
dernières  publications,  voyant  qu'il  était  imparfaitement 
compris  des  mathématiciens,  accoutumés  plutôt  au  point 
de  vue  analytique,  il  a  adopté  un  traitement  très  géné- 
ral basé  sur  l'Analyse  seule  et  qu'il  n'est  pas,  du  reste, 
toujours  aisé  de  suivre. 

Heureusement  pour  moi,  j'eus  l'avantage  d'être 
initié  de  très  près  aux  idées  de  Lie  à  une  époque  très 


(♦)  Extrait  de  l'Ouvrage  :  The  Evanston  Colloquium;  Conférences 
sur  les  Mathématiques  faites  du  28  août  au  9  septembre  1898  devant 
le  Congrès  des  mathématiciens  réunis  à  Chicago  lors  de  l'Exposition, 
par  M.  Félix  Klein,  Professeur  à  Gôttingue;  recueillies  par  M.  Alex. 
Ziwet;  Londres  et  New- York,  Mac  Millan  et  C'%  1894. 
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primitive,  lorsqu'elles  étaient  encore,  comme  disent  les 
chimistes,  «  à  l'état  naissant  »,  et  par  conséquent  des 
plus  capables  de  produire  une  énergique  a  réaction  ». 

Aussi  ai-je  aujourd'hui  en  vue  de  vous  entretenir 
surtout  du  Mémoire  Sur  les  complexes  et  en  particulier 
les  complexes  de  droites  et  de  sphères  et  de  leur  appli- 
cation  à  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles (Math,  u4nnalen,  t.  V,  1872,  p.  1 45-256). 

Avant  de  définir  la  place  qu'occupe  ce  Mémoire  dans 
le  développement  historique  de  la  Géométrie,  il  faut 
dire  quelques  mots  de  deux  grands  géomètres  d'une 
époque  antérieure  :  Plùcker  (180 1-1868)  et  Monge 
(1746-1818).  Le  nom  de  Plùcker  est  familier  à  toute 
personne  qui  connaît  un  peu  de  Mathématiques,  par  ses 
formules  relatives  aux  courbes  algébriques.  Mais  ce  qui 
aujourd'hui,  pour  nous,  est  de  plus  d'importance,  c'est 
son  idée  généralisée  de  l'élément  d'espace.  La  Géométrie 
ordinaire,  où  le  point  se  présente  comme  élément, 
traite  de  Tespace  comme  ayant  trois  dimensions,  confor- 
mément aux  trois  constantes  qui  déterminent  la  position 
d'un  point.  Une  transformation  dualistique  donne  le 
plan  comme  élément.  L'espace,  en  ce  cas,  a  encore  trois 
dimensions,  car  il  se  présente  trois  constantes  indépen- 
dantes entre  elles  dans  l'équation  d'un  plan.  Mais  si 
l'on  choisit  la  droite  comme  élément  d'espace,  ce  der- 
nier doit  être  regardé  comme  quadri-dimensionnel, 
puisque  quatre  constantes  indépendantes  déterminent 
une  ligne  droite.  Et  encore,  si  l'on  prend  comme  élément 
d'espace  une  surface  quadrique  F2,  l'espace  aura  neuf 
dimensions,  car  chaque  élément  de  ce  type  exige  neuf 
constantes  pour  sa  détermination,  les  neuf  constantes 
indépendantes  entre  elles  de  la  surface  du  second 
ordre  F2.  En  d'autres  termes,  l'espace  contient  oo*  qua- 
driques.   Cette  conception  des   hyperespaces  doit   être 


soigneusement  distinguée  de  celle  de  Grassmann  et 
autres.  En  effet,  Plûcker  rejetait  toute  autre  conception 
d'espaces  à  plus  de  trois  dimensions  comme  étant  trop 
abstraite.  Le  travail  de  Monge,  qui  est  ici  d'importance 
capitale,  est  son  application  de  V Analyse  à  la  Géo" 
métrie  (1809,  noui^elle  édition,  i85o).  On  sait  qu'il  y 
traite  des  équations  différentielles  aux  dérivées  partielles 
et  totales  des  premier  et  second  ordre  et  en  fait  Tappli- 
cation  à  des  questions  géométriques  telles  que  :  courbure 
des  surfaces,  lignes  de  courbure,  lignes  géodésiques,  etc. 
Le  traitement  des  problèmes  de  la  Géométrie  au  moyen 
de  l'Analyse  infinitésimale  est  un  caractère  de  cet 
Ouvrage;  mais  un  autre  trait,  peut-être  encore  plus 
important,  qui  le  caractérise,  c'est  la  réciproque,  c'est- 
à-dire  l'application  de  l'inlui  tion  géométrique  à  l'Analyse . 

Or  c'est  là  le  caractère  prédominant  de  l'œuvre  de 
Lie;  et  il  en  augmente  la  puissance  et  la  fécondité  en 
adoptant  l'idée  plûckérienne  d'un  élément  d'espace  gé- 
néralisé et  en  étendant  encore  cette  conception  fonda- 
mentale. 

Quelques  exemples  serviront  mieux  que  tout  à  don- 
ner une  idée  de  la  portée  de  l'œuvre.  Je  choisis,  comme 
je  l'ai  déjà  fait  autre  part,  la  Géométrie  des  sphères  de 
Lie  (  Kugel-  Géométrie  ) . 

Prenant  l'équation  de  la  sphère  sous  la  forme 

les  coefficients  B,  C,  D,  E  peuvent  être  regardés  comme 
les  coordonnées  de  la  sphère,  et  l'espace  ordinaire  se 
présente  alors  comme  une  variété  (*)  à  quatre  dinien- 

(*)  [Mannigfaltigkeit].  Variété.  C'est  la  traduction  adoptée  en 
général.  M.  Poincaré  emploie  aussi  ce  mot.  Voir  Analysis  Situs 
{Journal  de  l'École  Polytechnique,  1*  série,  Cahier  I). 

Note  du  Traducteur. 
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sions.  Quant  au  rayôu  R  de  la  sphère,  nous  avons 

R«  =  B*-+-G2-+-D2— E, 

relation  qui  lie  la  cinquième  grandeur  R  aux  quatre 
coordonnées  B,  C,  D,  E. 

Pour  introduire  des  coordonnées  homogènes,  posons 

R  =  -; 

a 

alors  a\b\c\d\e  sont  les  cinq  coordonnées  homogènes 
de  la  sphère,  et  la  sixième  grandeur  r  leur  est  liée  par 
Tentremise  de  l'équation  quadratique  homogène 

(i)  /•«  =  ô«  +  c2  -H  rf*—  ae. 

Maintenant,  la  Géométrie  des  sphères  a  été  traitée 
d'après  deux  méthodes  qui  doivent  être  soigneusement 
distinguées  Tune  de  Tautre.  Dans  la  première,  que  nous 
pouvons  désigner  par  Géométrie  élémentaire  des 
sphèreSy  on  emploie  seulement  les  cinq  quantités  a,  i,  c, 
rf,  e,  tandis  que  dans  l'autre,  que  je  nommerai  Géom,é^ 
trie  supérieure  des  sphères  ou  de  Lie,  on  introduit 
encore  la  grandeur  r.  Et,  dans  ce  dernier  système,  une 
sphère  a  six  coordonnées  homogènes  a,  i,  c,  rf,  e,  r  qui 
sont  liées  entre  elles  par  l'équation  (i). 

A  un  point  de  vue  plus  élevé,  la  distinction  entre  ces 
deux  géométries,  ainsi  que  leur  caractère  individuel,  est 
mise  en  pleine  lumière  si  Ton  considère  le  groupe  qui 
correspond  à  chacune  d'elles. 

En  effet,  tout  système  de  géométrie  est  caractérisé 
par  son  groupe,  au  sens  que  j'ai  exposé  dans  mon  Pro- 
gramme d^Erlangen  [Etudes  comparatismes  sur  les 
nouvelles  recherches  géom,étriques.  Programme  pré- 
senté à  la  Faculté  philosophique  et  au  Sénat  de  l'Uni- 
versité du  roi  Frédéric-Alexandre  à  Erlangen.  Deichert- 
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Erlangen^  1872.  Traduit  en  anglais  par  Haskell. 
Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  New-York, 
t.  II,  1893,  p.  215-249).  Ainsi,  chaque  système  de 
géométrie  ne  s'occupe  que  de  ces  relations  de  l'espace 
qui  restent  inaltérées  par  toutes  les  transformations  de 
son  groupe. 

Par  exemple,  dans  la  géométrie  ordinaire  des  sphères, 
le  groupe  est  formé  par  toutes  les  substitutions  linéaires 
des  cinq  quantités  a,  &,  c,  ^,  e  qui  laissent  inaltérés 
l'équation  quadratique  homogène 

(2)  ô'-hc*-+-û?* — ae  =  o. 

Ceci  fournît  00^5""'*  =  00*®  substitutions.  En  adoptant 
cette  définition,  nous  obtenons  des  transformations 
ponctuelles  d'un  caractère  simple.  L'interprétation  de 
Téquation  (2)  se  traduit  géométriquement  en  disant 
que  le  rayon  est  nul.  Toute  sphère  de  rayon  zéro,  c'est- 
à-dire  tout  point,  se  transforme  ainsi  en  un  point.  De 
plus  la  polaire 

266' -h  icc'-\-  idd' —  ae' —  a' e  =  o 

reste  inaltérée  par  reffet  de  la  transformation,  et  l'on  a 
cette  conséquence  que  les  sphères  orthogonales  se  trans- 
forment en  sphères  orthogonales.  Ainsi  le  groupe  de  la 
géométrie  élémentaire  des  sphères  est  caractérisé  comme 
groupe  conformée,  groupe  que  l'on  sait  être  celui  qui 
correspond  à  la  transformation  par  inversion,  c'est- 
à-dire  par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  qui  est  bien 
connu  par  ses  applications  en  Physique  mathématique. 
M.  Darboux  a  grandement  développé  cette  géomé- 
trie élémentaire  des  sphères.  Toute  équation  du  second 

degré 

F(a,  6,  c,  d^  e)  =  Oy 

adjointe  à  la  relation  (2),  représente  une  Punckt-flache 
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{surface  ponctuelle)  désignée  par  M.  Darboux  sous  le 
nom  deî  cjclide.  Au  point  de  vue  de  la  Géomélrîe  or- 
dinaire projeclive,  la  cyelide  est  une  surface  du  qua- 
trième ordre,  admettant  une  conique  double  spéciale, 
le  cercle  de  Tinfini.  On  trouvera  une  élude  détaillée  de 
ces  cyclides  dans  le  célèbre  Ouvrage  de  M.  Darboux  : 
Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  et  les  ap' 
plient  ions  géométriques  du  Calcul  infinitésimal,  et 
en  d'autres  Mémoires  de  cet  illustre  auteur  (*). 

Commit  les  quadriques  peuvent  être  regardées  comme 
des  cas  particuliers  de  cyclides,  il  se  présente  aussi  une 
méthode  de  généralisation  des  propriétés  connues  des 
quadriques  en  les  étendant  aux  cyclides.  Ainsi,  M.  Bé^ 
cher,  de  l'Université  de  Harvard  (États^Unis)^  dans 
sa  dissertation  (Sur  les  développements  en  série  de  la 
théorie  du  potentiel;  Mémoire  couronné;  Gôltingue, 
Dietrich;  1891),  a  traité  de  Textension  d'un  problème 
de  la  théorie  du  potentiel,  relatif  à  un  corps  ayant  pour 
limites  des  surfaces  du  second  degré,  cas  bien  connu,  en 
considérant  un  corps  limité  par  des  cyclides.  M.  Bâcher 
doit  publier  dans  quelques  mois  un  Ouvrage  étendu  sur 
le  même  sujet  (*). 

Dans  la  Géométrie  supérieure  des  sphères  de  Lie, 
les  six  coordonnées  homogènes  alb  ic'.dlelr  sont 
liées,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  par  l'équation  qua- 


(')  En  particulier,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et 
sur/aces  algébriques  et  sur  la  théorie  des  imaginaires,  2*  édition, 
1896.  Hcrmann,  Paris.  Présenté  à  l'Académie  des  Sciences  en  1869. 
Un  Avant-propos  de  M.  Darboux,  dont  il  est  superflu  de  signaler 
l'intérêt,  est  reproduit  dans  le  Catalogue  n"  48  (décembre  1895)  de  la 
librairie  Hermann,  8,  rue  de  la  Sorbonne,  Paris. 

Note  du  Traducteur, 

(')  Maxime  Bôcher,  Sur  les  développements  en  série  dans  la 
Théorie  du  potentiel,  avec  préface  de  Félix  Klein.  Leipzig,  Teub- 
ner;  189'!.  Note  du  Traducteur. 
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drallque  homogène 

ô'  -h  c'  -f-  <i'  —  r*  —  ae  =  o. 

Le  groupe  correspondant  est  le  groupe  de  substitutions 
linéaires  transformant  cette  équation  en  elle-même. 
Nous  avons  ainsi  un  groupe  de  oo'*"^*  =  oo*'  substitu- 
tions. Mais  ceci  n*est  pas  un  groupe  de  transformations 
ponctuelles.  En  effet,  une  sphère  de  rayon  zéro  devient 
une  sphère  dont,  en  général,  le  rayon  est  différent  de 
zéro.  Car,  si  l'on  pose,  par  exemple, 

B'=B,        G'=C,        D'=D,        E'=E, 
R'=  R-H  const., 

on  voit  que  la  transformation  consiste  en  une  simple 
dilatation,    si   l'on   peut   s'exprimer   ainsi,    de  chaque 
sphère,  un  point  devenant  une  sphère  de  rayon  donné. 
La  signification  de  ce  fait  que  l'équation  polaire 

ibb''\-  'icc'-^  •idd!  —  irr' —  ae' —  a'e  =  o 

demeure  invariante  pour  toute  transformation  du 
groupe  se  traduit  tout  simplement  par  cette  importante 
circonstance  que  les  sphères  primitivement  en  contact 
demeurent  encore  en  contact.  Le  groupe  appartient 
donc  à  cette  classe  importante  de  transformations  dites 
de  contact  que  nous  allons  considérer  plus  loin  avec 
quelque  détail. 

Lorsque  l'on  étudie  une  géométrie  spéciale,  comme, 
par  exemple,  la  géométrie  des  sphères  de  Lie,  deux 
méthodes  se  présentent  : 

1®  Nous  pouvons  envisager  des  équations  de  divers 
degrés  et  étudier  ce  qu'elles  représentent.  En  se  livrant 
à  ces  recherches,  lorsque  Lie  dut  créer  une  terminologie 
relative  aux  diverses  configurations  ainsi  obtenues,  il 
fit  usage  des  désignations  introduites  par  Plûcker  dans 
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sa  géométrie  de  la  droite.  Ainsi  une  seule  équation 

F(a,  b,  c,  dy  e,  r)  =  o 

est  dite  représenter  un  complexe  du  premier,  second,  etc. 
ordre,  suivant  le  degré  de  l'équation.  Un  complexe  ren- 
ferme donc  oo'  sphères.  Deux  équations  telles  que 

Fi  =  o,        F2=o 

représentent  une  congruence  renfermant  oo^  sphères. 
Trois  équations 

Fi  =  o,        F2=o,        F3=o 

représentent  un  système  de  sphères,  leur  nombre 
étant  00^  Il  faut,  du  reste,  ne  pas  oublier  que,  dans 
chaque  cas,  l'équation  du  second  degré 

est  sous -en  tendue  combinée  avec  l'équation  F  =  o. 

Il  est  bon  aussi  d'observer  que  ces  mots  sont  employés 
par  d'autres  auteurs  dans  ce  que  j'ai  nommé  Géométrie 
élémentaire  des  sphères,  où  leur  sens  est  alors  naturelle- 
ment différent. 

2°  Une  autre  méthode  qui  se  présente  lorsque  l'on 
étudie  une  nouvelle  géométrie  est  la  suivante  :  On  se 
demandera  comment  les  configurations  ordinaires  de  la 
géométrie  ponctuelle  pourront  être  traitées  à  l'aide  du 
nouveau  système.  Cette  ligne  de  recherches  a  conduit 
Sophus  Lie  à  des  résultats  du  plus  haut  intérêt. 

Dans  la  Géométrie  ordinaire,  l'on  conçoit  une  sur- 
face comme  un  lieu  de  points  ;  dans  la  Géométrie  de  Zie, 
la  surface  apparaît  comme  l'ensemble  de  toutes  les 
sphères  qui  ont  un/;ontact  avec  la  surface.  Ceci  donne 
une  triple  infinité  de  sphères,  ou  complexe  de  sphères 

F(a.  b,  c,  dy  e,  /')  =  o. 
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Ceci  naturellement  n'est  pas  un  complexe  général, 
car  tout  complexe  n'est  pas  tel  qu'il  doive  nécessaire- 
ment avoir  un  contact  avec  une  surface,  et  Ton  a  dé- 
montré que  la  condition  à  remplir  pour  un  complexe  de 
sphères,  lorsque  toutes  ses  sphères  doivent  être  tan- 
gentes à  une  surface,  est  la  suivante  : 

\dbj   '^\dc)  '^[àd)        \dr)        da  de  ~  ^' 

Pour  donner  au  moins  un  exemple  relatif  au  déve- 
loppement de  cette  belle  théorie,  je  mentionnerai  ici 
que,  parmi  le  nombre  infini  de  sphères  tangentes  à  la 
surface  en  un  point  quelconque,  il  en  est  deux  qui  ont 
avec  elle  un  contact  stationnaire .  Elles  sont  dîtes  les 
sphères  principales.  Les  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face peuvent  être  alors  définies  comme  les  courbes  le 
long  desquelles  les  sphères  principales  sont  tangentes  à 
la  surface  en  deux  points  consécutifs. 

La  Géométrie  de  la  droite  de  Plûcher  peut  être  étu- 
diée d'après  les  deux  méthodes  que  nous  venons  d'indi- 
quer. Dans  celte  géométrie,  désignons  alors  par  p^2^ 
P\Z'i  P\k^  PzAf  pji2t  P23  les  six  coordonnées  habituelles 
homogènes  avec  /^/a  =  —  Pki-  Nous  avons  alors  l'identité 

et  nous  choisirons  pour  groupe  les  00*  ^  substitutions 
linéaires  qui  transforment  cette  équation  en  elle-même. 
Ce  groupe  correspond  à  l'ensemble  total  des  collinéa- 
tions  (  *  )  et  des  inversions  {on  transformations  par  rayons 
vecteurs  réciproques);  autrement  dit,  c'est  le  groupe 
projectif.  La  raison  de  ceci  tient  à  ce  fait  que  l'équa- 


(*)  C'est  le  mot  employé,  en  général, en  Allemagne  pour  désigner 
les  transformations  homographiques.  Note  du  traducteur. 


(  lo 

La  distinction  entre  les  fonctions  analytiques  et  les 
fonctions  algébriques,  si  importante  en  pure  Analyse,  se 
présente  encore  dans  le  traitement  géométrique. 

Les  fon(îtions  analytiques  sont  celles  que  Ton  peut 
représenter  par  des  séries  de  puissances  qui  convergent 
dans  une  certaine  région  ayant  pour  contour  la  circon- 
férence du  cercle  dit  de  convergence.  En  dehors  de 
cette  région,  la  fonction  analytique  n'est  pas  regardée 
comme  donnée  a  priori;  son  prolongement  dans  des  ré- 
gions plus  étendues  est  un  sujet  de  recherches  spéciales 
et  peut  conduire  à  des  résultats  tout  différents,  selon  le 
cas  particulier  envisagé. 

D'autre  part,  une  fonction  algébrique  (v=alg.  (s) 
est  supposée  connue  dans  tout  le  plan  de  la  variable 
complexe  et  possède  un  nombre  fini  de  valeurs  pour 
chaque  valeur  de  z. 

De  même  en  Géométrie,  nous  pouvons  réserver  toute 
notre  attention  à  une  portion  limitée  de  courbe  analy- 
tique ou  de  surface,  par  exemple  en  nous  occupant  de 
la  construction  de  la  tangente,  de  l'évaluation  de  la 
courbure,  etc.  ;  ou  bien  nous  pouvons  envisager  Ten- 
semble  total  des  courbes  algébriques  et  des  surfaces 
dans  Fespace. 

Presque  toutes  les  applications  du  Calcul  différentiel 
et  intégral  à  la  Géométrie  appartiennent  à  la  première 
branche  ci- dessus  de  la  Géométrie,  et  comme  c'est  prin- 
cipalement là  ce  qui  m'occupera  aujourd'hui,  il  n'est 
pas  besoin  de  nous  limiter  strictement  aux  fonctions 
algébriques,  mais  nous  pourrons  employer  des  fonctions 
analytiques  plus  générales;  toujours,  bien  entendu,  en 
nous  limitant  à  des  portions  finies  de  l'espace.  J'ai  cru 
bon  de  dire  ceci  une  fois  pour  toutes,  car  il  me  semble 
qu'aux  Etats-Unis  V\xi\\(\ixçi  considération  des  courbes 
algébriques  est  peut-être  trop  prédominante. 
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Dans  la  dernière  Conférence,  nous  avons  examiné  la 
possibilité  d'introduire  de  nouveaux  éléments  d'espace. 
Aujourd'hui  encore,  nous  emploierons  un  nouvel  élé- 
ment; cet  élément  consiste  en  une  portion  infinitési- 
male de  surface  (ou  mieux  de  son  plan  tangent).  C'est 
ce  que  Ton  nomme,  et  la  désignation  n'est  pas  très 
juste,  un  élément  de  surface  (Flâchen-element)  et  l'on 
peut  le  comparer  par  exemple  à  une  écaille  de  poisson 
infiniment  petite.  A  un  point  de  vue  plus  abstrait,  on 
peut  le  définir  tout  simplement  comme  la  combinaison 
d'un  plan  et  d'un  point  situé  sur  ce  plan. 

Comme  l'équation  d'un  plan  passant  par  un  point 
(x,j^,  z)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

z'  —  z  =  p{x'  —  x)  -^  q{y  —  y), 

x'y  y\  z^  désignant  les  coordonnées  courantes,  nous 
aurons  oc^  y,  ^9  Pj  Ç  comme  coordonnées  de  notre  élé- 
ment de  surface,  en  sorte  que  l'espace  se  présente  comme 
une  variété  à  cinq  dimensions.  Si  l'on  emploie  les  coor- 
données homogènes,  le  point  (x^,  X2,  x^^  X4)  et  le  plan 
(ui,  U2,  1^3,  Uji)  passant  par  ce  point  sont  liés  par  la  re- 
lation 

Xi  Ml  -+•  X^Ui-h  X3  M3  -f-  374  M4  =  o, 

qui  exprime  leur  position  corrélative,  et  le  nombre  de 
constantes  indépendantes  entre  elles  est  3  -J-  3  —  1  =  5. 
Examinons  alors  comment  la  Géométrie  ordinaire  se 
présente  dans  cette  représentation.  Un  point  étant  le 
lieu  de  tous  les  éléments  de  surface  qui  passent  par  le- 
dit point  est  représenté  comme  une  variété  à  deux  di- 
mensions; disons,  pour  abréger  le  langage,  une  M2.  Une 
courbe  est  représentée  par  la  totalité  de  ces  éléments  de 
surface,  qui  ont  leur  point  sur  la  courbe  et  dont  le 
plan  contient  la  tangente.  Ces  éléments  forment  encore 
une  M2.  Enfin,  une  surface  est  donnée  par  ces  éléments 
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de  surface,  qui  ont  leurs  points  sur  la  surface  et  dont  le 
plan  coïncide  avec  le  plan  tangent  à  la  surface.  Ceux-ci 
forment  encore  une  M 2. 

Bien  plus,  toutes  ces  M2  ont  une  bien  importante 
propriété  en  commun.  Deux  éléments  de  surface  consé- 
cutifs, qui  appartiennent  aux  mûmes  point,  courbe  ou 
surface  respectivement,  satisfont  toujours  à  la  condition 

dz  —  p  dx  —  q  dy  =  o, 

cas  simple  d'une  relation  dite  de  Pfoff;  et  réciproque- 
ment, si  deux  éléments  de  surface  satisfont  à  cette  con- 
dition, ils  appartiennent  aux  mêmes  point,  courbe  ou 
surface,  selon  les  cas. 

Nous  avons  ainsi  ce  résultat  du  plus  haut  intérêt  que, 
dans  la  géométrie  des  éléments  de  surface,  les  points, 
aussi  bien  que  les  courbes  et  les  surfaces,  sont  tous 
comme  réunis  en  un  tout  ensemble,  tous  étant  repré- 
sentés par  les  variétés  à  deux  dimensions  qui  jouissent 
de  la  propriété  susdite.  Cette  définition  est  d'autant  plus 
importante,  qu'il  n'existe  pas  d'autre  M2  jouissant  de 
cette  propriété. 

Passons  maintenant  à  ce  type  1res  général  de  trans- 
formations, auquel  Lie  a  donné  le  nom  de  transfor- 
mations de  contact.  Ce  sont  les  transformations  qui 
changent  notre  élément  {x^y^z^p^q)  en  [x\  y\  z' ^ 
p\  q')  par  TeHet  de  substitutions  : 

X  =^{x,y,z,p,q), 
y  =W{x,y,z,p,q), 


I 


p  = 

?'=•••• 

qui  transforment  en  elle-même  Téquation  différentielle 
linéaire  de  Pfaff 

dz  — pdx  —  qdy  =0, 
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La  traduction  géométrique  de  ceci,  c'est  que,  par 
l'eflfet  de  la  transformation,  toute  M2  ayant  la  propriété 
donnée  est  transformée  en  une  M2  qui  en  jouit  égale- 
ment. Ainsi,  par  exemple,  une  surface  se  transforme, 
en  général,  en  une  surface  et,  dans  des  cas  spéciaux,  en 
un  point  ou  en  une  courbe.  De  plus,  considérons  deux 
variétés  M2  ayant  entre  elles  un  contact,  autrement  dit 
ayant  un  élément  de  surface  en  commun;  ces  M2  sont 
changées  par  la  transformation  en  deux  autres  M2,  qui 
ont  aussi  entre  elles  un  contact.  On  comprend  bien, 
par  cet  exemple,  pourquoi  Lie  a  choisi  la  désignation, 
classique  aujourd'hui,  de  transformation  de  contact. 

Lesdites  transformations  sont  d'une  telle  importance 
et  se  présentent  si  fréquemment,  que  des  cas  particuliers 
avaient  déjà,  il  y  a  bien  longtemps,  attiré  l'attention  des 
géomètres,  mais  ce  n'était  pas  sous  cette  désignation 
naturellement,  ni  même  à  ce  point  de  vue  relatif  au 
contact,  en  sorte  que  leur  véritable  et  profonde  portée 
restait  ignorée. 

J'ai  donné  de  nombreux  exemples  de  transformations 
de  contact  dans  mon  Cours  lithographie  de  Géométrie 
supérieure^  professé  à  Gôttingue,  pendant  le  semestre 
d'hiver  de  1892-1893. 

Ainsi,  l'on  en  rencontre  encore  un  intéressant  exemple 
dans  le  domaine  à  deux  dimensions,  relativement  au 
problème  des  engrenages  de  roues  dentées.  Le  profil  de 
la  dent  d'une  roue  est  donné,  on  demande  de  trouver 
le  profil  de  l'autre.  J'ai  exposé  ceci  dans  une  conférence 
faite  à  l'Exposition  de  Chicago,  en  employant  des  mo- 
dèles, envoyés  à  l'Exposition  par  les  Universités  alle- 
mandes. 

Je  citerai  encore  un  autre  exemple,  que  l'on  ren- 
contre dans  la  théorie  des  perturbations  en  Astronomie. 
La  méthode  de  la  variation  des  paramètres,  exposée  par 
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Lagrange  dans  le  Problème  des  trois  corps,  est  équiva- 
lente à  une  transformation  de  contact  dans  un  espace  à 
dimensions  supérieures. 

Le  groupe  de  oo*^  substitutions,  traité  dans  la  pre- 
mière partie  de  cette  conférence,  est  aussi  un  groupe 
de  transformations  de  contact,  les  collinéations  et  les 
inversions  (transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques) ayant  toutes  deux  ce  caractère.  Les  inversions 
donnent  le  premier  exemple  bien  connu  de  la  transfor- 
mation d'un  point  en  un  plan  (c'est-à-dire  une  surface) 
et  d'une  courbe  en  une  développable  (aussi  une  surface). 
Ces  transformations  de  courbes  doivent  être  considérées 
ici  comme  transformant  les  éléments  des  points  ou 
courbes  en  les  éléments  de  la  surface. 

Finalement  nous  avons  des  exemples  de  transforma- 
tions de  contact  non  seulement  dans  les  transformations 
des  splières  discutées  dans  la  première  Partie  de  cette 
conférence,  mais  encore  dans  la  transition  générale  qui 
nous  conduit  de  la  géométrie  plûckérienne  des  droites  à 
la  géométrie  des  sphères  de  Lie, 

Considérons  ce  dernier  cas  avec  quelque  détail. 

En  premier  lieu,  deux  lignes  droites  qui  se  coupent 
ont  évidemment  un  élément  de  surface  en  commun,  et, 
comme  les  deux  sphères  correspondantes  doivent  aussi 
avoir  un  élément  de  surface  en  commun,  elles  auront 
un  contact,  ce  qui  est  eifectivement  le  cas  dans  notre 
transformation.  Il  sera  maintenant  intéressant  de  con- 
sidérer de  plus  près  la  corrélation  entre  les  éléments  de 
surface  d'une  droite  et  ceux  d'une  sphère,  bien  qu'elle 
soit  donnée  par  des  formules  où  entre  l'imaginaire. 
Prenons,  par  exemple,  la  totalité  des  éléments  de  sur- 
face appartenant  à  une  circonférence  sur  l'une  des 
sphères  ;  nous  pouvons  la  désigner  sous  le  nom  de 
système  circulaire  d'éléments.  Dans  la  géométrie  de  la 
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droite,  à  ceci  correspond  le  système  d'éléments  de  sur- 
face si  lues  le  long  d'une  génératrice  d'une  surface 
gauche,  et  ainsi  de  suite.  Le  théorème  relatif  à  la  trans- 
formation des  lignes  de  courbure  en  lignes  asympto- 
tîques  devient  maintenant  pour  ainsi  dire  évident  par 
lui-même.  Au  lieu  de  la  ligne  de  courbure  d'une  surface 
nous  devons  ici  considérer  les  éléments  correspondants 
de  la  surface  que  nous  pourrons  nommer  sjstème  de 
courbure.  D'une  façon  similaire,  une  ligne  asympto- 
tîque  est  remplacée  parles  éléments  de  la  surface  situés 
le  long  de  cette  ligne  j  nous  pourrons  les  nommer 
système  osculateur, 

La  correspondance  entre  les  deux  systèmes  saute  aux 
yeux  si  Ton  réfléchit  à  ce  fait  que  deux  éléments  consé- 
cutifs d'un  système  de  courbure  appartiennent  à  une 
même  sphère  tandis  que  deux  éléments  consécutifs 
d'un  système  osculateur  appartiennent  à  une  même 
droite. 

Une  des  plus  merveilleuses  applications  des  transfor- 
mations de  contact  se  trouve  dans  la  Théorie  des  équa- 
tions aux  dérii^ées  partielles.  Je  m'en  tiendrai  ici  à 
celles  du  premier  ordre.  A  ces  nouveaux  points  de  vue 
cette  théorie  prend  un  degré  de  profondeur  inconnue 
auparavant  et  la  véritable  signification  des  mots  solu- 
tion,  solutions  générale,  complète,  singulière,  intro- 
duits par  Lagrange  et  Monge,  devient  extrêmement 
claire. 

Considérons  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre 

Dans  l'ancienne  théorie  classique  on  fait  une  distinc- 
tion suivant  la  manière  dont  p  et  ç  se  présentent  dans 
l'équation.  Ainsi,  lorsque  p  ci  q  j  entrent  au  premier 

Ànn.  de  Mathémat.,  3»  série,  t.  XV.  (Janvier  1896.)  2 


(  i8) 

degré,  l'équalion  est  dite  linéaire  ;  si  p  et  q  tous  deux 
étaient  absents,  l'on  ne  regarderait  pas  l'équation 
comme  étant  une  équation  différentielle.  Au  point  de 
vue  de  la  nouvelle  géométrie  de  Lie,  ces  distinctions 
disparaissent  complètement,  comme  nous  allons  le  voir. 
Le  nombre  de  tous  les  éléments  de  surface,  dans  tout 
l'espace,  est  évidemment  oo^. 

Ecrire  notre  équation  différentielle,  c'est  mettre  à 
part,  prendre,  parmi  ces  éléments,  une  variété  à  4  di- 
mensions M4  de  00*  éléments. 

Or,  trouver  une  solution  de  Téquation  au  sens  de  Lie  y 
c'est  prendre  encore  dans  cette  M4  et  mettre  à  part  une 
variété  M2  jouissant  de  la  propriété  caractéristique*,  que 
cette  M2  soit  point,  courbe  ou  surface,  c'est  là  chose 
indifférente. 

Ce  que  Lagrauge  nomme  trouver  une  solution  com- 
plète consiste  à  partager  TM.»  en  oc^  variétés  M j.  Ceci 
naturellement  peut  être  pratiqué  d'un  nombre  infini  de 
manières.  Enfin,  si  dans  ces  oo^  variétés  M2  nous  pre- 
nons un  système  simplement  infini,  l'enveloppe  de  ce 
système  représente  ce  que  Lagrange  nomme  solution 
générale.  Ces  définitions  sont  valables  d'une  manière 
toute  générale  pour  toutes  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  sous  leurs  formes  même  les 
plus  particulières. 

Nous  allons  faire  voir  par  un  exemple  en  quel  sens 
une  équaliony(;r,y,  ^)  =  o  peut  être  regardée  comme 
une  telle  équation  et  ce  que  l'on  entend  par  les  solu- 
tions diverses.  Prenons  le  cas  tout  spécial  ^  =  o.  Tandis 
que,  dans  le  système  habituel  de  coordonnées,  cette 
expression  représente  tous  les  points  du  plan  des  x,  y  ; 
dans  le  système  de  Lie  y  elle  représente  naturellement 
tous  les  éléments  (de  surface)  dont  les  points  font  partit» 
du  plan.  Rien  de  plus  simple  que  d'assigner  une  solu- 
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tion  complète  dans  ce  cas.  Nous  n'avons  qu'à  prendre 
les  00^  points  du  pian  eux-mêmes,  chaque  point  étant 
une  M 2  relative  à  l'équation. 

Pour  déduire  de  ceci  la  solution  générale  y  nous 
devons  prendre  tous  les  systèmes  en  nombre  simplement 
iniini  de  points  du  plan,  autrement  dit  une  courbe 
quelconque,  et  former  alors  l'enveloppe  des  éléments 
de  surface  appartenant  aux  points;  en  d'autres  termes 
encore,  nous  devons  prendre  les  éléments  qui  ont  un 
contact  avec  la  courbe.  En  dernier  lieu,  c'est  évidem- 
ment le  plan  lui-même  qui  représente  une  solution  sin- 
gulière. 

Or,  l'immense  importance  et  l'intérêt  capital  de  ce 
simple  exemple  tiennent  à  cette  circonstance  qu'à  l'aide 
d'une  transformation  de  contact,  toute  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  peut  être  mise  sous 
cette  forme  particulière  si  simple,  z  =  o.  Ainsi,  toute  la 
disposition  des  solutions  que  nous  venons  d'esquisser  à 
grands  traits  reste  valable  et  légitime  d'une  manière 
toute  générale. 

A  l'aide  de  la  grande  théorie  de  Lie  on  a  donc 
obtenu  une  vue  nouvelle,  claire  et  pénétrante,  de  la 
signification  de  problèmes  regardés  depuis  bien  long- 
temps comme  classiques,  et  en  même  temps  une  im- 
mense multitude  de  problèmes  nouveaux  ont  pris  nais- 
sance et  y  trouvent  leur  solution. 

Je  ne  puis  ici  que  mentionner  que  Lie  a  fait  encore 
beaucoup  en  appliquant  des  principes  similaires  aux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

Au  moment  actuel,  Lie  est  surtout  célèbre  par  sa 
Théorie  des  groupes  continus  de  transformations  et,  à 
première  vue,  il  pourrait  sembler  qu'il  n'y  a  que  peu  de 
rapports  entre  cette  théorie  et  les  considérations  géo- 
métriques qui  ont  fait  l'objet  de  ces  deux  conférences. 
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Je  croîs  désirable  d'attirer  votre  attention  cependant 
sur  ce  fait  qu'il  y  a  corrélation  entre  ces  études. 

Dès  ses  débuts,  te  but  final  qu* a  poursuivi  ai^ec  tant 
de  succès  Sophus  Lie  a  été  le  progrès  dans  la  théorie 
des  équations  différentielles  (*)^  et  nous  pouvons 
regarder  aussi  bien  à  ce  point  de  vue  les  développe- 
ments géométriques  que  nous  avons  indiqués  que  la 
théorie  des  groupes  continus. 

Pour  plus  de  détails  sur  les  sujets  de  ces  conférences, 
je  renverrai  à  mon  Cours  déjà  cité  :  Géométrie  supérieure 
(Gôttingue,  iSga-gS).  Quanta  la  théorie  des  éléments 
de  surface,  elle  est  développée  d'une  manière  complète 
dans  le  second  Volume  de  la  Théorie  des  groupes  de 
transformation  de  Lie  et  Engel  [Leipzig,  Teubner; 
1890). 


[M5h]       SUR  LE  THÉORÈME  DE  SALMON; 

Par  m.  E.  GOURSAT, 
Maître  de  Conférences  à  l'École  Normale  supérieure 


1.  Je  rappellerai  d'abord  quelques  propriétés  bien 
connues  des  courbes  du  troisième  ordre. 

I.  Toutes  les  courbes  du  troisième  ordre  qui  passent 
par  huit  points  fixes  vont  passer  par  un  neui^ième 
point  fixe  (Salmon,  Courbes  planes,  p.  24). 

De  ce  théorème  on  déduit,  comme  cas  particulier, 
que,  si  A,  B,  C  sont  les  points   d'intersection  d'une 


(')  Voir  M.  GouRSAT,  Équations  aux   dérivées  partielles   du 
premier  ordre,  où  sont  exposées  ces  théories.  Paris,  Hermann. 
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cubique  avec  une  droite  A,  A',  B',  C  les  points  d'inter- 
section de  la  même  cubique  avec  une  seconde  droite  A'. 
les  trois  droites  AA',  BB',  CC  rencontrent  respective- 
ment la  cubique  en  trois  points  A^,  B'^,  C^,  qui  sont 
aussi  en  ligne  droite.  En  eiTet,  parmi  les  cubiques 
passant  par  les  huit  points  A,  B,  C,  A',  B',  C,  A",  B'^, 
on  a,  d'une  part,  le  système  des  trois  droites  A,  A',  A^'B", 
d'autre  part  le  système  des  trois  droites  AA'A",  BB'B", 
ce.  Ces  deux  cubiques  ont  un  neuvième  point  commun, 
qui  est  le  point  d'intersection  des  deux  droites  CC,  A''B''  5 
il  coïncide  donc  avec  le  point  C". 

Si  la  droite  A'  vient  se  confondre  avec  la  droite  A,  les 
points  A',  B',  O  viennent  respectivement  aux  points  A, 
B,  C  et  les  points  A",  B'',  C"  deviennent  les  tangentiels 
des  points  A,  B,  C  (on  appelle  tangentiel  d'un  point  A 
de  la  cubique  le  second  point  de  rencontre  de  la  tan- 
gente en  A  avec  cette  courbe).  On  a  donc  la  proposi- 
tion suivante  : 

II.  Les  tangentiels  de  trois  points  en  ligne  droite 
sont  eux-mêmes  en  ligne  droite, 

2.  Cela  posé,  soient  A  et  A'  deux  points  quelconques 
d'une  courbe  du  troisième  ordre,  n'ayant  pas  de  point 
double;  par  chacun  de  ces  points  on  peut  mener  quatre 
tangentes  à  la  cubique,  non  compris  celle  qui  a  son 
point  de  contact  au  point  lui-même.  Soient  P,  Q,  R,  S 
les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  A, 
P',  Q',  R',  S' les  points  de  contact  des  tangentes  issues 
du  point  A';  nous  voulons  démontrer  que  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  droites  AP,  AQ,  AR,  AS  est 
le  même  que  celui  des  quatre  droites  A'P',  A'Q',  A'R', 
A' S',  prises  dans  un  certain  ordre, 

La  droite  AA'  rencontre  la  cubique  en  un  troisième 


(22) 

poînt  A";  soit  B  le  point  de  contact  d'une  tangente  issu* 

du  point  A".  La  droite  PB  rencontre  la  cubique  en  ui 

point  P^  et,  d'après  Ja  proposition  II,  les  tangentiel 

des  trois  points  P,  B,  P<  doivent  être  en  ligne  droite 

le  point  P<  est  donc  un  des  quatre  points  P',  Q',  R',  S' 

On  peut  évidemment  supposer  que  c'est  le  point  P' 

puisque  cela  revient  à  un  changement  de  notation;  nou 

appellerons  de  môme  R',  S',  T' les  points  de  rencontr 

avec  la  cubique  des  droites  BQ,  BR,  BS  respectivement 

Considérons   maintenant    une    sécante    quelconqu 

AMl\,  issue  du  point  A,  qui  rencontre  la  cubique  ei 

deux  autres  points  M  et  N;  la  droite  BM  rencontre  1 

cubique  en  un   troisième  point   M'  et    la    droite  BI 

en  un  troisième  point  N'.  Il  résulte  de  la  propositioi 

générale   rappelée  plus  haut    que   les  trois  points  A^ 

M',  N'  sont  en  ligne  droite.  Il  suffit  de  supposer  qu 

la  droite  A  est  la  droite  AMN,  et  que  la  droite  A'  es 

la  droite  A''B,  qui  a  deux  de  ses  points  de  rencontr 

avec  la  cubique  confondus  au  point  B.  A  toute  sécant 

issue  du  point  A  il  correspond  donc  une  sécante,  et  un 

seule,  issue  du  point  A',  et  réciproquement  ;  par  suite 

il  y  a  une  relation  bomographique  entre  les  coefficieni 

angulaires  de  ces  deux  droites.  Or,  lorsque  la  sécant 

issue  du  point  A  devient  tangente,  il  en  est  de  même  d 

la  sécante  issue  du  point  A'.  Le  rapport  anharmoniqu 

des  quatre  tangentes  issues  du  point  A'  est  donc  égal  a 

rapport  anliarmonique  des  quatre  tangentes  issues  d 

point  A. 
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[B3d]         SUR  LES  FO.\GTIOi\S  EHIÈRES; 

Par  m.  H.LAURENT, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


Dans  la  quatrième  Partîe  de  mon  Algèbre,  j'ai  fait 
connaître  une  classe  intéressante  de  polynômes  et  j'ai 
montré  leur  importance  dans  la  théorie  de  l'élimination. 
Je  vais  montrer  qu'ils  peuvent  servir  à  calculer  les  so- 
lutions communes  à  plusieurs  équations  algébriques. 

Désignons  par  f\^fi^,  . .  "^fn  des  polynômes  entiers 
de  degré  m  en  a:< ,  Xo,  . .  . .  Xn  ;  soient 

^ii>     0^21,     . . .,     a^i, 

•••y  • • •  ^  «««^  •••y 

'^Ifl.)        3t2{JL»        •  •  •  »        ^//JJL' 

les  [JL  =  mP^  solutions,  supposées  (inies  et  distinctes,  des 
équations 

/i  =  o,       fi  =  o,        . . . ,       fn  =  o; 

désignons,  une  fois  pour  toutes,  par  Gy  ou  par  H/y  ce 
que  devient  G  ou  II|  quand  on  remplace  x<,  Xi^  .  .  ., 
par  aiy,  a2y,  .  .  .  dans  G  ou  dans  H/. 

Les  fonctions  fi-if^t  •  •  •  peuvent  se  mettre  sous  les 
formes 

/,=:(a7,-a„-)PV^H-(ar2-a2,.)Py-..., 


t  cela  d'une  infinité  de  manières,  les  P,  Q,  ...   dési- 
:nant  des  polynômes  entiers  ;  j'ai  posé 

Pi       T>i  p/ 

1       *  j       •  •  •       ^  n 

Q{    Qi    •••    Q^ 


^'=K 
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sera  un  polynôme  de  degré  égal  au  degré  de  G^  pourvu 
que  le  degré  de  G  ne  dépasse  pas  ni —  i,  et  à  chaque 
forme  de  G  correspondra  une  forme  différente  de  F, 

puisque  les  ~  sont  linéairement  indépendants.  Or,  si 

Ton  pose 


on  aura 


^(JL  =  ^  1  ^|JLl  -H  Ç2  ^(J2  -<-.•.  -4-  Ç|JLnT|X|jL  ; 


C       G 
multiplions  ces  formules  par—,   ™>  •••>  et  ajoutons- 
les;  nous  aurons 

F/ désignant  la  valeur  de  F  pour  x^  =  cl^,  X2=  a^/,  ...; 
les  5  sont  donc  indépendants  des  coefficients  des  cp;  sup- 
posons cpo  de  degré  m.  Posons 


6;  = 


?1 


?il        9^2 


?11 


?12 


Ton 


•  •  • 

?«       ?«!       ?«2       •  •  •        ?!i« 


cpjjy  étant  défini  comme  '^J^y.  On  aura 

0/=  TH/cpo-HTO/^'Çi-l-.- . 


les  T!j|-*^  étant  des  fonctions  analogues  aux  w/.  On  aura 
évidemment 

6/=  c?o  (  W/l  ?  î -4-^/2  52 -4- ••  .)-4-?l(^iî'Çl-4----)  -»-.•.  5 


c'est-à-dire,  en  appelant  9iy  la  valeur  de  9|  pour  Xt 

Oi  =  ^  On  +  ^2612  +  ...-*-  {jj.ei|j., 

(^)  I    02=5i021-H?2  022-1-...-H5|1.02|j., 


=  Zij 
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Il  est  facile  de  conclure  de  là  que 

\  8  =  2  =h  6ii,  O2J,  . . . ,  OjxfjL 

i 

est  le  premier  membre  de  la  résultante  de 

En  efïet,  si  dans  (7)  on  remplace  les  x  par  les  solu- 
tions de  (fi  =  o,  cp2  =:  o,  ... .  o„  rr:  o  ct  si  Ton  désigne 
par  0;^  la  valeur  de  ^i  quand  x^ ,  x-j,,  .  •  .  sont  Tune  des 
solutions  des  équations  en  question,  les  équations  (3) 
montrent  que 

(4)  2±e},G|,  ...,e[!:=ex, 

X  désignant  le  déterminant  S  ih  $} ,  $2,  .  . . ,  Çji,  où  Ç/  dé- 
signe la  valeur  que  prend  \i  pour  une  solution  de 
cp^=o,  ...  cp„=o;  mais  SzhO],  62,  ...  est  égal  a 
Ço<i  'fo2j  •  •  •)  ?o|n  H,  H  désignant  un  certain  facteur 
indépendant  de  cpo»  Si  dans  (4)  on  suppose  cpo=  î,  elle 
devient 

(5)  H  =  nX; 

de  (4)  et  de  (5)  on  lire 

e 

?0I,  «p02>   •  .  •>  «pO{Jl=  |j-> 

et  comme  H  est  indépendant  de  <p,  0  =  o  est  la  résul- 
tante des  équations  (5),  ce  que  l'on  savait. 

Les  équations  (3)  ou  6<  =  92  =  .  •  •  =  o  se  réduisent 
à  |x  —  I  distinctes  quand  0  =  o  ;  en  leur  adjoignant 

elles  déterminent  io  ^27  •  '  •  pour  la  solution  commune 
et  une  fonction  de  degré  m  —  i  au  plus  G  {x\ ,  x^^  . . .) 
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de  cette  solution  sera  donnée  par  la  formule 

G  =  GiÇi-i-  GîJîH-.  »  .H-  G|j,5jj|.. 

Discussion.  —  Si  0  est  nul  ainsi  que  ses  mineurs 
d'ordre  p^  les  équations  (3)  se  réduisent  à  [jl  —  p  —  i 
distinctes  seulement;  les  ^  d'une  solution  ne  sont 
plus  déterminés;  cela  tient  à  ce  que  les  équations 
cpo  :7=  'p^  = . . ,  =z  o  ont  p  -f-  I  solutions  communes  ;  on 
trouvera,  par  exemple,  les  X\  de  ces  solutions  en  posant 


i        =       Çi    -4-...-h?{i.; 


on  éliminera  les  ^  entre  les  équations  auxquelles  se 
réduisent  (3)  (où  l'on  fera  9<  =  62  =  ...=  o)  et  les 
équations  précédentes,  et  Von  aura  une  équation  du  degré 
p  4-  I  pour  déterminer  les  diverses  valeurs  de  X\ , 

En  particulier,  si  tous  les  ô/y  étaient  nuls,  les  équa- 
tions (po  =  (p^  = , , ,  =  o  auraient  [jl  solutions  communes. 

En  résumé,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  équations  en  question  aient  p  -4-  i  solutions 
communes  est  que  les 

db,j  d^/^i . . . 

soient  tous  nuls.  Ces  conditions,  bien  entendu,  ne  sont 
pas  toutes  distinctes. 

J'ai  déjà  montré  (loc.  cit.)  que  l'on  pouvait  lire,  sur 
l'équation  0  =  o,  les  principales  propriétés  de  la  résul- 
tante ;  je  ne  reviendrai  donc  pas  ici  sur  ce  point. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  manquent  peut  être 
de  rigueur,  mais  les  résultats  sont  très  probablement 
exacts. 
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Analyse.  —  L  Les  points  d'un  plan  étant  rapportés 
à  deux  axes  rectangulaires  Oxy  Oy^  on  donne  les 
relations 

1  X  —  {u-\-\)  cos  V  —  V  sin  p, 
(  j^  =  (m  -h-  V)  sin  p  -h  V  cos  V, 

oà  u  et  V  désignent  deux  paramètres  variables,  V  une 
Jonction  de  ^y  et  V  sa  dérii^ée. 

Vérifier  que  les  droites  v  =  const.  sont  normales  aux 
courbes  u  =  coiist. 

Démontrer  que,  pour  obtenir  toutes  les  surfaces  dont 
les  lignes  de  courbure  se  projettent  ortkogonalement 
sur  le  plan  xOj  suiv^ant  les  droites  v  =  consl.  et  sui^ 
vant  les  courbes  u  =  const.,  il  sujfit  d*  associer  aux  for- 
mules {i)  une  relation  de  la  forme  z  =  U,  où  Ue^^  une 
fonction  arbitraire  du  seul  paramètre  u. 

Pour  vériiîer  que  les  droites  {f  =  const.  sont  normales 
aux  courbes  u  =  const.,  il  suffit  de  vérifier  qu'on  a  la 

relation 

dx  dx       dy  dy  _ 

du  âv        du  âv  ~^    ' 

ce  qui  n'offre  aucune  difficulté. 

Pour  obtenir  toutes  les  surfaces  dont  les  projections 
orthogonales  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  xOy 
sont  les  droites  v  =  const.  et  les  courbes  u  =  const.,  on 
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observe  que  les  lignes  de  courbure  d'une  famille  ont 
leurs  tangentes  parallèles  au  plan  xOj,  et  sont,  dès 
lors,  dans  des  plans  parallèles  au  plan  xOy.  Il  en 
résulte  qu'elles  se  projettent  suivant  les  courbes 
a  =  const.,  et  que,  le  long  de  chacune  de  ces  courbes, 
z  conserve  une  valeur  constante.  On  achève  alors  faci- 
lement la  solution. 

Les  surfaces  cherchées  sont  d'ailleurs  des  surfaces 
moulures. 


II.  —  Trouver  la  valeur  de  V intégrale 


I 


z'i  log  dz^ 


prise  dans  le  sens  direct  le  long  d^un  cercle  décrit  de 
l^ origine  comme  centre  a^ec  un  rayon  supérieur  à 
V  unité. 

On  part  des  identités 

I>[fL(.-.)]=.M.(.-.)+3^- 

On  intègre,  on  retranche  membre  à  membre,  et  l'on 

fait  décrire  au  point  z  le  cercle  indiqué  dans  Ténoncé. 

On  trouve  ainsi  que  la  valeur  de  l'intégrale  considérée 
^iiz 


est 


3 


III.  —  (Élèves  de  l'École  Normale).  —  Etudier  la 
surface 


ke^-\-  Ber-h  Ce==  D. 


1°  Former  l'équation  des  courbes  C   le  long  des- 
quelles cette  surface  touche  un  cylindre  circonscrit. 
Montrer  que  ces  courbes  se  répartissent  en  une  in  fi- 
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nité  de  familles,  de  telle  façon  que  tune  de  ces  fa^ 
milles  se  compose  d'une  infinité  de  courbes  toutes 
égales  entre  elles  et  semblablement  orientées, 

2®  Déduire  de  là  que  l'on  peut,  d'une  infinité  de 
manières,  exprimer  les  coordonnées  d^un  point  de  la 
surface  en  fonction  de  deux  paramètres  t  et  u  sous  la 
forme  suivante  : 

^=/l(OH-/l("), 

3®  Montrer  que  par  chaque  point  de  la  surface 
passent  deux  courbes  C  de  chaque  famille  et  que  les 
tangentes  à  ces  deux  courbes  sont  des  diamètres  con- 
jugués de  V indicatrice. 

4"  Démontrer  que  les  lignes  asjmptotiques  ne  sont 
autre  chose  que  les  enveloppes  des  courbes  C  dune 
même  famille, 

5°  Montrer  que  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
d'une  des  lignes  asymptotiques  est  la  surface  elle- 
même, 

La  première  partie  seule  présente  quelque  difficulté. 
Pour  la  résoudre,  ou  observe  d*abord  qu'en  déplaçant 
les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  on  peut  ramener 
l'équation  de  la  surface  h  la  forme 

(i)  6-^ -h  e> -+- e- =  I . 

Si  Ton  appelle  alors  a,  p,  y  les  paramètres  directeurs 
de  la  direction  des  génératrices  d'un  premier  cylindre 
circonscrit,  la  courbe  de  contact  de  ce  cylindre  est 
définie  par  Téquation  (i)  et  par  l'équation 

(2)  ae*-{- pe>'-h  Y^^=  o. 

De  mémo,  la  courbe  de  contact  d'un  second  cylindre 
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dont  les  paramètres   directeurs   des  génératrices   sont 
^'j  P'î  y'  ^^'  définie  par  l'équation  (î)  et  par  Téquation 

(3)  a'e^-+-  P'er-h  Y'e-=  o. 

Pour  que  les  deux  courbes  soient  égales  et  sembla- 
blement  orientées,  il  faut  qu'on  puisse  les  faire 
coïncider  en  déplaçant  J'une  d'elles  parallèlement  à 
elle-même.  Si  donc  Ç,  t),  Ç  sont  trois  constatites  conve- 
nablement choisies,  il  faut  que  les  deux  systèmes 

j      e^-h    ey-h    e^=  i, 

(  ae^-H  per-i- Ye^=  o; 
(      e^-^-S-f-     ey-^fï-^     e--»-C=  i, 
j  a'e^+^-i-  p'e>'->--0-{-  Y'e=+-C=  o 

soient  équivalents. 

Ces  deux  systèmes  sont  linéaires  par  rapport  à  e^j 
e^,  e^  et,  si  Ton  exprime  qu'ils  sont  équivalents^  on 
obtient,  après  Télîmination  de  ç,  t),  Ç, 

I        I  _  I        I  _  I        I  ^ 

de  sorte  que  si  l'on  appelle  u  la  valeur  commune  des 
trois  diiiérences  qui  figurent  dans  ces  égalités,  ^^i ,  Uo,  z/3 
trois  constantes,  on  a 

«  = '         ?  =  „  .   „  '         ï  =-- 


Il  en  résulte  que  les  directions  qui  correspondent  ii 
des  courbes  égales  et  semblablement  orientées  sont  les 
génératrices  d'un  cône  du  second  degré  représenté  par 
l'équation 

(^^2—  Uz)yz  -H  (uz —  Ui)  zx  -H-(/«i  —  Ut)xy  =  o. 

Gomme  ce  cône  dépend  de  deux  constantes   arbi- 
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traires,  on   voit  qu'il  existe  deux  familles  de  courbes 
égales  et  semblablement  orientées. 

Mécanique.  —  I.  Une  barre  pesante  homogène  AA' 
a  ses  deux  extrémités  assujetties  à  glisser  sans  frotte- 
ment sur  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  circulaire 
droit  fixe  dont  l'axe  est  vertical.  On  propose  : 

I®  De  trouver  le  mouvement  delà  barre  sur  l'hélice 
et  les  réactions  de  la  courbe  sur  les  deux  extrémités  de 
la  barre; 

2®  En  considérant  le  point  C,  situé  sur  l'axe  du 
cylindre  à  égale  distance  de  A  et  de  A',  comme  in^a- 
riablement  lié  à  la  barre,  de  déterminer  pour  une 
époque  quelconque,  dans  le  plan  ACA',  le  point  dont 
la  vitesse  est  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Chaque  point  de  la  barre  décrit  une  hélice  d'un  mou- 
vement uniformément  varié,  comme  on  peut  le  consta- 
ter aisément  par  Tapplication  du  théorème  des  forces 
vives. 

Le  calcul  des  réactions  se  fait  en  appliquant  le  théo- 
rème du  centre  de  gravité  et  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  O^. 

Quant  à  la  détermination  du  point  dont  la  vitesse 
esl  perpendiculaire  au  plan  ACA',  elle  est  identique  à 
la  détermination  du  foyer  de  ce  plan.  On  trouve  qu'il 
est  situé  à  Tintersection  du  plan  ACA'  et  du  plan  per- 
pendiculaire à  A  A'  en  son  milieu,  plan  qui  passe  par 
le  point  C.  Sa  distance  au  point  C  est  A  cota,  en 
appelant  h  le  pas  de  Thélice  et  a  l'angle  de  la  barre 
avecOz. 

II.  —  (Elèves  de  l'École  Normale).  —  Un  corps 
solide  pesant,  non  homogène,  ayant  la  forme  d'un 
cylindre  de  rév^ohuion,  est  couché  sur  un  plan  hori- 

^nn.  de  Malhémat..,  3"  série,  t.  XV.  (Janvier  1896.)  3 
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zontal  fixe  P,  sur  lequel  il  peut  glisser  sans  frotte- 
ment.  On  suppose  que  le  centre  de  grai^ité  G  du  corps 
est  sur  l'axe  de  résolution  Gz  du  cjlindre  et  que  cet 
axe  est  un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  point  G. 

Trouv'er  le  mouvement  du  solide  supposé  lancé  sur 
le  plan.  On  appellera  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  du 
corps  par  rapport  aux  axes  principaux  Gx,  Gy^  Gz 
relatifs  au  centre  de  gravité. 

En  vertu  des  hypothèses,  le  cylindre  est  déterminé 
en  position  par  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  et 
par  la  direction  de  l'axe  de  révolution  G^.  En  appli- 
quant d'abord  le  théorème  du  centre  de  gravité,  on 
trouve  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  recti- 
ligne  et  uniforme;  en  appliquant  ensuite  le  théorème 
des  forces  vives,  on  trouve  que  le  cylindre  tourne  uni- 
formément autour  de  la  verticale  du  point  G. 

III.  —  (Elèves  de  l'Ecole  Normale).  —  Une figureV 
de  forme  im^ariable  se  meut  dans  l'espace  dans  les 
conditions  saillantes  : 

Un  cercle  C,  lié  invariablement  à  la  figure,  roule 
uniformément  sans  glisser  sur  la  droite  fixe  AB,  tandis 
que  son  plan  tourne  uniformément  autour  de  cette 
même  droite. 

\^  Prouver  que  tout  déplacement  infiniment  petit  de 
la  figure  consiste  en  une  rotation  Q  autour  d'un  axe  A. 

2°  Trouver  le  lieu  de  cet  axe  dans  le  corps. 

3**  Trouver  une  définition  géométrique  de  la  surface 
décrite  dans  V  espace  fixe  par  ce  même  axe. 

4"  Rappeler  la  démonstration  de  ce  fait  que  les  sur- 
faces ainsi  trouvées  sont  applicables  l'une  sur  l'autre. 

Le  lieu  de  l'axe  de  rotation  dans  le  corps  est  un  hy- 
perboloïde  de  révolution  dont  le  cercle  de  gorge  est  le 
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cercle  C.  Dans  Te^pace  fixe  le  lieu  de  ce  même  axe  est 
uu  hélicoïde  réglé.  L'hyperboloïde  roule  sans  glisser 
sur  riiélîcoïde. 

Epreuves  pratiques.  —  I.  Le  24  juillet  iSgS,  à 
midi  moyen  de  Paris,  les  coordonnées  écliptiqiies  de 
remis  sont  : 

Longitude 1 66**  5'6',  o 

Latitude o°45'7'',7 

Calculer  les  coordonnées  équatoriales  de  la  planète, 
l* obliquité  de  Vécliptique  étant  23"  27' 18",  78. 

On  devra  vérifier  l' exactitude  des  résultats  en  cal- 
calant  une  relation  dans  laquelle  entrent  simultané- 
ment toutes  les  données  et  les  inconnues  du  problème, 

II.  —  (Elèves  de  l'Ecole  Normale).  —  Le  2  juil- 
let 1895,  à  midi  moyen  de  Paris,  la  planète  Mars  « 
pour  coordonnées  héliocen triques  : 

Longitude i52°.56'24',o 

Latitude -+■     i°47'37*,7 

Log.  du  rayon  vecteur 0,221  6426 

Au  même  moment,  les  coordonnées  du  Soleil  par 
rapport  au  centre  de  la  Terre  sont  : 

Longitude 100°  ly'^i'f  i5 

Latitude 0°  o'  o 

Log  distance  du  Soleil  à  la  Terre.. . .     0,007  iqoS 

Calculer  les  coordonnées  géocentriq ues  de  la  pla- 
nète, 

Besançon. 

Analyse.  —  On  donne  dans  un  plan  V  un  cercle  O. 
w  considère  un  point  M  sur  la  circonférence  de  ce 
cercle^  et  par  M  une  normale  MN  à  ce  cercle  non  con- 
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tenue  dans  le  plan  P.  Soit  «p  V angle  du  rayon  OM  avec 
un  rayon  fixe  et  6  V angle  de  MN  av^ec  le  prolongement 
de  OM. 

Quelle  relation  doit  avoir  lieu  entre  (f  et  ^^  pour 
que,  le  point  M  se  déplaçant  sur  la  circonférence, 
MN  soit  normale  principale  à  une  courbe  gauche?  On 
démontrera  d'abord  que  la  longueur  interceptée 
sur  MN  entre  la  circonférence  et  la  courbe  gauche  est 
nécessairement  constante.  Montrer  que  le  problème  se 
ramène  à  une  quadrature;  discuter  y  et  effectuer  V  inté- 
gration quand  elle  est  possible. 

On  exprime  que  MN  est  dans  le  plan  osculateur  à  la 
courbe  gauche  en  égalant  à  zéro  un  certain  déterminant. 
Ce  déterminant  se  simplifie  en  combinant  les  colonnes, 
et  Ton  obtient  une  équation  de  Bernoulli  par  rapport  à 

-T^  pris  comme  fonction  inconnue. 

Après  l'intégration  de  cette  équation,  cp  s'exprime  par 
une  intégrale  elliptique,  dont  la  discussion  est  aisée. 

Mécanique.  —  I.  Exposer  le  théorème  des  forces 
vivres  pour  un  point  matériel  et  pour  un  système  de 
points  matériels, 

II.  Un  mobile  de  poids  P  est  assujetti  à  se  moui^oir 
sur  un  cercle  vertical  fixe.  A  ce  mobile  sont  fixés 
deux  fils  inextensibles  passant  sur  deux  poulies  infi- 
niment petites  situées  aux  extrémités  A  et  B  du  dia- 
mètre  horizontal,  et'supportant  deux  poids  petq.  Dé- 
terminer  le  mouvement  du  système. 

On  met  ce  problème  en  équation  à  Taide  du  théorème 
des  forces  vives.  H  y  a  deux  cas  particuliers  remar- 
quables :  i"  le  poids  p  est  nul  et  les  poids  p  et  q  sont 
égaux.  Dans  ce  cas  le  point  le  plus  bas  du  cercle  con- 
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stitue,  pour  le  mobile,  une  position  d'équilibre  stable; 
2°  le  poids  P  est  très  grand  par  rapport  k  p  et  à  q.  Dans 
le  voisinage  du  point  le  plus  bas  on  a  alors  une  position 
d  équilibre  stable. 

III.  Dans  un  plan  vertical  une  parabole  constante 
tourne  autour  de  son  foyer  F.  Un  fil  enroulé  sur  la 
parabole  porte  un  poids  M.  Déterminer  la  trajectoire 
du  point  M  et  sa  vitesse  quand  la  parabole  tourne 
d*un  mouuemeTit  uniforme, 

La  trajectoire  du  point  M  est  une  chaînette. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  les  coordonnées 
équatoriales  X',  (D'.  R'  du  centre  de  la  Lune  vue  d'un 
lieu  de  latitude  <p  =  45**28'io"  au  moment  où  l'heure 
sidérale  locale  est  5**  43""  56*  et  ou  les  coordonnées 
géocentriques  de  la  Lune  sont  : 

cil,  =  '2"!  S"  49%        C£)=-hio"3'i7', 
R=-^.  T!y  =  58'i7". 

SinTÎT 

Caen. 

Analyse  et  Géométrie.  —  I.  Étant  donnés  deux  axes 
rectangulaires  OX,  OY,  on  considère  toutes  les  ellipses 
(fui  ont  pour  axe  OX,  qui  passent  par  un  point  B 
donné  sur  OY  et  qui  sont  semblables  à  V ellipse 
'^x'^-{-y^=i  :  troui^er  les  trajectoires  orthogonales 
de  ces  ellipses. 

Equation  des  ellipses  : 

3.r*H-j^*-l-  itx  —  h^  =.  o        (a  variable,  h  =  OB). 

Equation  des  trajectoires  : 

G       --^         3 
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II.  En  désignant  par  z  =  X'^  iy  une  variable  ima- 
ginaire, calculer  l^ intégrale 

s'inz  dz 


s 


z^{t,  —  z) 


prise  le  long  du   contour  représenté  par  V équation 

Or^-f-  2J'2 —  2X —  1  =  0. 

Le  contour,  elliplique,  conlient  le  seul  pôle  ^  =  o  :  or 

sin.3        _      I     /  z^  \f         z        z^ 

z^Tz-^z)  "  ;^r""  6"^•••A''^^■^ï^2■^•'^ 
l      I 


TZZ^  TZ'Z 


11 

direct. 


l'intégrale  est  — >  le  contour  étant  parcouru  en  sens 


Mécanique.  —  i.  Un  plan  P  se  meut  en  glissant  sur 
un  plan  fixe  Q,  de  telfje  sorte  que  le  centre  instantané 
de  rotation  C  se  déplace  avec  une  vitesse  constante  m 
sur  une  droite  fixe  OX  du  plan  (^  et  que  le  centre  des 
accélérations  du  plan  mobile.  A,  reste  à  une  distance 
vwariable  h  de  OX,  l'angle  ACX  étant  droit  à  Vin^ 
stant  initial.  Chercher  comment  varient  ay^ec  le  temps 
la  vitesse  w  de  rotation  du  plan  P  et  V angle  ACX. 
Déterminer  et  construire  la  roulante  lieu  du  centre 
instantané  C  dans  le  plan  P. 

Des  formules  qui  donnent  à  un  instant  les  accéléra- 
tions des  points  d'un  plan  mobile,  on  tire,  pour  les 
coordonnées  du  centre  A  relatives  à  la  tangente  et  à  la 
normale  communes  à  la  base  et  à  la  roulante  S, 

'  lù^       ds  X  to'  .  A  /-iv 

S  étant  Parc  parcouru  par  C  sur  la  base  et  la  roulante  S, 
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dt 


ds 
ûy=.h^  -j-z=zm^  on  trouve,  après  intégration, 


i)    —  = I  -h  m»  ^    ^ , ,  ^    h  cotACX  =  m — j—; 

la  constante  T  est  nulle.  Soient  Ç,  r,  les  coordonnées  deC 
par  rapport  à  des  axes  ûÇ,  ûyj  du  plan  P,  a  l'angle  de  la 
tangente  à  S  avec  QÇ;  rfa  =  —  {ùdt\  remplaçant  w  par 

sa  valeur  (i)  et  ^  par  —  >  on  a 

,  Lhds  ,  I  ,  hdoL 

d^  =  fl?5  cos  a,         dri  =  ds  sin  a, 
l'intégration  donne  Ç,  tj  en  fonction  de  a. 

II.  Chaque  élément  d'un/Il  flexible  et  inextensible 
est  attiré  vers  un  point  fixe  O  a^ec  une  force  propor- 
tionnelle  à  la  niasse  de  l'élément  et  à  V inverse  de  sa 
distance  au  point  0\  on  suppose  que,  lorsque  le  fil  est 
en  équilibre,  sa  tension  en  chaque  point  y  est  propor- 
tionnelle à  la  densité.  Déterminer  la  figure  d^ équi- 
libre et  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  varie  le  long 
du  fil. 

Courbe  funiculaire  plane.  —  Soient  T  la  tension, 
£  la  densité  : 


'T' 


p  étant  la  distance  du  pôle  O  à  la  tangente,  Tp  =  To/^) 

VJ  ^       \rj    ^dr^->f-r^d^^  cos(A:-i-i)0 

Épreuve  pratique.  —  Calcul  de  la  longitude  et  de 
la  latitude  d'une  étoile,  étant  données  JR,  (©  et  robli- 
(juité  de  Vécliptù/ue, 
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dirigée  vers  Test,  les  équations  à  appliquer  sont 


) 


d^x  y  dy 

d^y  l       .dx         .    -,  dy 

-jjT-  =20)  (  COS  A-j-  —  SinA-7-    19 

dt^  \  dl  dt  I 

d^z  .    .  dy 

011  io  est  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre,  X  la  colati- 

tude  du  lieu,  Torigine  des  axes  est  la  position  initiale. 

On  intègre  ces  équations  avec  les  données  initiales 


/dx\     .  fdy\  /dz\ 

^o  =  ro=zo  =  o,       [■^)=o,       Uyo="'        \di)o^''' 

on  développe  les  intégrales  suivant  les  puissances  de  o), 
en  se  bornant  à  la  première  puissance. 

Epreuve  pratique.  —  Connaissant  la  longitude  d'un 
astre,  45°  i  ^-'  '  3'',  5,  sa  latitude  o®  28'  58",  i  et  l'obliquité 
de  Vécliptique  23^27' ïo'',4î  calculer  son  ascension 
droite  et  sa  déclinaison. 

On  trouve 

iîl  =  42°36'i3",65, 

8=  16"  47'  7%  7. 


Nancy. 

Analyse.  —  I.   Étant  donnée  l'équation  différen- 
tielle 

où  X  désigne  une  variable  réelle  et  J  une  fonction 
réelle  y  démontrer  que,  sous  certaines  conditions  que 
Von  indiquera,  il  existe  une  fonction  réelle  y  de  x, 
définie  et  continue  dans  le  domaine  de  Xo,  satisfaisant 
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à  V équation  différentielle  et  qui,  pour  x=Xo,  prend 
la  "valeur  y Q.  Montrer,  en  outre,  qu!il  n' existe  qu  une 
seule  fonction  possédant  ces  propriétés, 

IL  On  donne  une  courbe  C  tracée  sur  une  sphère  de 
centre  O  et  de  rayon  égal  à  l'unité.  Les  coordonnées 
rectangulaires  d^un  point  M  de  cette  courbe  ont  pour 
expressions 

^  =  a(v),        ^  =  P(v),         ^  =  y(v), 

V  désignant  l'arc  de  la  courbe  terminé  e/i  M.  ^  chaque 
point  M,  on  fait  correspondre  une  droite  D,  passant 
par  M,  la  correspondance  étant  définie  par  les  équa- 
tions 

oii  a,  b,  c  sont  les  cosinus  directeurs  de  D;  soit  S  la 
surface  réglée  engendrée  par  D. 

1°  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante, pour  que  Qt  soit  la  ligne  de  striction  de  S,  est 

dadt  -h  dhd^  -i-  dcd^  =  o. 

1^  On  suppose  que  la  droite  D  est  située  dans  le 
plan  tangent  mené  par  M  au  cône  de  sommet  O  ayant 
pour  directrice  C  ;  calculer  V  angle  to  ayant,  pour 
côté  origine^  la  direction  OM  et,  pour  autre  côté,  la 
direction  de  D. 

3°  On  applique  la  surface  du  cône  et  ses  plans  tan^ 
gents  sur  un  même  plan  ;  expliquer  comment  se  déve- 
loppent les  droites  D;  déduire  de  là  un  mode  de 
génération  simple  des  surfaces  S  dans  le  cas  parti-- 
culier  considéré. 

Menons  à  chaque  génératrice  MG  de  S  une  parallèle 
O^  par  le  point  O  ^  on  forme  un  cône  directeur  5,  dont 
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la  trace  sur  la  sphère  est  une  courbe  c;  soit  m  le  point 
de  cette  courbe  situé  sur  Og. 

I®  La  perpendiculaire  commune  à  une  génératrice  G 
et  à  la  génératrice  infiniment  voisine  est  perpendiculaire 
au  plan  tangent  au  cône  s  suivant  gj  par  suite  à  la  tan- 
gente en  m  à  la  courbe  c;  pour  que  C  soit  la  ligne  de 
striction  de  la  surface  S,  il  faut  que  la  perpendiculaire 
commune  considérée  soit  la  tangente  en  M  à  C;  par 
suite,  les  deux  tangentes  à  G  et  c  en  des  points  corres- 
pondants doivent  être  rectangulaires,  d'où  la  condition 

da  doL  -h  dbd^  -^  de  d-^  =  o. 

2"  Si,  de  plus,  G  se  trouve  dans  le  plan  tangent  au 
cône  de  directrice  C,  c'est  que  g  se  trouve  aussi  dans  ce 
plan,  et  que  m  se  trouve  sur  Tare  de  grand  cercle  tan- 


Fig.  I. 


m. 


gent  à  C  en  M*,  d'après  la  condition  précédente,  la  tan-^ 
gente  mt  doit  être  perpendiculaire  à  MT,  et  l'arc  du 
grand  cercle  Mm  doit  être  normal  en  m  à  la  courbe  c; 
dès  lors  la  courbe  c  est  une  développante  de  C,  et 
l'arc  Mm  est  égal  à  l'arc  v  de  C,  compté  dans  un  sens 
convenable;  c'est  la  valeur  de  Tangle  MO  g, 

3®  Lorsqu'on  applique  le  cône  de  directrice  C  sur  un 
plan,  la  courbe  G  devient  un  grand  cercle,  et  les  géné- 
ratrices G  se  développent  suivant  des  droites  parallèles 
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aune  droite  fixe  Og,  puisque  Tangle  OMiGi  est  égal  à 
l'arc  gi  M|  compté  à  partir  d'un  point  fixe. 

On  aura  la  surface  en  traçant,  dans  un  plan  tangent 
au  cône  des  droites,  M|  Gi  parallèles  à  une  droite  fixe, 
et  enroulant  le  plan  considéré  sur  la  surface  du  cône  de 
directrice  C,  de  façon  que  les  génératrices  restent  dans 
les  plans  tangents  successifs. 

Les  formules  ordinaires  conduisent  au  résultat.  Si 
l'on  prend 


a?  =  a  -h 


ap, 


z 


OL 

P-hèp, 

Y  -h  C  p, 


comme  coordonnées  d'un  point  de  S,  la  ligne  de  striction 
est  définie  par 


bdc  —  cdb  a  dy. 
cda  —  adc  b  d^ 
adb  —  bda     c     dy 


(  bdc  —  cdb  )2  -h  (  cda  —  ac/c  )«  -^  (  adb  —  bda  )*  ' 


en  annulant  le  numérateur,  on  a 


G  = 


I 
c 


bdc  —  cdb     a     doL 

cda  —  adc     b     d^ 

adb  —  bda     c     dy 

bdc  —  cdb     a                      d% 

cda  —  adc     b                      d^ 

o             o     da 

doL  -h  db  d^ 

dcd^ 


d'après  a^  +  b-  -h  c- =  i ,  d'où  la  condition. 

Pour  la  deuxième  partie,  on  a  d'abord  la  condition 


A  = 


a 

b 

c 

OL 

P 

Y 

d% 

d^ 

«?Y 

d^ 

d^ 

df 

=  o. 


pu 


IS 
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ada  -t-    bdb  -H     cdc  =  o, 

dadi.  -h  dbd^  -{-  dcd^  =  o. 
û?a  f/6  fl?c 


a       b 
d%    d^ 
"Loida 


D'où 
De  plus 


a 

^ 

Y 

a 

b 

c 

da 

d^ 

df 

2aâ?a  =  o. 


cosoj  =  aa  -h  6p  -H  cy, 

cfcosto       „     t/a       „     da       _     rfa 

— -i —  =  Sa  n-  H-  Sa  -.—  =  Sa  -r- 

ttv  av  av  av 


Alors,  en  formant  A-, 


0  =  A2  = 


rfcosto 


D'oïl 


I          cosw       -, 

av 

cosw         I                o 

=  I  — cos^io 

cfcOStO                          C?v2 

d^f            ^        c^vî  ~  ' 

--=-1-1,          to  = 
av 

=  Y±tOo. 

/<icos(o\2 


Le  reste  s'en  déduit. 

Mécanique. —  i"*  Un  gyroscope  est  composé:  i"  d^un 
tore  homogène  (t)  pouvant  se  mouvoir  librement  au- 
tour de  son  axe;  a®  d'un  cercle  homogène  (c)  situé 
dans  le  plan  de  V équateur  du  tore,  tangent  intérieure^ 
ment  et  im^ariablement  lié  au  tore;  3°  dhine  tige  ho- 
mogèfie  AB  formant  Vaxe  du  tore,  invariablement 
liée  au  cercle  (c)  et  dont  le  milieu  O  coïncide  av^ec  le 
centre  de  gravité  commun  du  tore  (t)  et  du  cercle  (c). 
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et  4**  d'une  circonférence  de  cercle  (y)  homogène,  de 
centre  O,  dont  un  diamètre  coïncide  toujours  avec 
V axe  AB  du  tore  et  qui  peut  se  mouvoir  librement 
autour  de  son  diamètre  A'B'  perpendiculaire  à  AB. 

Le  gyroscope  est  fixé  par  son  centre  de  gravité  O, 
Le  diamètre  A'B'  de  la  circonférence  (y)  étant  ho- 
rizontal^ on  le  fait  tourner  avec  une  vitesse  angulaire 
constante  donnée  (o  autour  de  la  nadir  aie  Oz  passant 
par  O.  On  incline  l'axe  AB  du  tore  sur  la  nadirale 
d'un  angle  donné  a  et  Von  imprime  au  tore  une  vitesse 
initiale  n  autour  de  cet  axe  AB^  puis  on  V abandonne 
à  lui-même. 

En  quel  point  de  l'axe  AB  du  tore  faut-il  appliquer 
à  l'instant  initial  une  masse  pesante  additionnelle  m 
pour  que  cet  axe  AB  tende  indéfiniment  vers  la  nadi- 
rale Oz  sans  jamais  l'atteindre. 

2**  Si  le  rayon  du  cercle  générateur  du  tore  est  égal 
à  un  centimètre^  le  rayon  du  cercle  (c)  à  trois  centi- 
mètres et  le  rayon  de  la  circonférence  (y)  à  six  centi- 
mètres, on  demande  de  calculer  les  moments  dHnertie 
des  quatre  pièces  du  gyroscope  par  rapport  à  AB,  par 
rapport  à  A'B'  et  par  rapport  à  la  perpendiculaire 
menée  par  O  au  plan  AB  A'  B'. 

Épreuve  pratique.  —  A  San  Francisco,  dont  les 
coordonnées  géographiques  sont 

Longitude 124® 45'  iS"  Ouest, 

Latitude 37^49' ay"  Nord, 

on  observe  V étoile  Wéga^  dont  les  coordonnées  sont 

Ascension  droite iS^^SS^ô", 84 

Déclinaison 38**4  l'j  0*2 

après  son  passage  au  plan  méridien  ;  on  trouve  pour  sa 

distance  zénithale 

72»a8'36%4. 
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Déterminer  l'heure  sidérale  de  San  Francisco  et 
celle  de  Paris  au  moment  de  V observation. 


Lyon. 


Analyse.  —  Intégrer 


d^  Y  dy 

dx^  dx  ^ 

Après  avoir  intégré  l'équation  sans  second  membre, 
on  vérifiera  que  V équation  complète  possède  V inté- 
grale particulière 

T.  /  «    o       4  — 6aîa:2  8  .  \ 

•^  \  9  9  / 

ou  A   ei  B  sont  des  constantes  à  déterminer,  a  une 
constante  donnée. 

Tout  se  réduit  à  intégrer 

(o)  ^^  -iK  —  2ir  -r-  •+■  k^x^Y  =  o. 

^  ^  dx^  dx  -^ 

Quelques  explications  préalables  sont  nécessaires  sur 
certaines  équations  traitées  par  M.  Lafon  dans  son 
Cours. 

Soit  l'équation  de  Riccati 

H  =  P(y,a,  è,c,  n)  =  a7^  —  ay  +  by^-— ex'' —  o, 

a,  6,  c,  n  =  const. 

Lorsque  /t  =  2a,  la  substitution 

(i)  y  =  zx^ 

sépare  les  variables,  et  il  vient 

iP*-*  dx  = '—, — . 
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Posons  maintenant 

a       a?» 

il  viendra 

Hi  =  P  (yi,  a  -T-  n,  c,  6,  n)  =  o. 

Si  ensuite 

a  -¥■  n        œ^ 

Hg  =  P(y2,  a -h  2n,  ô,  c,  n)  =  O     et  enfin 


(  H/  =  F  {ytj  a  -h  t/i,  c,  b^  n)  =  o     si  t  impair 
f  H,-  =  F  {yi,  a  -\-  in,  by  c,  n)  —  o    si  i  pair 

Posons  mamienant  r  =  — :  on  aura 

*^         u 

G  —  P (Uj  n  —  a,  Cy  bj  n) 
et  par  le  même  procédé 

j  G/  =  F  (a,-,  n  —  a  -+-  tn,  6,  c,  n)     si  i  impair  j 
I  G/  =  F  (  M/,  n  —  a  -T-  ï/i,  c,  6,  n)  .  si  t  pair       \ 

La  séparation  des  variables  se  fera  par  la  formule  (i) 
sur 

!H/     si     i(a^in)  =  n 
Gi    si     2  (  n  —  a  -h  in)  =  n 

Pour  un  candidat  élève  de  M.  Lafon  et  prévenu  des 
habitudes  de  ce  professeur,  il  était  naturel  de  se  de- 
mander si  (o)  n'était  pas  une  équation  H  déguisée.  C'est 
efl'ecti veinent  le  cas. 

Posons  jt  =z  -~>  puis  3  =  /.r  ;  il  viendra 

H  ^  F(s,  3,  I,  —A:*,  2). 

La  seconde  des  relations  (2)  est  satisfaite  pour  t  =  i, 
puisque  a  =  3  et  n  =  2.  La  séparation  des  variables  se 
^ait  sur  G|. 
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On  trouve 

G  =P(M,  -i,-AS  1,2), 

G,  =  P(mi,  I,  I,  —A:*,  2), 
c'est-à-dire 

X  —r^  —  Ml  -h  Mf  —  —  A:»a?». 

Posons,  conformément  à(i),  aj  =  j:i>;  on  aura  fina 
lement 


r     dv 

X  -^  \  Ti :  =  const. 

J   A:*  H-  p* 


Le  lecteur  achèvera  sans  peine  Tintégration  de  (o). 

Mécanique.  —  I.  Attraction  d*un  ellipsoïde  homo- 
gène de  révolution  aplati  sur  un  point  de  sa  surface, 

II.  A  chaque  sommet  d'un  triangle  équilatéral,  de 
grandeur  invariable,  dont  la  hauteur  h  est  donnée,  on 
fixe  un  point  matériel,  non  pesant,  de  même  masse  m. 
L'un  des  côtés  se  meut  dans  un  plan  fixe;  le  sommet 
opposé  se  meut  dans  un  second  plan  fixe,  parallèle  au 

premier;  la  distance  des  deux  plans  est  -  • 

Etudier  le  moui^ement  des  trois  masses,  en  tenant 
compte  des  forces  résultant  des  équations  des  liaisons. 
On  négligera  les  frottements \ 
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Montpellier. 


Analyse.   —  I.   Calculer  la  valeur  de  l'intégrale 
triple 

fil  [^{oi:^yY'\-Zaz^^a^]dxdydz, 


(  5.  ) 
X,  y^  z  prenant  tous  les  systèmes  de  valeurs  qui  véri- 
fient les  relations 

x^-\-y^ — a-s  <  o,        a:' -4- ^* -t- «2 — 2a*<o. 
En  posant  x  =  p  cosô,  ^  =  p  sin8,  et  remarquant  que 
/  /  /  '^y  ^«^  dydz=^o^  on  a 

/  /  /(5p'-H3a^  —  ia^)çi  dp  dz  d^, 

où 

o  <  6  <  211      et       p2<a2,         p'<2a' — z^, 

ou  encore 

r  /•*»     /»v^ 

27r  j    /     dz  I        (5p'-i-3a^ — 4a')pû?p 

fl?^   /  (5p'-l-3a.5  —  4^')p^p| 

12         8  J         12 
II.  Intégrer  l' équation 

Examiner  en  particulier  le  cas  ou  m=:  a. 
En  posant  x  =  e',  l'équation  devient 

^  _  3a4^  -h  3a2  ^  -  a3 y  =  ^«m^ 
dt^  dt^  dt  -^ 

dont  l'intégrale  générale  est 

b 


(m  —  a)3 
6 


e'»'  -I-  e«'  (  Cl  -f-  cj  f  -H  C3  f 2  ) 


(/7i  —  a)8 
Si  /w  =  a,  en  posant  m  =  a  -h  e,  et  faisant  tendre  e 
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vers  o,  011  trouve 

j/  =  - ip« log^ar  -1-  x^[c\  -f-  Cj  loga?  -i-  C3  log^a:]. 

Mécanique.  —  1.  Dans  le  tétraèdre  OABG,  l'angle 
trièdre  O  est  trirectanglcj  et  les  arêtes  issues  de  O  ont 
pour  longueur  commune  Vunité,  Ce  tétraèdre  est  en 
mouvement  et,  à  l* époque  t,  les  vitesses  des  points  A, 
B,  C  ont  pour  projections  respectives  sur  les  droites 
OA,  013,  OC  les  valeurs  suivantes  : 


A  : 


B  : 


3' 

•À 

-+-\/3 
3       ' 

•2      /3 
3 

2      v/3 
3       ' 

•À 

3 

•2 -H  v/3 
3       ' 

a 

V^3 
3       ' 

•2 
3^ 

G  : 


on  demande  de  déterminer,  pour  l^ époque  t^  les  élé- 
ments du  mouvement  hélicoïdal  du  tétraèdre. 

Les  parallèles  aux  trois  vitesses  menées  par  O  ont 
leurs  extrémités  dans  le  plan  X  +  Y  -}-  Z  =  2.  L'axe  in- 
stantané est  perpendiculaire  à  ce  plan,  et  la  vitesse  de 
translation  parallèle  h  cet  axe  a  ses  trois  composantes 

égales  à  ^' 

On  a  les  composantes  des  vitesses  de  rotation  en  re- 
tranchant -  de  chacune  des  composantes  données.  Les 

trois  plans  menés  par  A,  B,  C,  perpendiculairement  à 
ces  vitesses,  se  coupent  suivant  une  même  droite, 
X  =  Y  =  Z^  qui  est  Taxe  instantané.  La  vitesse  angu- 
laire (0  =  1  se  déduit  de  la  vitesse  de  Tun  des  points  A. 

IL    Un  point  matériel  non  pesant,  de  masse  1,  est 
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sollicité  par  la  force  centrale 


où         p  = /a*  cos'o) -*- 6*  sin^oo, 

a,  b  étant  des  constantes  ;  /',  (o  les  coordonnées  polaires 
du  point  par  rapport  au  centre,  A  t=io^  on  a  r  =  a^ 
la  vitesse  étant  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  et 

esate  a  -  • 


'»  a 


Déterminer  la  trajectoire,  étudier  la  variation  de 
la  vitesse,  trouver  le  temps  mis  par  le  mobile  pour  re- 
venir à  sa  position  initiale. 

Le  principe  des  aires  et  le  théorème  des  forces  vives 
donnent  les  deux  équations 

"^     dt         '' 

doù 

d^-  d^- 

F/«2     — ! L    = !_     , 

p    '    d(i)^        r    '    dbi^ 
équation  dont  l'intégrale  générale  est 

I        I 

-  =  -  H-  Cl  cos to  -h  Cj  sin  w  ; 

'^       P 
les  conditions  initiales  donnent  c,  =  Co  =  o  et 

r^  =  a-  cos^w  -h  b^  sin^to  ; 
la  trajectoire  est  la  podaire  d'une  ellipse.  On  a 

__  _J^ ^ra2(2a2_  ô2)cos2w 

dt  ,-10         «-      V  / 

b'^{'ilA—  «2]  sin^wjsino)  coso). 
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Si  I  <^  ^  <<  \/^'^^  la  vitesse  est  maxima  pour  (o  =  ;^  et 


•       • 


37C 

—  >  et  minima  pour  w  =  o  et  tt. 

Si  ^  r^  V^î  ^^  vitesse  est  maxima  pour 

a .  /i  «2  —  ^2 


tanga.  =  ±j^-^,-^-^--. 


et  minima  pour  (o  =  o,  ->  tt,  .  .  . 


.  a 


Si  T  <  i>  on  a  des  résultats  analogues. 

Le  temps  employé  pour  revenir  au  point  de  départ  est 

0 

Epreuves  pratiques.  —  Calcule/^,  pour  un  instant 
déterminé,  la  longitude  et  la  latitude  géocentriques 
d'une  planète,  connaissant^  en  cet  instant,  les  coor^ 
données  héliocentriques  de  cette  planète  : 

Longitude 253°   8'47",2 

Latitude —     5"32'  6\  4 

Log.  du  rayon  vecteur,  T ,  7836 25 1 

et  les  coordonnées  géocentriques  du  Soleil  : 

Longitude 53°  1 3'  1 4",  7 

Log,  du  rayon  vecteur. . .     0,0187234 

L,  B,  R,  4^et  rf  représentant  les  données;  \  (î  les  in- 
connues, on  a 

p  cosp  cosX  =  dco^X^-^  R  cosB  cosL, 
p  cos  p  sin  X  =  é/  sin  4;^-H  R  cos  B  sin  L, 
psin^  ~  RsinB, 

et  en  posant 

RcosBsinL  „  RcosBcosL  ., 
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on  a 


^        tang^  cosaflp  cos'ip                  o       R  sinB  sinX  cos'© 
tangX  =  ^-^ i— î — i,        tang3=        ,   .     ., 31; 


on  trouve 


cp=  39.45.3-2,4, 
^=  27. 54. ''S, 5, 
P  =—  6.27.  7,6, 
X  =    29.47.  7,3. 


QUESTIONS. 


1706.  Par  chaque  point  M  d'une  ellipse  on  mène  deux  droites 
qui  rencontrent  le  grand  axe  sous  l'angle  d'anomalie  excen- 
trique relatif  à  M. 

Chacune  de  ces  droites  enveloppe  une  hypocycloïde  à  quatre 
rebroussements.  (E.-N.  Bàrisien.) 

1707.  Les  courbes  (M)  et  (M')  sont  caustiques  réciproques 
par  rapport  à  la  courbe  (A),  c'est-à-dire  que  les  tangentes  MA 
et  M'A  aux  courbes  (M)  et  (M')  font  des  angles  égaux  avec  la 
normale  A  a  en  A  à  la  courbe  (A),  a  étant  le  centre  de  cour- 
bure correspondant.  La  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  A  a 
coupe  AMi  en  M'.  Démontrer  que  la  perpendiculaire  élevée  en 
M  à  MM'  et  la  perpendiculaire  élevée  en  M'  à  AM'  se  coupent 
sur  la  droite  aMi,  ce  qui  permet  de  construire  le  point  Mi 
lorsque  M  et  a  sont  connus. 

Corollaire.  —  Si  la  courbe  (A)  est  une  conique  de  foyers 
M  et  M',  ce  théorème  fait  connaître  le  centre  de  courbure  a 
répondant  au  point  A  de  la  conique.  (M.  d'Ocagne). 

1708.  Soit  M  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
fixe  0  sur  la  tangente  en  A  à  la  courbe  (A).  Le  point  M  décrit 
la  podaire  (M)  de  la  courbe  (A)  pour  le  point  0.  La  perpen- 
<liculaire  élevée  en   O   à   OM  coupe  la   normale   en  A  à  la 
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courbe  (A)  au  point  m.  On  sait  que  M/n  est  la  normale  à  la 
podaire  (M). 

Soient,  en  outre,  a  et  (jl  les  centres  de  courbure  des 
courbes  (A)  et  (M)  répondant  aux  points  A  et  M. 

On  a  les  théorèmes  suivants  : 

I.  Si  la  perpendiculaire  élevée  à  OA  au  point  0  coupe  A  a 
au  point  B,  et  si  MB  coupe  Oa  au  point  D,  la  droite  AD  passe 
par  (JL. 

II.  Si  la  perpendiculaire  élevée  à  Mm  en  m  coupe  OM  au 
point  H,  la  droite  qui  joint  le  point  H  au  milieu  I  de  Oa  passe 
par  (JL. 

III.  Si  J  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  a 
sur  OM,  K  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  J  sur  Mm, 
L  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  K  sur  A  a,  la 
droite  OL  passe  par  \l. 

Le  théorème  I  a  été  démontré  par  M.  Ilusquin  de  Rhéville 
dans  les  Nouvelles  Annales  (3"  série,  t.  IX,  p.  142).  J'ai  ob- 
tenu les  théorèmes  II  et  III  par  des  voies  absolument  diffé- 
rentes. Je  propose  ici  de  déduire  ces  deux  théorèmes  du  pré- 
cédent. (M.  d'Ocagne.) 

1709.  On  donne  sur  un  plan  les  circonférences  de  cercles  Ci, 
C2,  G3.  On  trace  une  circonférence  O  tangente  à  Ci  et  Gj. 

On  demande  : 

J**  Quelle  est  l'enveloppe  de  l'axe  radical  de  G3  et  de  0, 
lorsque  cette  dernière  courbe  varie  en  restant  tangente  à  Ci 
et  G2? 

2°  Quel  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  cet  axe  radical 
et  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  O  avec  Ci 
et  C2?  (Mannheim). 

1710.  Une  série  de  bougies,  de  compositions  et  de  hauteurs 
différentes,  sont  posées  verticalement  sur  une  table  et  allumées 
au  môme  instant.  Démontrer  :  1°  que  généralement  le  centre 
de  gravité  du  système  formé  par  les  bougies  décrit  une  série 
d'arcs  d'hyperboles  successives;  2°  qu'à  un  instant  quelconque 
l'hyperbole  correspondante  a  une  asymptote  verticale  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité  primitif  des  parties  consumées 
des  bougies  qui  brûlent  encore  à  l'instant  considéré. 

(Walton). 
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LES  CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  » 


Désireux  d'établir  une  émulation  bienfaisante  parmi 
Jes  personnes  qui  s'occupent  des  questions  de  Mathéma- 
tiques relevant  de  TEnseignement  supérieur,  les  rédac- 
teurs et  les  éditeurs  des  Nouvelles  Annales  ont  résolu 
d'ouvrir,  aux  abonnés  de  ce  Journal,  deux  fois  chaque 
année,  un  Concours  sur  des  sujets  rentrant  eu  général 
dans  les  programmes  de  Ja  Licence  et  de  l'Agrégation. 

Pour  le  choix  des  questions  ainsi  mises  au  concours, 
et  aussi  pour  le  jugement  à  intervenir,  la  Rédaction  ne 
manquera  pas  de  faire  appel  à  ses  Correspondants  des 
Facultés  ;  leur  haute  compétence  sera  une  garantie  com- 
plète d'impartialité,  bien  que  les  Rédacteurs  assument 
sans  réserve  la  responsabilité  scientifique  des  décisions. 
Les  Concours  dont  il  s'agit  donneront  droit  : 
1°  A  un  crédit  de  loo^'  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
Catalogue  de  MM.  Gauthier-Villars  et  fils; 
2°  A  l'insertion  du  Mémoire  primé  ^ 
3'*  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires  de 
ce  Mémoire. 

Pour  l'année  1896,  le  temps  matériel  faisant  défaut, 
il  y  aura  un  seul  Concours.  Dans  un  prochain  numéro, 
nous  publierons  le  texte  de  la  question  choisie  et  nous 
ferons  connaître  les  mesures  de  détail  qui  devront  être 
prises  par  les  auteurs  de  Mémoires. 

Dès  à  présent,  nous  pouvons  annoncer  que  la  date 
extrême  à  laquelle  les  manuscrits  devront  être  parvenus 
à  la  Rédaction  sera  celle  du  15  Octobre. 
Du  reste,  un  délai  d'au  moins  six  mois  sera  toujours 
Ann.  de  Mathémat..,  3"  série,  t.  XV.  (Février  1896.)  5 
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laissé  aux  concurrents,  entre  l'annonce  de  chacun  des 
Concours  et  ia  date  extrême  de  remise  des  manuscrits. 

Les  Rédacteurs. 


[Dzba]       m  PROBLÈME  SIIR  LES  SÉRIES; 

Par    m.    Michel    PETROVITCH, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques,  à  Belgrade  (Serbie). 


i .  Proposons-nous,  connaissant  la  somme  F(j?)  d'une 
série 

F{x)=  ç(i)j7-i-<^(a)j?*-i-...-h  ^{n)x"-T-. ... 

d'en  déduire  la  somme  de  la  série 

I  1.2  I  .2.3  *  '  *  1.2.  .  ./l         '  *  *' 

à  l'aide  des  intégrales  définies. 

Soit  p  une  quantité  positive  telle  que,  pour  [  m  |  <  o, 
on  ait 


2ç(/i)tt«  =  F(a). 


Soit,  de  plus,  a  une  constante  à  partie  réelle  positive 
et  c  une  constante  positive. 
Posons 


U  =  ; :, 


et  envisageons  1-intégrale  définie 


(  ='9  ) 
qu'on  peul  écrire  sous  la  forme 

J  =  V<p(/i)    /     a«e"'e/5. 

On  sait  (d'après  Cauchy)  qu'en  général  si  [jl — i, 
c  et  la  partie  réelle  de  a  sont  des  quantités  positives, 
on  a 


f- 


eciz  dz 


ClI-l  c-ar^ 


r     e<^^^  dz 

I      :  =  o  ; 

donc 

•» 

ce<*c  ^    I.2.../1         ce»*^  ' 

et,  par  suite, 

(i)  4,(car)=  Î^-J, 

211 

OU  encore 

(2)  *(a7)=  — -    /     F(u)e^^dz. 

D'ailleurs,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  on  peut 
toujours  donner  à  a  une  valeur  telle  que  sa  partie  réelle 
soit  positive  et  que 

X 


a  -h  zi 


pour  toutes  les  valeurs  de  z  entre  —  oo  et  -f-  oo.  Les  for- 
mules (i)  et  (2)  sont  donc,  grâce  à  Tindétermination 
de  a,  valables  pour  x  quelconque. 

Soît  maintenant  F(a)  une  fonction  holomorphe  quel- 
conque de  M.  Si  elle  ne  s'annule  pas  pour  a  =  o,  l'inté- 
grale J  est  indéterminée,  car  on  a  alors 

/      e<^^iF(o)dz=     ^(^)^  =  -^lim[2sinca)a7] 
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pour  (I)  =  00,  ce  qui  est  indéterminé.  Pour  que  J  ait  un 
sens,  il  faut  donc  que  F(o)=:  o,  et  Ton  aura 

ce  qui  donne  la  formule  intéressante 

Permutons  a:  et  c  dans  la  formule  (i)  et  faisons  en- 
suite c  =  I  ;  on  aura 


/ 


avec 


00 


I 

W  =    ;, 

a  -h  zi 


et  cela  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  pour  les- 
quelles <^(^)  converge. 

2.  Soit  maintenant  ^{z)  une  fonction  satisfaisant 
aux  conditions  de  Dirichlet  (c'est-à-dire  ne  présentant 
qu'un  nombre  limité  de  maximaet  de  minima  dans  tout 
intervalle  fini)  ;  on  sait  qu'alors  on  peut  écrire 

où  f^  et  /*2  sont  deux  fonctions  constamment  finies  et 
ne  croissant  jamais.  JNous  supposerons,  de  plus,  que, 
quand  x  tend  vers  ±  oo,  fi^  et/i  tendent  vers  une  même 
limite  finie  et  déterminée,  de  sorte  que  lim^(z)  =  o. 
L'intégrale 

J,=    r    '^{z)e^^idz 
(où  X  est  positif)  aura  alors,  comme  l'on  sait,  un  sens 
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et  sera  fonction  de  x.  Les  intégrales  de  cette  forme 
jouent  un  rôle  important  dans  la  Physique  mathéma- 
tique, par  exemple  dans  le  problème  de  l'armille,  dans 
l'intégration  de  l'équation  des  cordes  vibrantes,  de  Té- 
quation  des  télégraphistes,  etc. 

Supposons  que,  pour  |  u  \  suffisamment  petit  et  a  con- 
venablement choisi,  ayant  sa  partie  réelle  positive,  la 
fonction 

soit  développable  en  série  de  Taylor 


alors,  en  posant 


I 

u  = :» 

a-{-zi 


on  aura 


00 

ou 

00 

J    „^^    '  a?ea*^  1.2.3. ..n 


00 

1 


et  cela  pour  toutes  les  valeurs  positwes  de  x  pour  les- 
quelles la  série  converge.  On  a  ainsi  un  développement 
taylorien  de  l'intégrale. 

3.  Remarquons  que  l'on  peut  encore  résoudre  le  pro- 
blème 1  à  l'aide  d'une  proposition  énoncée  par  M.  Peano 


(*)  On  doit  avoir  6(o,  a)  =  o,  d'après  Thypothèse  lim({/(^)  = 

pour  z  =  00. 


(  6:*  ) 
dans  Y  Intermédiaire  des  Mathématiciens,  n**!,  1894^ 
et  qui  est  la  suivante  : 
Étant  données  les  séries 

Wo  H-  Wl  -^  Mî  -4-  W3  -f- . . . , 
Vq-^-Vx  -f-  i'i  4-  f  3  -h .  .  . , 

supposées  absolument  convergentes,  la  série 

Mo  t'o  -H  Wi  Pi  -f-  Ml  f  j  4- .  .  . 

aura  pour  somme  Tintégrale  de  o  à  ir  du  produit  des  sé- 
ries 

Mo -H  Mie*'  -f- a2C*«'  -+- Wj^'*'  -h..., 

Va  H-  f  1  c--'+  (^j  6-2*^4-  i^j  e-'*''-T- . . . , 

plus  le  produit  des  mêmes  séries  lorsqu'on  y  écLange^r 
en  —  X,  le  tout  divisé  par  27r. 

Il  suffit,  pour  résoudre  le  problème  qui  nous  occupe, 
de  prendre 

OU  encore 

De  la  même  manière,  on  peut  le  résoudre  à  Paide 
d'une  proposition  de  Parseval,  qui  consiste  en  ceci  (*)  : 
Etant  données  deux  séries 

'^{z)  =  pQ  -f-  v^z  -f-  Viz^  -:-..., 

supposées  convergentes  à  rinlérieur  d*un  cercle  de 
rayon  un  peu  plus  grand  que  un,  ayant  son  centre  à 
l'origine,  on  aura 


(')  H.  Laurent,  Traité  d* Analyse,  t.  III,  p.  4io. 
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J'ajoute,  en  terminant,  que  Ton  obtient  iinmédiate- 
ment,  à  l'aide  de  ces  diverses  formules,  diverses  expres- 
sions des  transcendantes  J  deBcssel.  Ainsi,  par  exemple, 

en  posant 

F{u)  =  e"—!, 

la  formule  (3)  donnera 

expression  qu'on  peut  transformer  de  diilërentes  fa- 
çons. 


[05p]  LE  THÉORÈME  DE  GAIISS  SIIR  LA  COURBURE; 

Par  m.  a.  CâLINON, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


Nous  supposerons  d'abord  démontrée  la  proposition 
suivante  : 

G  étant  une  courbe  située  sur  une  surface  S,  et  D 
une  surface  développable  circonscrite  à  S  le  long  de  G, 
on  développe  cette  surface  D  sur  un  plan,  et,  après  ce 
développement,  G  est  devenue  une  courbe  plane  G'; 
prenons  sur  G  et  G'  deux  arcs  correspondants  quel- 
conques s  et  s';  la  courbure  géodésique  de  Tare  s  sur  la 
surface  S  est  égalQ  à  la  courbure  plane  de  l'arc  5'  situé 
dans  le  plan  de  développement. 

Cela  posé,  considérons  en  un  point  M  de  la  courbe  G 
la  génératrice  recliligne  T  de  la  surface  développable  D 
et  la  normale  N  à  la  surface  S.  Développons  D  en  cou- 
pant cette  surface  suivant    la  génératrice  T,  laquelle 
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donne  ainsi  en  développement  deux  génératrices  T|  et 
T2  :  la  courbe  C  se  développe  alors  suivant  une  courbe  c 
qui  coupe  Ti  et  Ta  en  a  et  af  sous  le  môme  angle  a;  il 
en  résulte  que  les  tangentes  en  a  et  a'  à  la  courbe  c 
font  le  même  angle  <p  que  les  génératrices  T^  et  T2  : 
donc  l'angle  cp  de  T|  et  de  Tj  est  la  courbure  plane  de 
la  courbe  c  ou  la  courbure  géodésique  de  la  courbe  C 
sur  la  surface  S. 


Au  centre  O  d'une  sphère  de  rayon  unité,  construi- 
sons deux  cônes  respectivement  parallèles  d'une  part 
aux  génératrices  T,  d'autre  part  aux  normales  N,  le 
premier  cône  ayant  pour  base  sur  la  sphère  la  courbe  B^ 
et  le  second  la  courbe  B/|. 

En  développant  le  cône  de  base  B^  sur  un  plan,  la 
courbe  B^  devient  un  arc  de  cercle  dont  Tangle  au  centre 
est  évidemment  égal  à  l'angle  de  développement  ç  de 
la  surface  développable  engendrée  par  T.  Ainsi  la  lon- 
gueur de  la  courbe  B^  est  la  courbure  géodésique  de  la 
courbe  C. 

Mais  la  normale  N  est  évidemment  normale  au  plan 
tangent  suivant  MT  à  la  surface  développable  engendrée 
par  T^  donc  les  deux  cônes  de  base  B^  et  Cn  sont  sup- 
plémentaires et,  si  0-  est  l'aire  sphérique  comprise  dans 
la  courbe  B/^,  on  a  B^4- o"  =  27î  ou'^4-o'=  air.  Mais 
l'aire  o-  est,  par  définition,  la  courbure  totale  de  la  por- 
tion de  la  surface  S  comprise  dans  la  courbe  C;    par 
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suite,  la  formule  o- =  27î  —  ç  exprime  le  théorème  de 
Gauss. 


[K15bl   DÉTERMINATION  DES  POINTS  D  INFLEXION 
DANS  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  U  SECTION  PLANE  D  DN  CONE; 

Par  m.  F.  BALITRAND, 

Lieutenant  du  Génie  à  Montpellier. 


Dans  le  numéro  du  mois  de  décembre  1894  des 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques ^  M.  Carvallo  a 
critiqué,  avec  raison,  la  méthode  classique  employée 
pour  déterminer  les  points  d'inflexion  dans  le  déve- 
loppement de  la  section  plane  d'un  cône.  Nous  allons 
donner  deux  démonstrations,  à  Tabri  de  tout  reproche, 
croyons-nous,  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  «SY,  en  un  point  A  d\me  section  plane 
d'un  cône,  le  plan  sécant  est  normal  à  la  surface^  sans 
être  perpendiculaire  à  la  génératrice  qui  passe  en  ce 
point,  le  développement  de  la  section  présente  un  point 
d'inflexion  au  point  qui  correspond  au  point  A. 

Considérons  une  pyramide  SABCD. . .  inscrite  dans 
le  cône,  et  dont  les  faces  seront  aussi  petites  qu'on  le 
voudra;  le  développement  du  cône  est,  par  définition, 
la  limite  du  développement  de  cette  pyramide  quand 
les  faces  tendent  vers  zéro.  Nous  supposons  que  le  plan 
sécant  ABCD. . .  est  normal  à  la  face  SA6,  sans  être 
perpendiculaire  à  l'arête  SA  -,  et  nous  allons  effectuer  le 

développement  sur  le  plan  delà  face  SAB.  L'angle  SAX 

sera  aigu,  par  exemple  \  et  l'angle  SA  Y  obtus.  D'ailleurs, 
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diaprés  un  théorème  de  Géométrie  élémentaire,  l'angle 

SAC  sera  plus  grand  que  Fangle  SAX  ;  donc,  dans  le 
développement,  le  point  C  viendra  quelque  part  en  Ci, 
S  et  C|  étant  de  part  et  d*autre  de  XY, 

L'angle  SAY  étant  obtus,  il  en  est  de  même  deTangle 

SBY,  qui  en  diffère  inGniment  peu.  L'angle  SBD  est 


plus  petit  qne  Tangle  SBY  5  donc,  dans  le  développe- 
ment, le  point  D  viendra  quelque  part  en  D|  ;  S  et  D| 
étant  du  même  côté  de  XY. 

On  voit  donc  que  AB,  qui,  à  la  limite,  coïncide  avec 
la  courbe  transformée,  traverse  cette  courbe.  Le  point  A 
est  donc  un  point  d'inflexion.  La  démonstration  est 
d'ailleurs  en  défaut,  si  la  génératrice  SA  est  perpendi- 
culaire au  plan  sécant. 

Autre  démonstration,  —  Considérons  un  cône  et, 
par  trois  génératrices  quelconques  de  ce  cône,  faisons 
passer  un  cône  de  révolution.  Si  les  trois  génératrices 
se  rapprochent  indéfiniment,  le  cône  donné  et  le  cône 
de  révolution  seront  osculateurs  le  long  de  la  généra* 
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irice  de  coutacl;   les  sections  dans  ces  cônes  par  uu 
même  plan  seront  également  osculatrices  au  point  qui 
correspond  à  ia  génératrice  de  contact,  et  il  en  sera  de 
même  pour  les  développements  de  ces  sections. 

On  est  donc  ramené  à  la  détermination  des  points 
d'inflexion  dans  le  développement  de  la  section  plane 
d'un  cône  de  révolution.  Si  Ton  désigne  par  p  et  co  les 
coordonnées  polaires  d'un  point  de  la  projection  hori- 
zontale d'une  courbe  tracée  sur  le  cône  de  révolution, 
et  par  pf  et  coi  les  coordonnées  polaires  du  point  qui  lui 
correspond  dans  le  développement,  on  a  les  formules 

to=-r— ïi»  p  =  p|Sin6, 

0  désignant  l'angle  au  sommet  du  cône. 

D'ailleurs,  la  section  plane  du  cône  se  projette  sur  le 
plan  horizontal  mené  par  le  sommet  suivant  une  co- 
nique qui  admet  pour  foyer  le  sommet  et  pour  direc- 
trice la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  horizontal. 
L'équation  de  cette  conique  est 

.  _         P 


1  —  e  coso) 


et  la  transformée  a  pour  équation 


pi  sinO  = 


i  —  e  C03 


sinO/ 


Texcentricité  e  est  égale  à  tangcp  tango,  9  désignant 
Tangle  au  sommet  du  cône  et  cp  l'inclinaison  du  plan 
sécant  sur  le  plan  horizontal.  Les  points  d'inflexion  de 
cette  courbe,  caractérisés  par  la  relation 


Vpi/      Pi 
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sont  donnés  par  Téquation 

tanff^ô  _       tango 


COSU)  = — 


e  tangcp 

D'autre  part,  on  trouve  aisément  pour  Téquation  du 
plan  tangent  au  point  (p,  co,  2), 

X  coscu  -hy  sin  0)  —  z  tangO  =  o, 

et,  pour  qu'il  soit  perpendiculaire  au  plan 

z  —  X  tangcp  =  o, 

mené  parle  sommet  du  cône  parallèlement  au  plan  sé- 
cant, il  faut  avoir 

tan&'ô 
COSO)  = —  — -— , 
tangcp 

ce  qui  est  bien  la  relation  précédente.  Le  théorème  est 
donc  démontré. 


LICENCE  ES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


SESSION  DE  JUILLET  1895.  —  COMPOSITIONS. 


Lyon. 

Epreuve  pratique.  —  Le  g  juillet  iSpS,  A  lo*'  temps 
moyen  =  17^  10"  18% 65  temps  sidéral  {méridien  de 
Paris) ^  la  Lune  aura  pour  coordonnées  équatoriales 
géocentriques  : 

Ascension  droite a=      2i**32™4o">49 

Déclinaison 8=  —  26°47'    8",  6 

Parallaxe  horizontale    t:=  54'  12",  6 

Calculer  la  position  apparente  de  cet  astre  (a'  ef  o') 
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pour  un  lieu  situé  à  la  surface  de  la  Terre  et  défini 
par  les  coordonnées  suis^antes  : 


9"  47%  58 
45°  3o'  io»,3 


Longitude  E.  de  Paris L  : 

Latitude  géocentrique ^'  : 

Log.  de  la  distance  au  centre 

rapportée  au  rayon  équatorial.  l.p  =  9,9992690 


En  introduisant  Tangle  horaire  t  et  la  distance  A,  et 


Ouest 


en  accentuant  les  symboles  relatifs  au  lieu  d'observa- 
tion A,  on  peut  écrire  immédiatement  : 


(0 


A'  cos  8'  cos  f  '  =  A  cos  8  cos  t 
A'cosS'sin  t'=  AcosSsin  t 
A'sin  8'  =  Asin  8 


—  pcoscp 


p  sincp 


A' 


Divisons  partout  par  A  ;  faisons  —  =y,  et  rappelons 
qu'en  prenant  pour  unité  le  rayon  équatorial,  on  a 


-■  =  sinir. 
A 
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Les  équations  (i)  deviennent 

I/cos8'cos<'=  cosS  cost  —  pcosç'sinit 
/cos  8'  sin  t'  =  cos 8  sin  / 
ysin  8'  =  sin  8  — psinçp'sîmc. 

Une  transformation  facile  donne  ensuite,  si  Ton  re- 
marque que  t' —  /  =  a  —  a'  : 

I/cos8'sin(a  —  «')=  pcosç'sinitsin/  =  J 

/cos8'cos(a  —  a')=  cos8  —  pcosîp'sinit  cosf  =  cos8  -+-  t) 
/sin  8'  =sin8  —  psin^'sinir  =  sin  8 -+-  Ç. 

On  sait  que  le  temps  sidéral  local  0  est  égal  au  temps 
sidéral  du  méridien  origine,  plus  la  longitude 

O  =  0o-+-L. 

On  a,  d'autre  part, 

<  =  0  —  a. 

Nous  pouvons  donc  résoudre  les  équations  (3), 
D'ordinaire,  on  demande  le  demi-diamètre  apparent  IK 
de  la  Lune  vue  du  lieu  A,  étant  connu  le  demi-diamètre 
apparent  D  rapporté  au  centre  de  la  Terre.  Comme  les 
diamètres  apparents  sont  en  raison  inverse  des  distances, 
on  a 

sinD'       A        I  .      ,       '   T\  ^ 

—. — p-  =--,  =  -,  d  ou  sinD  =  smD  ■>• 

sinD        A        /  / 

Il  suffit  de  prendre  D'=  y 

Nous  donnons  ci-dessous  le  Tableau  des  calculs.  On 
remarquera  que  nous  substituons  aux  caractéristiques 
négatives  leurs  valeurs  complémentaires,  et  que  nous 
mettons  seulement  6  décimales  aux  logarithmes  des 
produits  où  figure  sin  ir.  Le  signe  qui  précède  chaque 


(7'  ) 
logarithme  indique  par  convention  le  signe  du  nombre 
correspondant. 

00  17.10.18,65  /.coscp'  -4-9,845640 

L  9-47>58  Lp  h-9j  999^*^9 

6  17.20.  6,23  /.sinit  -1-8,197788 

a  21.32.40,49  /.sino'  -+-9,853263 

8  —  a  =z  t  19.47.26,74  l.s'mt  — 9,95o43o 

t  296°5r26',5i  /.pcoso'sinit  -1-8,042687 

L  —  cost  — 9,6544916 

/.  cos8  -+-9,9507046  /.sin8  —9,6538443 

/.Tj  —7,697603  /.Ç  — 8,o5o3io 

cosS  H-o,  8926981  sin8  — o,45o655i 

T^  —o  ,.004984  3  Ç  —0^0112282 

cosS-^T)  H-o, 8877138  sinS-HC  —o, 4618833 

/./cos8'cos(a  — a)  -h9, 9482730  /./sinS''  —9,6645323 

/.ces (a  — a')  -+-9î9999733  /.  cosS'  -H9, 9479^10 

/.$  =  /./cos  8'sin  (a  —  a)    —7,993117  /./cos8'  H-9, 948^997 

/.Ung(a  — a')  —8,044844  /.  tangS'  —9,7162326 

T  4,685593  S'  — 27*»29'i2'5 

liai -d'Y  —3,359251 

„        .  .-o«38'6',9  l\  9,9996813 


—  2»32',46  /,  D 

21.35.12,95  /.  D' 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1895.  —  COMPOSITIONS. 


Grenoble. 
-Analyse.  —  I.  Intégration  de  V équation 
^''  y>* -h  ç2  —  2px  —  y.qy  -{-  2 xy  =  o. 
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CC^  ~f~  1^^ 

Changeant  de  fonction  en  posant  Zi  =  z ^> 

avec  ps  =  -T^y  Çi  =  -r^y  l'équation  proposée  se  simplifie 
et  devient 

(2)  /?*-+- çî  —  2(a7  —  j^)«  =  o. 
Des  équations  de  Cauchy  on  déduit 

(3)  dpi-h  dqi  =  o, 
d'où 

(4)  />lH-S^l=«, 

a  étant  une  constante  arbitraire.  Â  l'aide  des  équations 
(2),  (4),  l'équation  clr{  =  p^  dx  +  q^  dy  devient 

drx=  -(dx-^  dy)  H — (dx  —  dy)  ^i(x — yY —  «*,> 

qui,  intégrée,  fournit,  pour  l'équation  proposée,  la  so- 
lution complète 

2  2  4         ^      ^  -^  ' 

i  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Remarque,  —  En  ne  changeant  pas  la  fonction  cher- 
chée, les  calculs  seraient  encore  très  simples.  Au  lieu 
de  (3),  on  aurait  dp  —  dx -\- dq  —  cf^  =  o,  d'où 
{p  —  x)'\'{q — j^)  =  a,  qui  conduirait  avec  (i)  à 
l'équation 

dr  =  {x  dx -\' y  dy) -\ — (dx-hdy) 

■+•  -(dx —  dy)^7.(x  —  yY~-  a*, 

laquelle  amène  à  la  solution  complète  déjà  obtenue. 
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IL  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  définie  par 

l'équation 

z  —  x'^  —  ^œ^y^-^-y'*. 

L'équation   diirérentielle  des    lignes    asymptotiques 
projetées  sur  xOy  est  alors 

(r)       {x^  —  y^)dx^--  \xy  dx  dy  —  {x^  —  y^)  dy^  ^  o, 

ou 

{xdx  —  y  dyY  =  {x  dy  -+-y  dx)^, 

d'où 

X  dx  —  y  dy  =dz(x  dy  -\- y  dx). 

Eu  intégrant,  on  a 

(2)  X^ — J'ïrrzh  9.ay  -h  ÛT, 

aélant  une  constante  arbitraire. 

Les  lignes  asymptotiques  projetées  sur  xOy  forment 
donc  deux  familles  d'hyperboles  équilatéres,  concen- 
triques, ayant,  dans  chaque  famille,  les  mêmes  asym- 
ptotes. En  outre,  les  deux  familles  de  courbes  sont  symé- 
triques par  rapport  à  Oj:  et  à  Oy  et  forment  deux 
systèmes  orthogonaux. 

Remarque.  —  L'équation  (i)  aurait  donné 

i^\  dy       x^y  dy  x-+-y 

dx       x-+-y  dx  X — y 

équations  homogènes  en  x,  y^  qu'on  intégrerait,  sui- 
vant la  règle,  en  posant  j^  =  Ix. 

Les  équations  (3)  sont  aussi  linéaires  en  x^  y  y  et  pour- 
raient encore  s'intégrer  par  difierentiation.  Mais  cette 
niarche  est  plus  longue  que  les  précédentes. 

Mécanique.  —  Etant  donnés  trois  axes  rectangu- 
laires fixes  OX,  OY,  OZ,  dont  le  dernier  OZ  est  ver- 
tical et  dirigé  en  sens  inverse  de  la  pesanteur,  on  con- 
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sidère  la  parabole  située  dans  le  plan  verfical  XZ  dont 
V équation  est  X-=  5î/>Z,  et  Von  suppose  (jumelle  tourne 
av^ec  une  vitesse  angulaire  constante  to  autour  de  OZ. 
Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  rester  sur  la 
parabole  sur  laquelle  il  peut  glisser  sans  frottement. 
On  demande  son  mouv^ement  relatifs  son  mouvement 
absolu  et  la  réaction  de  la  courbe. 

On  discutera  d'abord  les  circonstances  générales  du 
moui^ement,  puis  on  examinera  en  particulier  le  cas 
suivant  : 

Au  temps  t  =  o^  la  parabole  est  dans  le  plan  XZ^ 
le  point  est  placé  en  O  avec  une  vitesse  relative  v^ 
donnée  par  la  formule 

"0  = />  ^<"' -  J  . 

ce  qui  suppose  (ù  >  1/     '  On  demande,  dans  ce  cas,  la 

nature  de  la  projection  de  la  trajectoii^e  absolue  du 
point  sur  le  plan  horizontal  (g  est  l'intensité  de  la 
pesanteur). 

En  supposant,  comme  on  peut  le  faire,  la  masse  du 
point  égale  à  rnuité  et  la  rotation  co  de  sens  direct; 
appelant  x  ci  z  les  coordonnées  relatives  du  point;  X,  Y, 
Z  ses  coordonnées  absolues,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

on  peut  écrire  les  équations  du  nvojivement  relatif  sous 
la  forme  (i) 

(i)  {         o=— 2(0^-4-  Np, 
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etculles  (lu  inouvcineut  absolu  sous  la  foriiiv 

N  étant  la  réaction;  a,  p,  y  ses  cosinus  directeurs  par 
rapport  aux  axes  relatifs;  ai^  ^i,  v,  ses  cosinus  direc- 
teurs par  rapport  aux  axes  lixes. 

Des  premières,  on  déduit  immédiatement  l'intégrale 
des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif,  que  l'on  eût 
pu  écrire  directement  puisqu'on  sait  que  le  travail  de  la 
force  centrifuge  composée  est  nul  : 

I  H 5  1  -7TJ  y  on  voit  que  le  problème 

est  ramené  à  une  quadrature  elliptique 

Si  l'on  se  sert  des  é(|uations  (2),  il  suilit  de  remarquer 
que 

et  par  suite 

dt^    dx  "^   dit'   Ox  "^  \dti  '^^)ùi~  ^' 

Cette  équation  développée  fournit  immédiatement 
l'équation  différentielle  du  second  ordre,  qu'on  obtien- 
drait également  en  formant  Téquation  de  Lagrange,  re- 
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lative  à  la  variable  x  : 

Multipliant  par  -^  et  intégrant,  on  retrouve  l'équa- 
tion (3). 

.  X  étant  déterminée  en  fonction  du  temps,  les  équa- 
tions (i)  ou  (2)  donneront  la  grandeur  et  la  direction  de 
la  réaction  à  la  manière  ordinaire. 

L^équation  (3)  montre  immédiatement  que  le  mouve- 
ment relatif  se  poursuivra  indéfiniment,  au  moins  0 
partir  d'un  certain  moment,  sur  une  même  moitié  de  la 

parabole,  ou  sera  oscillatoire,  suivant  que  to^ — —  sera 

>>  o  OU  <  o.  Si  co^  —  -?  =  o,  Téquation  peut  être  inté- 
grée par  les  fonctions  élémentaires.  Si  en  même  temps 
la  vitesse  relative  initiale  est  nulle,  il  y  a  équilibre  i^e- 

latif.  Enfin,  dans  le  cas   particulier  indiqué,  on  voit 

fit* 
aisément  que  -^  demeure  constant;  la  projection  liori- 

zoulale  du  point  décrit  une  spirale  d'Ârcliimède. 

Quand  le  mouvement  est  oscillatoire,  en  appelant  x^ 
le  maximum  de  x  et  posant 

X  =/?  tangcp,        a^o  =  />  tangcpo, 
puis 

on  trouve  aisément,  avec  ï  =  o  pour  x  =  Xo, 


11 


V    P  ^"s^e       -^0  ' 

Si:ro<C/^,  on  peut  poser  a?o=/'sinOo,  ar=/;sin6o  sinfl, 


^    ' 
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Cl  l'on  obtient 

7C 


La  durée  T  d'une  oscillation  simple  est  donnée,  dans 
le  premier  cas,  par  la  formule 


-— w' =nz}  \-\ — •-sin'oo 

cosoo  (  '^   '^ 


[3.5...(2n  — i)*l  2n-M    .   ,„ 
2.4... 2W  —  2  J     4^^^ 

dans  le  second,  par  la  formule 

^  (_,)«-.  n-3...(.n-3)-|.^^^^ 
La.4«-.2/i— 2J4'^ 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  y  pour  un  lieu  donné, 
l azimut  du  coucher  d'une  étoile  de  déclinaison  con^ 
nue  et  la  durée  de  la  présence  de  cette  étoile  au-dessus 
de  l'horizon  du  lieu,  en  tenant  compte  de  la  réfraction. 

Données,  —  Latitude  du  lieu  {Grenoble)  : 

X  =  45°ii'23'; 

Déclinaison  de  l'étoile  (a  Ljre)  ; 

(D=38"4i'i6''; 

Réfraction  à  l'horizon  : 

6  =  33'47''; 

M  Position  de  l'éloile  au  moment  du  coucher  apparent, 

A  Azimut  de  M; 

^   Angle  horaire  absolu  de  M  ; 
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Dans  le   triangle  de  jinsition  PZM,  on  coniiait  les 
trois  cotés,  cl  l'on  doit  calculer  deux  des  angles. 


A 

■(,- 

l>)&in(p- 

-c) 

■-■- 

SI  11^ 

,i„(,-„ 

ï 

Mf- 

e)ri„(,,- 

-«) 

A=:i53-i4'58', 
»  =  i43"29'  8'8; 

enfin,  le  temps  clicrelié  T,  correspondant  à  une  rota- 
tion 2  <x  de  la  splièri^,  sera 


Analyse  et  Gëomètuie.  —  I.  Intégrer  l'équation 
aux  dérivées  partielles  qui  détermine  le  fadeur  inté- 
grant [JL  de  l'éqaalion 

{x^y  —  2ji)  rfa^  -j-  (yix  —  f.x')  dy  =  o. 

L'inlégralion  de  cette  équation,  facile  à  former,  rc- 
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vient  à  celle  du  syslème 


dx        __         dy         __  rfjjL 

irj^3 — 2  37^  "~  ly^  —  x^ y  ~~  9[Ji(a7* — y^) 


l'égalité  des  deux  premières  fractions  ramène  à  l'équa- 
tion donnée,  qui  s'intègre  soit  comme  équation  homo- 
gène, soit  en  divisant  par  x^y^^ 
Première  intégrale  de  (i) 

x^  y^    ~~ 

Égalant  la  troisième  fraction  à  une  combinaison  des 
deux  autres,  on  a 

intégrale  générale 

A      /  on^  -4-  v'  \ 

II.  Lieu  des  sommets  des  paraboles  qui  ont  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  une  courbe  plane  donnée  en 
un  point  donné  A. 

Rapportées  à  la  tangente  et  à  la  normale  en  A,  a  étant 
constant  et  \  variable,  les  paraboles  ont  pour  équation 

{x-\-  Xj^)2— 4aj  =  o, 
ou 

Sommet  : 

(072-1-^2)2—  ^ax^y  -\-  iay^-\-  4  «2^2  =  o. 
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Mécanique.  —  I.  Déterminer  les  positions  d^équi- 
libre  d'une  barre  très  mince j  pesante  et  homogène, 
dont  les  extrémités  A ,  B  sont  assujetties  à  rester  sur 
deux  droites  fixes  et  parfaitement  polies  :  l'une,  OX, 
horizontale ,  Vautre,  OY,  dirigée  dans  le  sens  de  la 
pesanteur.  Chaque  élément  de  la  barre  est  attiré  vers 
le  point  O  avec  une  intensité  proportionnelle  à  la  lon- 
gueur de  Vêlement  et  à  l'inverse  du  carré  de  sa  dis- 
tance au  point  O. 

Soient  AB  =  a  a,  BAO  =  0;  les  atlractions  ont  une 
résultante  passant  en  O  : 


___        Ç"^         (a-h  r)cosbdr         _  t^        _  y 

ar COS2  6)* 


formules  résultant  aussi  d'un  théorème  connu  sur  l'at- 
traction d'une  droite. 

Équations  de  l'équilibre  : 

asin'2  0  asinaO 

aN  sinO  -h(2Ni  —  P)cos6  =  o; 

(p  _  \ 
I  H )  tangO  —  i  =  o; 

^me  seule  racine  réelle  entre  o  et  i . 

II.  Un  point  M  noji  pesant^  de  masse  m,  est  assujetti 
à  rester  sur  la  surface  polie  d'un  cj'  lindre  de  révolution 
qui  tourne  avec  une  vitesse  constante  w  autour  d'un 
diamètre  AB,  supposé  fixe,  de  l'une  de  ses  sections 
droites  S  ;  il  est  attiré  vers  AB  par  une  force  perpen- 
diculaire à  cette  droite  et  égale  au  produit  de  mto^  par 
la  distance  du  point  M  à  AB.  Déterminer  le  mouve- 
ment du  point  sur  le  cylindre,  en  supposant  qu'à  l'in- 
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stant  initial  le  mobile  soit  en  A  avec  une  vitesse  égale 
à  wAB,  dirigée  tangentiellement  à  S. 

Axe  des  x  suivant  A6,  axe  des  z  suivant  l'axe  du 
cjlindre  ;  équations  du  mouvement  relatif  de  la  forme 

d^z  dy 

dt^  dt 

avec  les  données  initiales  et,  en  faisant  —  =  tango,  on 
trouve 

tang-0=  — : 7>         >3  = — Rlog 

N  =  4mw*Rcos26. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer^  à  o",i  près,  la  lon- 
gitude et  la  latitude  liéliocentriques  d'une  planète  : 

Inclinaison  de  V orbite  :  1 8**  24' 35",  2; 

Longitude  :  Q,iii°i5'3'i\i; 

Longitude  vraie  de  la  planète  dans  son  orbite  : 

342"3'28',7. 

Longitude  :  343*'3r46",3; 
Latitude  :  1 1"38' i8'',7. 
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I. 

Il  y  a  un  an,  j'eus  le  plaisir  d'annoncer  aux  lecteurs  des  A^oa- 
i^elles  Annales  l'apparition  de  la  première  Partie  de  TOuvrage 
de  M.  Méray;  et  je  disais  alors  :  «  Il  faut  bien  se  garder  de 
juger  ce  premier  Volume  isolement.  Chaque  Chapitre  est  une 
introduction  toute  prête  à  des  Chapitres  des  Volumes  sui- 
vants, ...  »  et  je  promettais  aux  lecteurs  de  nombreuses  sur- 
prises, des  méthodes  nouvelles,  à  la  fois  ingénieuses  et  pro- 
fondes. Je  suis  heureux  de  pouvoir  dire  de  suite  que  M.  Méray 
ne  m'a  pas  fait  mentir  et  que  le  nouveau  Volume  dépasse  même 
nos  espérances. 

Il  contient,  faite  au  point  de  vue  personnel  de  l'auteur,  une 
étude  monographique,  très  détaillée  parfois,  des  principales 
fonctions  d'une  seule  variable,  fonctions  dont  les  plus  simples 
sont  les  matériaux  usuels  des  calculs  courants  :  radicaux,  irra- 
tionnelles algébriques  (renfermées  ici  dans  le  cas  bien  plus 
vaste  où  il  s'agit  d'une  fonction  implicite  engendrée  par  la  ré- 
solution d'une  équation  olotrope  entre  elle  et  la  variable),  la 
fonction  logarithmique  et  l'exponentielle,  les  fonctions  circu- 
laires; enfîn,  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  et  dans  celle  des  fonctions  eulériennes. 

Fidèle  à  son  principe  fondamental  et  aussi  à  sa  promesse, 
M.  Méray  continue  à  faire  sortir  toutes  choses,  même  les  par- 
ticularités numériques,  de  la  considération  exclusive  des  séries 
entières  qui  lui  fournissent  parfois  les  ressources  les  plus  inat- 
tendues (Ch.  m,  IV,  V). 
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S'attachant  de  préférence  aux  idées  générales,  dédaignant 
les  expédients  et  les  artifices,  et  ne  se  souciant  que  d'assurer 
aux  raisonnements  une  rigueur  absolue,  il  apporte  à  Tappui 
de  chaque  fait  analytique  la  preuve  la  plus  propre  à  en  faire 
saisir  la  cause  et  pressentir  les  conséquences. 

Une  particularité  curieuse  que  je  signalerai  de  suite  est  Téli- 
mination,  consommée  définitivement  dans  ce  Volume,  des  con^ 
sidérations  de  Trigonométrie  géométrique  avec  le  secours 
desquelles  on  traite,  d'ordinaire,  d'abord  les  fonctions  circn^ 
laires,  puis  l'exponentielle  imaginaire  et,  à  leur  suite,  l'équa- 
tion binôme. 

S'ils  peuvent  choquer  des  habitudes  invétérées,  le  plan  et 
les  procédés  de  M.  Méray  lui  ont  permis  de  montrer  que  la 
seule  conception  du  nombre  entier  abstrait  suffit  à  toute 
l'Analyse,  qu'en  dépit  de  leur  variété  infinie,  les  vérités  analy- 
tiques qui  offrent  un  caractère  normal,  d'une  utilité  certaine, 
ne  sont,  au  fond,  que  de  simples  propriétés  des  séries  en- 
tières. 

II. 

Entrons  maintenant  dans  quelques  détails  sur  les  treize 
Chapitres  dont  le  Volume  se  compose.  Le  premier  Chapitre 
contient  l'extension  des  propriétés  fondamentales  des  poly* 
nomes  entiers  à  des  fonctions  olotropes  quelconques.  J'y  «i- 
g[nalerai,  tout  particulièrement,  une  démonstration  du  théo*- 
rème  de  d'Alembert  qui,  non  seulement  établit  l'existence  des 
racines  d'une  équation  entière,  mais  encore  fournit  Ipso  facto 
pour  elles  un  procédé  de  calcul  effectif.  Elle  avait  déjà  paru 
dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1891,  mais 
précédée  de  certains  préliminaires  qui,  ici,  se  trouvent  à  leur 
place,  ailleurs.  A  la  suite,  l'étude  de  la  variation  des  fonctions 
d'une  variable  réelle  par  les  dérivées. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  la  définition  et  à  l'étude 
des  propriétés  générales  des  fonctions  méromorphes,  c'est- 
à-dire  de  celles  qui  sont  aux  fonctions  olotropes  ce  que  les 
fractions  rationnelles  sont  aux  polynômes  entiers. 

Gomme  aucune  question  de  principe  ne  se  trouve  engagée 
ici,  M.  Méray  abandonne  une  terminologie  qu'il  avait  employée 
autrefois,  pour  se  rallier  à  l'expression  proposée  plus  tard  par 
Brtot  et  Bouquet;  en  cela,  tout  au  moins,  il  ne  montre  pas 
nniransigeance   qui   lui   a   été  imputée  quelquefois.  Dans  un 
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paragraphe  spécial,  on  trouve  la  discussion  des  expressions  se 

présentant  sous  les  formes  indéterminées  —  y  co,  —  oo,    . . . , 

c'est-à-dire,  d'après  l'auteur,  de  certaines  fonctions  composées 
entrant  dans  des  phases  singulières.  Vient  enfin  une  exposition 
très  complète  des  principes  du  Calcul  des  résidus.  Depuis 
longtemps  déjà  on  ne  parle  plus  guère  que  de  la  relation  si 
connue  existant  entre  l'intégrale  définie  et  le  résidu  intégral 
d'une  fonction  méromorphe,  pris  sur  un  contour  fermé. 
M.  Méray  dit  lui-même  :  «  Le  Calcul  des  résidus  n'a  pas  l'im- 
portance de  ces  théories  qui  dominent  les  vastes  parties  de 
l'Analyse  »  ;  mais  en  ajoutant  aussitôt  :  «  il  a  fourni  quelques 
formules  d'une  rare  élégance  »,  il  légitime  la  place  qu'il  lui  a 
faite,  peut-être  un  peu  par  respect  pour  Gauchy,  son 
maître. 

III. 

J'arrive,  maintenant,  au  Chapitre  111,  la  Fonction  radicale 
simple,  qui,  je  m'empresse  de  le  dire,  est  un  petit  chef- 
d'œuvre.  A  lui  seul,  tant  je  le  trouve  instructif,  je  voudrais 
pouvoir  consacrer  toute  cette  analyse;  mais,  hélas  !  il  faut  sa- 
voir se  limiter.  Il  débute  par  la  règle  de  convergence  de  Gauss 
exposée  magistralement  sous  une  forme  plus  générale,  et  ce- 
pendant plus  simple,  qui  devrait  lui  valoir  droit  de  cité  dans 
l'enseignement  :  Pour  une  série  dont  le  terme  général  Un 

reste  réel  et  positif  et  oà  le  rapport     ""^*  est  une  fonction 

Un, 

de  —  j  olotrope  e/i  —  =  o,  se  développant  en 


(i)'"--' 


il  y  a  convergence  quand  gi  est  <—  i,  divergence  quand 

M.   Méray  nomme  fonction  radicale  simple  la  fonction 
implicite  u  de  a?  définie  par  l'équation  rationnelle  binôme 

um  —  ^rt  -_  o^ 

la  plus  simple  de  toutes,  évidemment.  La  théorie  générale, 
depuis  longtemps  exposée  dans  le  premier  Volume,  en  fournit 
immédiatement  le  développement  exécuté  à  partir  des  valeurs 
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initiales  a?  =  rr/,  m  =  Ui  : 

Ui   X Xi 

U—  Ui  —  [X '■  -h . . . 

Xi  i 

/  \  /  r  ^^^i    (X  —  Xi)^ 

X  f  **  • 

où  l'on  a   posé  jx  =  —.  A  cette  série  /(fx,  a?)  est  aussitôt 

substituée  la  pseudo-fonction  ^([ly  x)  qui  n'est  autre  chose 
que  la  fonction  précédente  construite  avec  les  valeurs  initiales 
particulières  â?  =  i,  I^  =  i.  Il  ne  reste  plus  qu'à  étudier  cette 
série  en  elle-même,  abstraction  faite  de  son  origine,  et  alors 
on  voit  immédiatement  qu'on  est  conduit  à  la  définition  géné- 
rale de  la  fonction  xV-  pour  toutes  les  valeurs  de  [i,  même 
imaginaires.  Le  procédé  qu'on  emploie  d'ordinaire  consiste  à 

poser,  ex  abrupto, 

xV-  =  e^f-f^^^  ; 

mais,  tout  de  suite,  on  sent  ce  qu'il  comporte  d'artificiel.  Ne 
parait-il  pas  peu  logique  de  passer  par  deux  transcendantes, 
l'exponentielle  et  le  logarithme,  pour  définir,  d'une  façon  gé- 
nérale, la  fonction  si  simple  xV-  !  Nous  devons  savoir  gré  à  l'au- 
teur de  nous  avoir  fait  enfin  descendre  à  des  considérations 
analytiques^  débarrassées  de  toute  transcendante,  et  plus  d'un 
professeur  regrettera  que  le  temps  trop  limité  dont  il  dispose 
ne  lui  permette  pas  de  suivre  cette  autre  marche  si  naturelle 
et  au  fond  si  simple. 

L'étude  de  la  fonction  <K(x,  a?),  faite  directement  sur  la  série 
6t  ses  prolongements  successifs,  conduit  à  la  connaissance  de 
toutes  ses  propriétés  caractéristiques,  extensions  de  celles  des 
puissances  proprement  dites.  On  a  même  du  coup  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  suivant  les  puissances  du  paramètre  {x. 
Ensuite,  on  arrive  tout  naturellement  aux  déterminations  mul- 
tiples de  ^{[L,x)  au  bout  des  chemins  non  équivalents  par 
lesquels  x  peut  atteindre  une  même  valeur  donnée,  c'est-à-dire 
de  ceux  que  sépare  l'origine,  seul  point  où  la  fonction  entre 
dans  une  phase  critique.  En  a?  =  X,  ces  déterminations  11^=*=*^ 
sont  liées  à  l'une  d'entre  elles  U,  choisie  arbitrairement,  par 
la  formule 

OÙ  *  désigne  un  facteur  ne  dépendant  que  de  jx. 


Ici  se  présentait  une  certaine  difficulté.  Dans  les  qucstioai 
«le  pure  Alf^èbrc,  M.  Méray   pousse  l'horreur  des  transcea- 
dantes,  ou  plutôt  son  souci  d'établir  entrt  toutes  choses  ose 
filiation  étroite  et  naturelle,  jusqu'à  bannir  la  Trigonométrie  ] 
élémentaire.  Il   ne  nous  a  jamais   parlé  de  l'argument  d'uoe  ' 
imaginaire,  et  il  ne  nous  en  parlera  pas  avant  d'avoir  étudié 
la  transcendante  logarithmique  en  son  lieu  et  place.  Gepea- 
dant,  l'étude  complète  de  <j/((i,  2*)et  du  multiplicateur  con- 
nexe <t*({JL)  exige  des  connaissances  cquixalentes  à  celle  de  1> 
manière  dont  varie  avec  [x  ce  que  nous  appelons  Varf^ume9^ 
de  cette  dernière  quantité.  Il  tourne  bien  simplement  la  diffî* 
culte,  en   substituant  à  la  notion  de  Var^umeni  celle  de  ï* 
pente  d'une  imaginaire. 

La  pente  d'une  imaginaire  a  -h  ùî{a^Oj  b^o)  est  le  quo- 
tient —  ou  nous  verrions  la  tangente  trigonométrique  de  l'ar- 
gument. On  conçoit  aisément  que  ce  nouvel  élément  puisse 
remplacer  l'argument,  et  M.  Méray  réussit  ainsi  à  nous  donnée 
une  idée  très  nette  et  très  complète  de  sa  fonction  ^{[l,  a?)- 
Il  établit  directement,  d'une  façon  tout  à  fait  élégante,  les  pro« 
priétés  du  multiplicateur  4>(r/)  qu'il  discute  facilement,  puis 
il  arrive  naturellement  à  la  résolution  numérique  de  l'équation 
binôme.  Pour  la  racine  m"'""  de  l'unité,  on  trouve,  en  particu- 
lier, les  valeurs 

*(o)=..         i.(i^),  *(^).  ....  *(^)- 

La  discussion  des  phases  critiques  d'une  fonction  impli- 
cite u  de  rr,  définie  par  la  relation 

/(x,  u)=  o, 

où  f(Xj  u)  est  une  fonction  olotrope,  fait  l'objet  du  Cha- 
pitre IV.  C'est  la  généralisation,  opérée  par  des  procédés  nou- 
veaux, de  l'étude  de  l'irrationnelle  algébrique  au  voisinage  des 
points  critiques  Xq,  Uq  en  lesquels  on  a 

-/(x,u)  =  o, 

question  dont  la  solution,  d'un  inlércl  si  capital,  a  illustré  le 
nom  do  Puiscux.   IVl.  Méray  établit   encore  rexislonce  de  ces 
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fonctions  implicites,  dans  les  circonstances  exceptionnelles  où 
l'on  se  trouve  placé,  par  des  développements  en  séries  entières 
exécutés  toujours  directement;  mais  il  lui  a  fallu  imaginer 
des  moyens  particuliers  imitant  les  procédés  lumineux  de  la 
théorie  courante  des  équations  algébriques  et  remettant  en 
jeu  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Il  recherche 
d'abord  les  racines  olotropes  (tendant  vers  Wq  en  même  temps 
que  X  vers  a:©)  et  il  ramène  ensuite  la  recherche  des  racines 
non  olotropes  à  la  précédente,  en  montrant  qu'on  peut  tou- 
jours assigner  un  exposant  entier  n  tel  que  l'équation 

oiTre,  en  ^  =  o,  a  =  z^o»  des  rapines  fonctions  olotropes  de  t, 

1 
Il  suffit  alors  de  faire  la  substitution  inverse  t=(x  —  ^o)"» 
pour  obtenir  des  développements  spéciaux  propres  aux  racines 
non  olotropes.  La  méthode  de  calcul  pratique  ne  difTère  pas 
de  celle  de  Puiseux,  consistant  à  former  le  contour  polygonal 
qui  enveloppe  les  jalons^  c'est-à-dire  les  points  par  lesquels 
on  a  représenté  graphiquement  les  paires  d'exposants  des 
divers  termes  effectifs  du  développement  de  /{x,  u).  Ici,  je 
reprocherai  à  M.  Méray  de  ne  pas  avoir  appuyé  ses  explica- 
tions par  une  figure,  et  surtout  de  ne  pas  les  avoir  illustrées 
par  un  exemple  numérique  dans  l'étude  duquel  les  lecteurs 
novices  auraient  trouvé  un  grand  secours  ;  l'espace,  sans 
doute,  lui  aura  manqué  ici  comme  ailleurs. 

Toute  cette  partie  de  l'Ouvrage  est  certainement  celle  qui  a 
dû  coûter  le  plus  d'efforts  à  l'auteur,  celle  qu'il  a  dû  polir  et 
remettre  sur  le  métier  le  plus  souvent.  C'est  aussi  celle  où  se 
mettent  le  mieux  en  lumière  ses  grandes  qualités  de  logicien 
et  de  mathématicien  consommé. 

IV. 

Au  Chapitre  V  on  aborde  l'étude  des  transcendantes  clas- 
siques. Pour  M.  Méray,  «  toutes  les  transcendantes  peuvent 
être  considérées  comme  des  résultats  prochains  ou  éloignés 
d'intégrations  exécutées  sur  des  expressions  de  nature  aupara- 
vant connue  »;  en  conséquence,  il  les  définit  par  de  telles  in- 
tégrations, par  l'inversion  des  fonctions  ainsi  obtenues,  etc. 
Cette   méthode,  qui   est  bien  souvent  la  méthode   historique, 
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est  celle  aussi  qui,  dès  Tabord,  fait  le  mieux  concevoir  la  por- 
tée et  l'utilité  de  pareilles  conceptions. 

La  fonction  l{x)  et  son  inverse  e^  sont  définies  simplement 
par  Tintégrale 

/(-)=r- 

et  par  Téquation  différentielle 

du 

5^  =  "' 

inverse  de  la  relation  précédente.  De  là,  par  la  seule  applica- 
tion des  principes  généraux,  découlent  immédiatement  les  dé- 
veloppements et  toutes  les  propriétés  spécifiques  de  ces  fonc- 
tions. Je  note,  en  passant,  une  expression  nouvelle  qui  me 
paraît  heureuse  :  par  le  mot  augment,  M.  Méray  désigne  ce 
que  nous  appelons  d'ordinaire  la  période  du  logarithme,  lais— 
sant  ainsi  à  ce  dernier  le  sens  naturel  qui  lui  est  attaché  dans 
la  théorie  des  fonctions  périodiques.  M.  Méray  rattache  aux 
intégrations  génératrices  du  logarithme,  et  à  l'existence  de  son 
augment,  le  théorème  de  Cauchy  établissant  la  relation  si 
connue  entre  les  intégrales  définies  et  les  résidus.  Il  en  rap- 
proche également  son  autre  fameux  théorème  sur  le  nombre 
des  racines  offertes  par  une  équation  à  l'intérieur  d'un  con- 
tour fermé  ;  on  sait  que  celui  de  d'Alembert  peut  être  considéré 
comme  un  corollaire  de  ce  dernier.  M.  Méray  ne  paraît  repro- 
duire cette  remarque  qu'à  regret.  Il  n'aime  effectivement  que 
les  grandes  routes  bien  droites,  évitant  les  petits  sentiers  qui 
mènent  quelquefois  plus  vite  au  but,  mais  sans  laisser  bien 
apercevoir  où  l'on  va  ni  par  où  l'on  a  passé. 

Le  Chapitre  VI  traite  des  fonctions  circulaires. 

Contrairement  à  nos  habitudes,  l'auteur  commence  par 
l'étude  des  fonctions  tangrr,  cota?,  arc  tanga?,  arc  cota?,  définies 
par  des  intégrations  de  fractions  rationnelles 


tanga?  =  / 


.»• 


dx 

arctanga7=  I     , 

J^     X   -\-\ 


Son  point  de  vue  spécial  aurait  pu  lui  faire  placer  cette 
étude  aussi  bien  dans  le  Chapitre  précédent,  pour  y  rassem- 
bler tout  ce  qui  concerne  l'intégration  des  différentielles  ra- 
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tionnelles.  Mais  il  aura  préféré  n'embarrasser  d'aucun  acces- 
soire sa  théorie  du  logarithme  et  de  Texponentielle,  et  laisser, 
avec  les  fonctions  circulaires,  tout  ce  qui  en  porte  le  nom  et 
en  a  l'importance  dans  les  applications. 

La  réduction  de  l'intégrale  ultra-elliptique  la'plus  générale, 


yF[a?,  ^^{x)\dx, 


aux  types  des  trois  espèces  précède  l'étude  des  fonctions  sina? 
et  cosn?.   Gomme  on   voit,  de  suite,  que  les  deux  cas  où  le 
degré  k  du  polynôme  cp(a?)  est  =  in —  i  ou  =  a/i  se  ramènent 
toujours  l'un  à   l'autre,  celui  où  A:  =  2  (fonctions  circulaires) 
se  réduit  à  celui  où  A:  =  i  ;  ce  dernier  conduisant  à  une  diffé- 
rentielle rationnelle,  par  une  substitution  évidente,  on  aper- 
çoit, en  somme,  que  les  intégrales  circulaires  sont  exprimable» 
au  moyen  des  fonctions  rationnelles,  radicales  et  logarithmi- 
ques, et  que  leur  étude  revient  aussi  à  celle  de  fonctions  con- 
nues. 

Le  sujet  principal  du  Chapitre  VII  est  le  développement 
des  fonctions  circulaires,  des  fonctions  unipériodiques  polari- 
sées, pour  parler  plus  exactement,  en  séries  de  fractions  sim- 
ples, puis  en  produits  infinis.  La  méthode  qui  fournit  les 
développements  du  premier  genre  est,  sauf  la  complication 
résultant  de  la  présence  de  séries  de  fractions  simples  au  lieu 
^t  sommes  dé  pareilles  fractions,  identique  à  celle  qui,  dans 
le  Chapitre  11^  avait  procuré  une  décomposition  analogue  pour 
une  fraction  rationnelle  quelconque.  Une  intégration,  suivie 
^'un  passage  des  logarithmes  aux  nombres,  conduit  ensuite 
aux  produits  infinis.  Le  premier  paragraphe  mérite  une  men- 
tion toute  spéciale.  Le  plan  servant  à  la  notation  graphique 
de  la  variable  a?,  d'une  fonction  unipériodique,  peut  être  dé- 
coupé en  bandes  égales,  à  bords  rectilignes  tous  parallèles, 
dans  une  seule  desquelles  il  suffit  d'étudier  la  fonction.  Une 
direction  polaire  conduit  à  l'infini,  parallèlement  au  bord  des 
bandes;  elle  est  boréale  ou  australe  suivant  qu'on  s'éloigne 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  La  fonction  est  alors  dite  pola- 
risée si  elle  a  des  limites  m  -h,  m  —  (ou  bien  est  infinie)  quand 
^s'éloigne  indéfiniment  dans  les  directions  polaires,  boréales 
et  australes,  respectivement.  Les  fonctions  pourvues  de  ce  ca- 
ractère jouissent  de  propriétés  tout  à  fait  semblables  à  celles 
te  fonctions  bipériodiques,  et  leur  étude  est  la  meilleure  prc- 
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paration  à  celle  de  ces  dernières.  La  recherche  des  développe- 
ments en  question  conduit  aux  fonctions 


m  = — k 

et 


=  xe 


qui,  toutes,  sont  unipériodiques  et  polarisées.  Enfin,  on  trouve, 
presque  immédiatement, 

cota:  =  5i(a7,  n),     :ï-7- =  5j(a?,  O),     ...,     sina?  =  o(a?,  D), 

sin  uc/ 


Un  dernier  paragraphe  de  deux  pages  fait  connaître  le  ré- 
sultat très  intéressant  de  l'intégration  d*une  fonction  unipé- 
riodique  polarisée  quelconque. 

V. 

Une  théorie  sommaire  des  fonctions  elliptiques,  élargie 
bientôt  ^jusqu'à  embrasser  toutes  les  fonctions  bipériodiques 
méromorphes,  forme  la  matière  des  Chapitres  VIII  à  XII. 
Pour  point  de  départ,  M.  Méray  reprend  Tintégrale 


"/; 


du    •> 


ou  <p(a)  est  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré 
en  u.  L'inversion,  faite  ici  d^une  manière  tout  à  fait  rigou- 
reuse, fournit  une  fonction  de  rr,  indéfiniment  méromorphe, 
que  l'auteur  désigne  par  E(rr)  lorsque  le  degré  de  ^(u)  est  4» 
par  E«(a?)  lorsqu'il  est  3.  Ces  fonctions  sont  bipériodiques,  et 
je  signale  tout  spécialement  l'élégante  démonstration  du  fait 
que  le  rapport  des  périodes  est  imaginaire,  c'est-à-dire  qu'il  y 
a  effectivement  deux  périodes. 

L'équation  en  x 

E(ar)=  u 
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<ies  racines  distinctes  dans  chaque  parallélogramme  élémen- 
i^îre  ,  sauf  le  cas  où  u  a  Tune  des  quatre  valeurs  a,  b,  c,  dy 
jciï**5S  de  l'équation  cp  (m)  =  o,  cas  où  les  deux  racines  sont 
^Qtifondues.  Ces  quatre  quantités  a,  b,  c,  rf,  qui  jouent  un 
ly^i-and  rôle  dans  la  théorie,  sont  ce  que  Tauteur  appelle  les  va- 
\curs  cardinales  de  E(x)  [pour  E«(a7),  l'une  d'elles  peut  être 
^oo^îdérée  comme  étant  infinie]. 

1.' existence  de  fonctions  bipériodiques  méromorphes  ayant 
été  ainsi  établie,  M.  Méray  étudie  leurs  propriétés  générales 
rattachées  à  l'hypothèse  de  la  double  périodicité.  Pour  arriver 
à  la  notion  capitale  de.Vordre  d'une  fonction  bipériodique,  il 
ne  passe  pas  par  la  considération  des  infinis,  des  résidus,  etc.; 
il  montre  simplement,  en  s'appuyant  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions implicites,   que    toute  variation   de  la  quantité  u  dans 
l'équation 

laisse  invariable  la  somme  des  degrés  de  multiplicité  des  ra- 
cines X  qui  sont  contenues  dans  le  parallélogramme  des  pé- 
riodes. L'emploi  de  ces  moyens  si  simples  le  conduit  même  au 
célèbre  théorème  de  M.  Hermite  formulant  la  nullité  de  la 
somme  des  résidus,  proposition  qu'on  avait  toujours  ratta- 
chée à  la  considération  d'une  intégrale  définie. 

Dans  un  Chapitre  spécial  sont  traitées,  pour  les  fonctions 
bipériodiques,  et  cela  par  une  méthode  absolument  identique, 
les  questions  résolues  au  Chapitre  Vil  pour  les  fonctions  uni- 
périodiques  polarisées.  Ici,  les  éléments  simples  faisant  peu- 
plant aux  fonctions  ^/(a:)  sont  les  fonctions 


S/(a7)  =  lim  >    V -., 


00    00 


sommes  de  séries  de  fractions  simples  qu«druplement  infinies. 
Pour  i>  2,  ces  fonctions  sont  parfaitement  définies;  mais^ 
pour  t  =  I  ou  =2,  la  limite  de  la  somme  dépend  du  mode  de 
sommation.  En  particulier,  on  obtient  ainsi  une  infinité  de 
fonctions  Si (ic).  Le  rôle  de  la  fonction  o{x)  du  Chapitre  VJI 
est  joué  ici  par  une  infinité  de  fonctions  0{x)  liées  chacune  à 
une  fonction  Ei(ar)  par  la  même  relation 

0{x)  =  xe    j        Si(.r) \  dx. 
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Parmi  les  fonctions  Si(â7),  0(^7),  se  trouvent  les  fonctions 
(Ih^^(x),  ^^^0{x)y  qui  admettent  la  période  II  sans  être  pO" 
larisées,  ni  bipériodiques.  Au  fond,  la  dernière  n'est  autre 
chose  que  la  fonction  61  (â?)  de  Briot  et  Bouquet. 

Après  ces  généralités,  M.  Méray  passe  aux  points  saillants 
de  la  théorie  des  fonctions  bipériodiques  du  second  ordre,  les- 
quelles ne  diffèrent  pas  des  fonctions  E{x)  et  E«(a7).  Dans  sa 
démonstration  de  la  formule  générale  d'addition,  il  fait  jouer 
un  rôle  important  et  intéressant  à  Tirréductibilité  de  l'équa- 
tion différentielle.  Puis  il  expose  une  simple  ébauche  du  pro- 
blème de  la  transformation  pour  s'attacher  seulement  au  cas 
où  il  la  dit  primaire.  Une  transformation  est  primaire  lorsque 
les  deux  fonctions  f{x)  et  f\{x)  sont  liées  homographique- 
ment.  On  voit  facilement  qu'on  doit  avoir  alors 

/,(rr)=/(rr  +  r), 

n  çt  Ti  -4-  û 

r  ayant  une  des  quatre  valeurs  O,  —  j  -  »  9  et  II,  Û  dé- 

signant  les  périodes  élémentaires  communes  aux  deux  fonc- 
tions. Ceci  conduit  à  deux  relations  importantes,  Tune  et 
l'autre  de  la  forme 

où  les  constantes  a,  p,  y  sont  données  en  fonction  des  valeurs 
cardinales  a,  5,  0,  d  par  les  équations  linéaires 

a6a-4-(r*-f-6)p-+-Y  =0, 
c<ia  4- (  c -i- û?)  p -V- Y  =  o. 

C'est  en  cherchant  ensuite  les  fonctions  du  second  ordre, 
pour  lesquelles  la  transformation  primafre  relative  à  H  prend 
la  forme  de  simplicité  maxima 


/(^)+/(^-t-^)=o» 


que  M.  Méray  arrive  enfin  à  la  fonction  elliptique  canonique 
de  Jacobi  X(a:)  ou  sn(rF),  puis  à  cn(a7),  dn(a7),  tn(a?),  dont 
les  propriétés  particulières  ne  sont  plus  que  des  corollaires 
faciles  de  la  théorie  générale. 

Je  suis  forcé  d'exprimer  encore  un  regret,  celui  que  M.  Méray 
n'ait  pas  songé  à  parler  aussi  des   fonctions  canoniques  de 
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M.  Weierslrass.  On  tend  de  plus  en  plus  à  substituer  à  celles 
de  Jacobi  ces  dernières,  qui  sont  beaucoup  plus  commodes,  et 
tous  les  Traités  récents  sur  les  fonctions  elliptiques,  ceux  en 
particulier  de  MM.  de  Sparre,  Halphen,  Tannery  et  Molk,  pro- 
cèdent presque  exclusivement  ainsi.  Il  semble  donc  que,  dans 
un  livre  de  l'importance  de  celui  dont  je  parle,  il  eût  été  bon, 
ne  fût-ce  qu'à  titre  de  renseignement,  de  faire  connaître,  au 
moins  à  grands  traits,  des  notations  dont  l'usage  est  en  passe 
de  devenir  courant.  Mais  je  compte  peut-être  encore  une  fois 
sans  l'exiguïté  de  l'espace  dont  M.  Méray  pouvait  disposer. 

Le  Chapitre  XIII,  le  dernier  du  Volume,  contient  un  pvécis 
très  condensé  de  la  théorie  des  fonctions  B(/7,  q)  et  T{p)  où 
l'on  retrouve  les  soins  et  la  méthode  facile  auxquels  l'auteur 
nous  a  habitués. 

Cet  examen  rapide  montre  que  cette  deuxième  Partie  de 
l'œuvre  de  M.  Méray  ne  le  cède  en  rien  à  la  première.  Il  me 
semble  fâcheux  que  toutes  deux  n'aient  pas  été  publiées  en 
même  temps,  car  celle-ci  aurait  beaucoup  gagné  à  être  illus- 
trée et  expliquée  par  celle-là.  En  lisant  le  Volume  récent,  j'ai 
dû  revenir  souvent  au  premier,  et  alors  seulement  j'ai  senti 
l'importance  de  certains  détails,  que  leur  utilité  dans  le  second 
peut  seule  rendre  tout  à  fait  visible. 

Je  termine  en  conseillant  plus  vivement  encore  la  lecture 
des  Leçons^de  M.  Méray  à  tous  ceux  que  les  Mathématiques 
intéressent;  elles  contiennent  des  aperçus  originaux,  d'une 
grande  hauteur  et  d'une  grande  netteté,  sur  toutes  les  ques* 
tions  vitales  de  l'Analyse  générale  et  je  ne  connais  que  fort 
peu  d'ouvrages  qui  soient  aussi  bien  ordonnés,  aussi  logiques, 
aussi  abondamment  nourris  de  grandes  et  belles  conceptions. 

C.   BOURLET. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  i406. 

(  188S,  p.  336. ) 


(  188S,  p.  336. ) 

^»    1,6  sont-Ils  les  seuls  nombres  triangulaires  dont  les 
^^rrés  soient  triangulaires  ?  (  Lionnet.  } 
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SOLUTION 

Par  M.  n.  Brocard. 

Le  problème  revient  à  la  résolution  en  nombres  entiers  de 
l'équation  indéterminée 

^'>  4 " ~^ ' 

ou 

•2^*-f-  ly  —  a:2(x  -4-  i)2  =  o. 
On  en  tire 

I  ±  */n-  îia:*(  ^  H-  I  )2 

V  = > 

^  2 

et,   en  posant  x{x-h  i)  =  i',  la  question  est  ramenée  à  la  réso- 
lution de  l'équation  bien  connue 

i-4-2P'=M*        ou         m' — ap*  =  i. 

Celle-ci  admet  pour  solutions  les  valeurs 

ï^=i,  3,  17,  99,  577,  3363,  19601,  114243,   ..., 
p  =  o,  2,  12,  70,  4o8,  2378,  i386o,     80782,   

dont  la  loi  de  récurrence  est  donnée  par  les  formules 

W/t-Hl  =  6M,t —  Un— il 
t'/n-l  =6p„  —  Vn-\' 

Voir,  au  sujet  des  équations  a* — 2i;*  =  ±i,  par  exemple  : 
N.  A.,  quest.  953,  A.  Laisant,  solution  par  Moret-Blanc,  1872, 
p.  173  ;  quest.  1338,  Lionnet,  1881,  p.  373  ;  iV.  C,  1878, 
p.  166-167  ;  quest.  233,  Ph.  Breton,  solutions,  1877,  P-  ^94» 
et  1879,  p.  285,  E.  Catalan  ;  quest.  89,  Ed.  Lucas  ;  /.  E.,  1884, 
p.  15-19,  G.  de  Longchamps  ;  Mathesis,  quest.  282,  de  Roc- 
quigny,  1886,  p.  162  ;  /.  6\,  quest.  360,  E.  Lemoine,  solution, 
1893,  p.  23,  E.  Catalan;  quest.  87,  S.  Realis,  solution,  1898, 
p.  117-120,  H.  Brocard,  et  p.  139-140,  Boutin  ;  /.  E.,  1894, 
exerc.  323,  Boutin,  etc. 

Les  valeurs  de  u  ont  une  corrélation  assez  curieuse  avec 
celles  de  x  dans  l'équation 

(2)  372— 272  =  — 1. 
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En  effet,  on  a  vu  {loc.  cit.,  J,  S.j  1893,  p.  118)  que  les  va- 
leurs de  â?  ont  pour  expressions 

1,  7,  41,  239,  1393,  8119,  473ai,    ..., 

avec  la  condition 

Si  on  les  additionne  successivement  à  partir  de  la  première, 

on  aura 

I,  8,  49»  288,  1681,  9800,   ..., 

sur  lesquelles  on  reconnaît,  alternativement,  des  nombres  carrés 
et  des  nombres  de  la  forme  K' —  i.  Or,  précisément,  on  trouve 

ainsi 

8  =  3* — I,         288  =  17' — I,        9800  =  99* — I,         ..., 

c'est-à-dire  les  nombres  3,  17,  99,  . . .  représentant  les  valeurs 
de  u.  Ainsi,  ces  dernières  sont  alternativement  de  la  forme 
^'— I,  /*-4-i.  Si  on  les  sépare  en  deux  groupes,  on  a  égale- 
ment entre  les  valeurs  successives  de  k  ou  de  /  la  relation  de 

récurrence 

comme  on  pourra  le  vérifier  sur  les  séries 

k 2,  10,  58,  338,  1970,  11482,  ... 

et 

l o,    47^4)  140,    816,    4y56,  .... 

*  Toutes  ces  relations  ont  ici  leur  utilité,  parce  qu'elles  faci- 
litent les  vérifications  et  qu'elles  dispensent  de  passer  par  la 
formation  des  carrés  v^  et  l'extraction  de  la  racine  carrée  des 
nombres  2  <^*  -H  i . 
L'équation  (i)  est,  en  réalité,  de  la  forme 

2       "^  ' 

ce  qui  revient  à  dire  qu'il  faudrait,  au  préalable,  chercher 
'€s  nombres  qui  sont  à  la  fois  triangulaires  et  carrés,  question 
"fijà  ancienne,  car  elle  est  traitée,  avec  beaucoup  d'autres  ana- 

^^^ues,  dans  V Algèbre  d'Euler  (A^.  C,  1877,  p.  194,  remarque 

^eS.  Realis). 
Or,    BOUS  avons,  dans  ce  qui  précède,  les  éléments  de  la  so- 

"^'On    de  cette  question,  car  les  nombres  à  la  fois  triangulaires 
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et  carrés  ont  pour  expressions 

I,  36,  1225,  ii6i6y  . . ., 
carrés  de 

I,  6,  35,  2o4,  II 89,  6g3o,  40^91}  •••} 

c'est-à-dire  des  valeurs  de  --• 

2 

ç 

Il  resterait  donc,  parmi  ces  valeurs  de  -9  à  chercher  celles 

qui  sont  triangulaires,  c'est-à-dire  de  la  forme -f  ou,  ce 

qui  revient  au  même,  à  résoudre  Téquation  v  =  rr'4-a?-  On  y 
parviendra  aisément  sans  avoir  à  décomposer  v  en  ses  facteurs 
premiers.  Il  suffira,  en  effet,  d'extraire  la  racine  carrée  de  i> 
et  de  constater  si  le  reste  de  l'opération  donne  le  même  nombre 
que  la  racine,  par  analogie  avec  ce  qui  a  été  fait  pour  la  réso- 
lution de  l'équation  (2)  {loc,  cit.,  J.  5.,  1893,  p.  117). 

Cette  méthode  est  exempte  de  tâtonnements,  tandis  que  la 
détermination  des  facteurs  et  leur  groupement  en  produits  de 
deux  nombres  consécutifs  seraient  certainement  beaucoup  plus 
laborieux. 

Mais  si  cette  recherche  est  rendue  relativement  facile,  on  ne 
peut  dire  qu'elle  soit  aussi  fructueuse.  Elle  réussit,  il  est  vrai, 
pour  les  trois  premières  valeurs  de  v,  données  dans  l'énoncé, 
puisque  o  =  o*-i-  o,  2  =  i^-h  i,  12  =  3*-h  3,  mais  elle  a  échoué 
pour  les  valeurs  suivantes,  au  moins  jusqu'au  i5®  terme. 

Il  nous  parait  fort  possible  que  le  problème  n'admette  pas 
d'autres  solutions. 

Question  1554. 

(  1885,  p.  &8&.  ) 

Si  X,  y  y  z  sont  trois  nombres  positifs  dont  la  somme  est 
égale  à  V unité,  on  a 

{i  —  x){i—y)(\  —  z)<%xyz, 

(  WOLSTENHOLME.  ) 
SOLUTION 

Par  M.  Gallukïci. 
On  a 

{\  —  x){\'^y){i-^z) 

=  1  —  (iP-t-/H--5)-f-  yz  -4-  zx  -\-  xy  —  xyz 
.—  yz  -h  zx  -h  zy  —  xyz 
/i  I         I         \ 

=  "^y^ (  -  -f ! 1  ) . 
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Or,  on  sait  que,  si  la  somme  de  plusieurs  nombres  est  con- 
stante, la  somme  des  inverses  e&t  un  minimum  lorsque  ces 
nombres  sont  égaux  entre  eux  ;  donc 

I         I         I  ^ 
X       y       z     "* 
et,  par  conséquent, 


1            ï            ï  ^o 

-H i i>8, 

X       y       z         ~ 


(i  — ar)(i— 7)(i  — ^)>8arx5, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque,  —  Si  a?,  y^  z  sont  trois  nombres  positifs  dont 
la  somme  est  =  a,  on  a 

Il  faut  distinguer  deux  cas  :  i°  lorsque  les  facteurs  du  pre- 
mier membre  sont  tous  les  trois  positifs;  2°  lorsqu'un  seul 
d'eux  est  négatif  (il  n'y  a  pas  d'autre  cas  possible).  Dans  le 
second  cas,  on  a  évidemment 

car  le  premier  membre  est  une  quantité  négative;  le  lecteur 
pourra  aisément  démontrer  le  premier  cas. 

La  question  1554  peut  donc  être  complétée  ainsi  :  Si  x.^  y^ 
z  sont  trois  nombres  positifs  dont  la  somme  est  =  i,  on  a 


Qnestion  1635. 

(189S,  p.3o*.) 

lyun  point  quelconque  M  du  plan  d'une  lemniscate  de 
Bernoulliy  de  centre  O,  on  mène  les  tangentes  MTi,  MTj, 
IVIT3,  ...  à  la  courbe  et  Von  abaisse  les  normales  MNi, 
MN2,  MN3,  ....  Montrer  que  Von  a  la  relation 

0X1.0X2.0X3...  =  ON,. ON2.ON3.... 

(E.-N.  Barisien.) 
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SOLUTION 

Par  M.  Ernest  Foucart. 
Soit 

{x^  -h  y*)^  —  a^(x^  —  y^)  =  o 

réquation  de  la  lemniscate,  ou  en  coordonnées  polaires 

p*=  a^  cos2(i). 

Les    points    de    contact    des    tangentes    issues    du    point 
M(:rt,j^i)  sont  sur  la  courbe  précédente  et  sur  la  cubique 

Xi{'ix*-{-  ly^ —  a*)a? 

-+-^i(2j:*-h  iy^-\-  ci*)y  —  a*(a?* — y*)  =  o. 

En  tenant  compte  de  Téquation  de  la  lemniscate,  on  a 

\/a*-hp*  ,  v^a* — p» 

x=  pcosto  =  p— -— ^,         j.  =  psinw==p -——£-. 

L'équation  au\  p  des  points  Ti,  T],  T3,  . . .  est  donc 

a7i(2p* —  a*)v/a^-l-  p^  +  J^i(2p*-4-  a^)^a^—  p'ap'/a  =  0. 

Faisant  disparaître  les  radicaux,  et  ordonnant  par  rapport 

«  P» 

[  [{ix\-iy\-ia^y-\-6/ix\y\]p^i-h.., 
^^     (  -+-a"(a^î-7Î)2=o. 

Les  pieds  des  normales  issues  de  M  sont  sur  la  courbe 

(x  —  Xi){2x^-\-^y^-h  a^)y  =  (y — yi){^x^-h  2y^—  a^)x. 

L'équation  aux  p  des  points  Ni,  N],  N3,  . . .  s'obtient  comme 
la  précédente;  c'est 

pa^i^  a'* —  p*  — a?i('2p'+  a^)^a^ —  p' 

H- ^1  (  2  p«  —  aï  ) /â*+~p»  =  o, 
et,  en  ordonnant, 

(2)    [Ux\  -  4rî  —  î*«*)' -*-  64a:}j^î] pi2-+....-|-  a»»(arî  — j'?)». 

La  comparaison   des  égalités  (1)  et  (2)  donne  la  relation  à 
établir. 
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EXERCICES  PRÉPARATOIRES  A   LA  LICENCE 
ET  A  L'AGRÉGATION. 


FACULTE  DES  SCIENCES  DE  NANCY. 


Ldcence   es   Sciences   mathématiques. 

Application  du  Calcul  infinitésimal  à  la  Géomé- 
trie. —  On  donne  le  cylindre  défini  par  les  équations 

OÙ  u  et  V  sont  des  variables  indépendantes;  à  chaque 
point  M  de  ce  cylindre,  on  fait  correspondre  une  sphère 
ayant  pour  centre  ce  point  M  et  pour  rayon  une  fonc- 
tion donnée  p(m,  \^)  des  deux  variables. 

1°  Déterminer  les  deux  points  caractéristiques  de 
chaque  sphère  ; 

a^  A  quelle  condition  doit  être  assujettie  la  fonc- 
tion p  pour  que  les  deux  points  caractéristiques  d'une 
sphère  quelconque  soient  confondus  en  un  même 
point? 

3®  On  joint  ce  point  au  centre  de  la  splière  corres- 
pondante^ on  obtient  ainsi  une  congruence  de  droites. 
Déterminer  les  courbes  situées  sur  le  cylindre  et  dont 
chaque  tangente  appartient  à  la  congruence  précé- 
dente. 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques. 

Analyse,  —  I.  On  considère  la  parabole  j*=  ^x  v.l 
la  podaire  de  cette  courbe  par  rapport  au  point  j;  =  a, 

J=2. 


t  ' 


(   too  ) 

i^  Trouver,  en  appliquant  le  théorème  d'Abel  et 
sous  forme  réelle,  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  trois  points  de  la  podaire,  soient  eu  ligne 
droite. 

Déterminer  les  points  d^inflexion,  et  étudier  la  réalité 
de  ces  points. 

2°  Trouver  la  condition  pour  que  six  points  de  la 
podaire  soient  sur  une  même  conique  ;  déterminer  les 
points  où  la  conique  osculatrice  a  un  contact  du  cin- 
quième ordre;  déterminer  les  systèmes  de  coniques  os- 
culatrices  en  deux  points. 

Discuter  les  problèmes  précédents  en  examinant  les 
diflerentes  vaieurs.de  a. 

II.  On  considère  la  courbe  C  représentée  par  l'équa- 
tion 

(a?«-}-4j^*— 8)3  — i6a?»7'(a:«-f-4r«-- 6)  =  o. 

1**  Construire  la  courbe  et  déterminer  son  genre. 

2°  Démontrer  que  le  nombre  des  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  6q  points  de  C  soient  sur 
une  même  courbe  C^  d'ordre  q  \\e  passant  par  aucun 
point  singulier  est  inférieur  à  lo  si  ^  est  plus  petit  que 
4,  et  égal  à  lo  si  ^  est  égal  ou  supérieur  à  4-  Chercher 
ces  conditions. 

3^  Examiner  le  cas  où  la  courbe  C^  passe  par  un  ou 
plusieurs  points  singuliers. 

4°  Par  Qq  —  X[jl  points  non  singuliers  donnés  sur  la 
courbe  C,  faire  passer  une  courbe  C^  de  degré  ^  ]>  3 
qui  ait  en  \  points  à  déterminer  un  contact  d'ordre 
[X  —  I  avec  la  courbe  C,  a  points  d'intersection  étant 
confondus  en  chacun  des  \  points  à  trouver. 

Examiner  successivement  les  trois  cas  )v >  i o,  X  =  lo, 
).  •<  10. 


(    10.    ) 

Dans  les  deux  premiers  cas,  X^io,  on  démontrera 
que,  si  par  les  6^  —  X[x  points  donnés  et  par  les  X([jl  —  i) 
points  de  contact  de  [x —  i  courbes  solutions,  on  fait  pas- 
ser une  courbe  de  degré  </,  les  X  autres  points  où  elle 
rencontre  la  courbe  proposée  sont  aussi  sur  une  courbe 
solution. 

5®  Trouver  une  cubique  qui,  en  tout  point  où  elle 
rencontre  la  courbe  C,  ait  avec  elle  un  contact  du  pre- 
mier ordre.  ' 

Problème  d^ élémentaires,  —  On  considère  un  cercle 
fixe  et  les  triangles  ÂBC  conjugués  par  rapport  à  ce 
cercle. 

1°  Démontrer  que  le  cercle  circonscrit  à  ces  triangles 
et  les  cercles  des  neuf  points  sont  orthogonaux  à  des 
cercles  fixes. 

2"  On  suppose  que  les  côtés  AC  et  AB  passent  res- 
pectivement par  des  points  fixes  B|  et  G|  ;  déterminer 
le  lieu  du  sommet  A;  discuter  la  nature  de  ce  lieu 
lorsque,  Tun  des  points  B|  ou  Cf  restant  fixe,  l'aulre 
varie  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan. 

3°  On  considère  le  cas  particulier  où  les  points  B|  et 
Cl  sont  situés  sur  une  môme  tangente  au  cercle  donné; 
démontrer  que  le  triangle  ABC  reste  circonscrit  à  un 
triangle  Tj  et  inscrit  dans  un  autre  triangle  Ta,  et  de 
plus  qu'il  est  homologique  à  chacun  de  ces  triangles. 
Déterminer  le  lieu  du  centre  dHiomologie  et  l'enve- 
loppe de  l'axe  d'homologîe  du  triangle  ABC  et  de  cha- 
cun des  triangles  Tj  et  T2. 

Problème  de  spéciales,  —  On  donne  un  ellipsoïde  E 
el  une  sphère  S  de  centre  w  ;  on  considère  un  plan  va- 
riable P  assujetti  à  cette  condition  que  son  pôle  p  par 
rapport  à  S  soit  situé  sur  son  diamètre  par  rapport  à  E. 
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i"  Lieu  (lu  pôle  p  du  plan  P,  et  enveloppe  de  ce 
plan. 

Q^  Démontrer  que  la  courbe  C,  lieu  du  point  ^,  passe 
.  par  les  sommets  du  tétraèdre  conjugué  commun  à  Tel- 
lipsoïde  et  à  la  sphère^  réciproquement,  tout  |)oint  dé 
cette  courbe  est  le  sommet  d'un  tétraèdre  conjugué  à 
l'ellipsoïde  et  à  une  sphère  S'  de  centre  co  et  de  rayon 
convenablement  choisi. 

3"  On  fait  varier  le  centre  w  de  la  sphère  S  sur  une 
droite  A,  et  Ton  choisit  de  plus  le  rayon  de  cette  sur- 
face de  façon  qu'elle  passe  par  le  centre  de  Tellipsoïde^ 
déterminer  la  surface  S  lieu  de  la  courbe  G  et  l'enve- 
loppe du  plan  P.  Pour  quelles  positions  de  la  droite  A  la 
surface  S  est-elle  de  révolution? 

4**  On  considère  un  point  M  et  les  plans  polaires  de 
ce  point  par  rapport  à  toutes  lesquadriques  passant  par 
la  courbe  G  relative  à  une  sphère  fixe  S*,  démontrer 
qu'ils  passent  par  un  même  point  M'^  déterminer  le 
lieu  de  ce  point  M' lorsque  M  décrit  une  droite  D. 

5°  On  suppose,  en  particulier,  que  la  droite  D  passe 
par  le  centre  de  l'ellipsoïde  et  est  située  dans  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  G  en  ce  points  montrer  que  le 
lieu  de  M'  est  une  droite  D',  et  trouver  le  lieu  de  cette 
dernière  droite  lorsque  D  varie  en  satisfaisant  aux  con- 
ditions indiquées  précédemment. 


QUESTIONS. 


1711.  Quand  on  déroule  une  épicycloïde  sur  la  tangente  au 
sommet,  le  lieu  des  extrémités  du  rayon  de  courbure  est  une 
conique.  (RiccATi). 


(   'o3  ) 

1712.  On  considère  une  série  d'hyperboles  équilatères  homo- 
thétiques  par  rapport  à  leur  centre  commun  O,  et  dont  Taxe 
transverse  commun  est  OX.  Dans  chacune  d'elles,  on  trace  un 
rayon  OM  qui  détache  un  secteur  d'aire  donnée  à  partir 
de  OX.  Trouver  le  lieu  du  point  M.  (C.-A.  Laisant). 

171Î.  Trouver  par  l'analyse  le  lieu  du  foyer  mobile  d'une 
conique  d'excentricité  donnée  dont  l'autre  foyer  est  fixe  et 
dont  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer  enveloppe  une 
courbe  donnée.  Vérifier  le  résultat  trouvé  par  la  Géométrie. 

(B.  INlEWENGLOWSKi). 

1714.  Étant  donnés,  dans  un  plan,  quatre  couples  de  points 
(A,  Al);  (B,  Bi);  (G,  Gi);  (D,  Di),  tels  qu'aucun  des  quadri- 
latères analogues  au  quadrilatère  A'AiBB],  ne  soit  inscriptible, 
prouver  qu'il  existe  dans  ce  plan  deux  couples  de  points 
(X,  Y),  tels  que  chacun  des  quatre  quadrilatères  analogues 
au  quadrilatère  AAjXY  soit  inscriptible. 

(X.  Antomari). 

1715.  On  appelle  nombres  de  Môbius  les  nombres  \i.{n)  dé- 
finis de  la  manière  suivante  : 

[i(i)=i. 

fx(n)=o  quand  n  est  divisible  par  un  carré  autre  que 
Tunité. 

ji(7i)  =  -H  I  quand  n  n'a  que  des  facteurs  premiers  différents 
en  nombre  pair. 

jjl{/i)  =  —  I  quand  n  n'a  que  des  facteurs  premiers  différents 
en  nombre  impair. 

Dans  cet  énoncé,  l'unité  n'est  pas  comptée  comme  facteur. 

Montrer  que  la  somme 

{Jl'(l)-i-  {JL«(2)-f-...-l-  fl«(/l) 

est  égale  à  —  /i  -h  8,  expression  où  la  valeur  absolue  de  8  est 
inférieure  à  3  v/^.  (J.  Franel.) 

^716.  On  considère  une  série  de  coniques  semblables  qui  ont 
«ê/ne  corde  normale  NN'(N  et  N'  sont  des  points  fixes).  Cher- 
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cher  l'enveloppe  de  ces  coniques  et  le  lieu  de  rextrémité  de  la 
corde  de  courbure  au  point  N.  (Cl.  Servais.) 

1717.  Le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  ayant  une 
projection  donnée  sur  un  diamètre  fixe  est  une  quartique.  Dis- 
cuter cette  courbe  ;  la  construire,  en  étant  donnés  deux  points, 
et  donner  la  construction  de  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque. (Galluggi.) 


ERRATA  AUX  TABLES  DE  LOGARITHMES  DE  SCBRON. 


Page /|o5,  logtang  SS^Si'ao",  au/îeu  de9,8aii438  lisez  g^Siii  ^S8, 


ERRATA. 


3*  série,  t.  XIV,  iSgS,  p.  385;  ajoutez,  après  le  titre  Sur  un  pro^ 
blême  de  Géométrie:  voir  môme  tome,  p.  49* 

Même  tome,  p.  44^»  ajoutez  après  le  même  titre  :  voir  même  tome, 
p.  385. 


RECTIFICATION. 


3"  série,  t.  XIV,  1890,  p.  39*.  Deux  questions  distinctes  ont  été 
confondues  sous  le  n®  1704.  Il  y  a  lieu  d'attribuer  le  n»  1704  bis  à  la 
seconde,  qui  commence  par  les  mots  :  «  Démontrer  que,  etc....  ». 


(  ïo5  ) 


CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  »  POUR  1896. 


Sujet. 

Soit  F(a?)  un  polynôme  du  quatrième  degré ^ 
dont  les  quatre  racines  a,  by  c,  d  sont  distinctes; 
on  divise  le  carré  de  la  dérivée  par  F(ar).  Si  Von 
désigne  par  Q  et  R  le  quotient  et  le  reste  de  cette 
division^  on  a 

î^  Prouver  que  Q  est  carré  parfait. 
2*^  Prouver  que  le  polynôme 

est  carré  parfait  pour  trois  valeurs  différentes 
de  p. 

3*^  Trouver  tous  les  polynômes  du  quatrième 
degré  G  (a?)  qui  sont  tels  que  le  polynôme 

F(.r)4-pG(x) 

soit  carré  parfait  pour  trois  valeurs  distinctes 
de  f. 

4®  En  général^  le  reste  R  est  du  troisième  de- 
gré; pour  quil  s'abaisse  au  second,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  condition  suivante  soit  remplie  : 

F'(a)  +  F'(^^)  -+-  V'{c)  4-  V'{d)  —  o. 

"^nn.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  \V.  (Mars  189O.)  S 


(  >o6) 

Le  reste  R  est  alors  carré  parfait  ;  Une  diffère 
de  Q  que  par  un  facteur  constant. 

Montrer  que  ce  cas  est  caractérisé  par  ce  fait 
que  V addition  à  F(ic)  d^une  constante  convenable 
rend  le  polynôme  carré  parfait.  La  réciproque 
est-elle  vraie? 

Dans  ce  cas^  les  paragraphes  :i^  et  3**  subissent- 
ils  quelque  modification? 

Conditions. 

Le  concours  est  ouvert  exclusivement  aux  abonnés 
des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet  pro- 
posé donnera  droit,  au  proGt  de  l'auteur  : 

1°  A  un  crédit  de  loo*^^  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  MM.  Gauthier-Villars  et  fils; 
2°  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3"^  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
AVANT  LE  i5  OCTOBRE  1896,  tcrmc  d'absoluc  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  ranonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justification 
de  sa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partît»  du  id  oc- 
tobre, et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 


(  *o7  ) 
moires.  Mais,  a  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
resleque  Tinsertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i**  janvier  1897,  ^^  '^  résultat  en  sera,  sans  retard,  pu- 
blié dans  le  journal. 

La  rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite  ; 

2**  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteurs. 


ERRATA* 


3*  série,  t.   XV,  1896,  p.  55,  question  1707;  dans  les  quatre  der- 
nières lignes  du  premier  alinéa,  permutez  les  lettres  M,  et  M'. 


(  'o8) 

[A3e] 

SUR  LES  CONDITIOi\S  SOUS  LESQUELLES  UNE  ÉOVATION 
N  ADMET  QUE  DES  RACINES  A  PARTIE  RÉELLE  NÉGATIVE; 

Par  m.  a.  HURWITZ  (de  Zurich)  (i). 
(Traduit  par  M.  L.  LAUGEL.) 


I. 

A  rinstigation  de  mon  honoré  collègue,  M.  A.  Slo- 
dola,je  me  suis  occupé  il  y  a  quelque  temps  de  la  ques- 
tion de  recounaitre  quand  une  équation  de  degré  n  à 
coefficients  réels 

n'admet  que  des  racines  dont  la  partie  réelle  est  néga« 
live. 

Bien  que  la  résolution  de  cette  question,  d'après  les 
méthodes  de  Sturm,  Liouville,  Cauchy  et  Hermite,  ne 
présente  aucune  difficulté  de  principe,  néanmoiijis,  je 
prends  ici  la  liberté  d'exposer  le  résultat  auquel  je 
suis  arrivé,  parce  que,  sous  sa  forme  simple  etcommode 
dans  les  applications,  il  offre  peut-être  un  certain  inté- 
rêt (2). 


(*)  Mathematische  Annalen,  t.  XLVI. 

{^)  M.  Stodola  se  sert  de  mon  résultat  dans  son  Mémoire  Sur  h 
règlement  des  turbines  (  Schweizer  Bau-Zeitung,  t.  XXIII,  n"  17, 
18),  Mémoire  dont  les  résultats  ont  trouvé  une  application  couron- 
née du  plus  remarquable  succès  à  rÉtablissement  des  turbines  à  Davos 
(Engadine).  La  question,  comme  me  l'a  fait  remarquer  M.  Sto- 
dola, avait  été  proposée  dans  la  Natural  Philosophy  de  Thornson 
(Lord  Kelvin)  et  Tait  (1886,  Partie  I,  p.  890)  et  sa  solution  y  est 
indiquée  comme  étant  très  désirable.  ^»  édit.,  Partie  I,  p.  890;  1890. 
Refait  et  augmenté  par  les  auteurs. 


(   Ï09  ) 

L'exposition  du  résultat  me  donne  en  même  temps 
^occasion  de  présenter  la  méthode  d'Hermite-Jacobi 
sous  une  forme  qui  peut  être  généralisée  à  divers  points 
de  vue. 

On  peut  évidemment,  ce  que  nous  ferons  ici,  s'en  te- 
nir au  cas  où  le  coefficient  ao  est  positif.  En  effet,  s'il 
en  était  autrement,  on  pourrait  multiplier  tout  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  par  le  facteur  —  i . 

Formons  maintenant  le  déterminant 


(») 


AX  = 


a, 

«3 

as     ... 

rto 

aj 

a,,     ... 

o 

«1 

«3      ... 

•  • 

•  • 

•  • 

•  •           •  •  • 

•  •           •  •  • 

•    •   •  •    • 


d'après  la  méthode  qui  consiste  à  augmenter  successi- 
vement les  indices  de  deux  unités  dans  la  première  ligne 
horizontale  et  à  les  faire  diminuer  toujours  successive- 
ment d'une  unité  dans  chaque  colonne  verticale.  On 
devra  aussi  poser  en  général 


ak  =  o, 


lorsque  l'indice  k  est  négatif  ou  plus  grand  que  n. 
Ceci  posé,  on  a  le  théorème  : 

Lacondition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  C  équa- 
tion 


(^) 


«0  3?"  4-  ax  a?«-*  -f- . . .  -4-  a^  =  o, 


où  le  coefficient  a^  est  supposé  positif,  n  admette  que 
des  racines  à  partie  réelle  négative  est  que  les  valeurs 
des  déterminants 

0)  Ai=  ai,         Aj,  A3,   ...,  A„ 

soient  toutes  positi\fcs. 


(    MO) 

Â  ce  théorème  ajoutons  la  remarque  suivantec  I.e  dé- 
terminant A/,,  comme  c^est  facile  à  reconnaître  en  le 
développant  suivant  les  éléments  de  la  dernière  colonne 
verticale,  est  égal  à 

Ainsi  la  condition  que  A/t.f  et  à,,  doivent  être  positif» 
est  équivalente  à  cette  autre  que  A/^.f  et  a,i  doivent  être 
positifs. 

Le  théorème  reste  donc  valable  lorsque  l'on  remplace 
A;{  par  Un» 

Voici  encore  une  autre  remarque  : 

Si  l'on  considère  la  suite  de  déterminants 


(4) 


Aj,     A,,     A3,     A4, 


les  termes  de  cette  suite  s'évanouissent  identiquement  à 
partir  du  (/i-}-iy*°®  inclus,  c est-à-dire  pour  des  va- 
leurs indéterminées  de  «o,  «i,  .-.,  «/i-  En  effet,  les 
éléments  de  la  dernière  colonne  verticale  de  Ax  sont 
tous  nuls  pour  "k"^  n.  Par  conséquent,  la  condition  du 
théorème  peut  encore  s'exprimer  en  disant  que  les 
termes  de  la  suite  (4)  qui  ne  s'évanouissent  pas  identi- 
quement doivent  être  tous  positifs.  Ces  termes,  écrits 
tout  au  long,  sont  les  suivants  : 


^1, 


«r  «3 


«1       «3       «5 

ciq     cti     a\ 


<^i  ^3  ^â  <*7 

«0  «2  ^V  ^6 

O  «1  «3  «5 

O  ^0  ^2  ^4 


et,  sans  insister  davantage,  on  en  conclura  aisément  les 
conditions   relatives    à    toute  valeur  particulière  de  n. 
Par  exemple,  les  conditions  relatives  à  l'équation  di^ 


(  •>•  ) 

quall'ième  degré  (n  =  4)?  soul  : 


«i>(y, 


a, 

«3 

o 

«1 

«3 

>o, 

«6 

<r, 

«* 

«0 

Ui 

0 

«1 

«3 

>o, 


a4>  o. 


M.  Stodola  a  remarqué  qu'une  coudilion  nécessaire 
pour  que  l'équation  (2)  n'ajdmetlc  que  des  racines  à  par- 
tie réelle  négative  est  que  tous  les  coefficients  «o?  ^i  î  •  •  •  ? 
an  soient  positifs.  En  effet,  lorsque  la  partie  réelle  de 
toutes  les  racines  del'équaiion  (2)  estnégative,  chaque 
facteur  linéaire  réel  du  premier  membre  de  l'équation  a 
la  forme  x-h  p  et  chaque  facteur  réel  quadratique  la 
forme 

OÙ  p^  pi^  /7a,  p\  p"  désignent  des  grandeurs  positives. 
Mais  comme  le  produit  de  fonctions  entières  à  coeffi- 
cients positifs  a  lui-même  également  tous  ses  coeffi- 
cients positifs,  le  premier  membre  de  l'équation  (2) 
Réadmettra  donc  que  des  coefficients  positifs. 


11. 

Supposons  que  la  fonction  entière  rationnelle /"(x), 

dont  les  coefficients  peuvent  tout  d'abord  admettre  des 

valeurs  complexes,  ne  s'évanouisse  pour  aucune  valeur 

de  X  purement  imaginaire.    Désignons  alors  respecti-  . 

vement  par  N  et  P  le  nombre  des  zéros  de  f(x)  qui 

ont  des  parties  réelles  négatives  et  positives;  on  a 


(5) 


N  +  P==/i, 


n  désignant  alors  le  degré  de  f{x).  Soit  maintenant  c 
une  constante  (complexe)  quelconque  et 

^6)  c/(>)  =  pe'it?, 


(  '>2) 

p  désignant  alors  le  module  {den  absoluten  Beirag,  la 
valeur  absolue)  et  t:'^  l'argument  de  cf{x).  L'angle  o 
varie  d'une  manière  continue  avec  la  valeur  de  x  et  di- 
minue en  particulier  de 

(7)  N-P=A 

unités,  lorsque  x  parcourt  la  succession  de  valeurs  nu- 
mériques imaginaires  pures  de  -}-  loo  à  —  loo.  Ce  fait  se 
reconnaît  de  suite  lorsqu'en  faisant  usage  de  la  repré- 
sentatioQ  géométrique  habituelle  des  nombres  com- 
plexes, on  étudie  la  variation  de  l'argument  de  chaque 
facteur  linéaire  de  f{x).  Maintenant,  en  vertu  de  (5) 
et  (7),  on  a 

(8)  N=e^!i^,       p='±:zA. 


La  détermination  de  A  sera  alors  ramenée  de  la  ma- 
nière que  l'on  sait,  à  celle  d'un  indice  de  Cauchj  (*). 
Par  indice  d'nne  grandeur  R  qui  possède,  en  chaque 
point  d'une  ligne  L  parcourue  dans  un  sens  déterminé, 
une  valeur  réelle  déterminée,  l'on  entendra  le  nombre 
formé  comme  il  suit.  On  attribuera  à  chaque  point  de  L 
où  R  devient  infinie  un  des  nombres  o,  ou  -i-  i ,  ou  —  i , 
selon  que  R,  en  passant  par  le  point  en  question,  ne 
change  pas  de  signe,  ou  bien  passe  d'une  valeur  négative 
à  une  valeur  positive,  ou  bien  d'une  valeur  positive  à 
une  valeur  négative.  L'indice  de  R  relatif  à  la  ligne  L  est 
alors  la  somme  de  tous  les  nombres  ainsi  attribués  aux 
infinis  de  R.  On  admet  ici  tacitement  que  Rne  change 


(*)  Journal  de  VÉcole  Polytechnique,  XV»  Cahier;  1837.  |L*in- 
dice  de  Cauchy  est  renfermé  comme  cas  particulier  dans  la  notion 
introduite  par  Kronecker  sous  le  nom  de  caractéristique  d*un  sys- 
tème de  fonctions  {Monatsberichte  der  K.  prcuss.  Acad.  d.  W.; 
1859). 


(  "3) 
son  signe  qu'en  un  nombre  fini  àe  points  où*  elle  devient 

infinie,  et  que  -ô  est    continue  dans  le  domaine  de  ces 

points. 

Ayant  ainsi  rappelé  cette  notion^  soit  z  une  variable 
réelle  et 

(9)  c/(-i^)  =  U  +  iV, 

U  et  V  désignant  des  fonctions  entières  de  z  a  coeffi- 
cients réels.  Si  l'on  pose  maintenant 

Çio)  J  =  R(^), 

on  a 

(il)  o  =  -  arc  tangR(3), 

et  il  résulte  de  cette  équation  que  A  est  identique  à  Tin- 
dice  de  R(z)  relatif  à  l'axe  des  z  réels  parcouru  dans 
le  sens  des  z  croissants  (axe  que  l'on  doit  regarder 
comme  une  ligne  ou  contour  qui  se  ferme  à  l'infini). 

Dans  ce  qui  suit,  je  supposerai  que  T^{z)  ne  devient 
pas  infinie  pour  z  ==  oo,  ce  qui  est  évidemment  permis, 
puisque  l'on  peut  disposer  arbitrairement  de  la  con- 
stante c. 

m. 

Prenons  maintenant  pour  R(^)  une  fonction  ration- 
nelle quelconque  de  z  à  coefficients  réels  et  qui  reste 
finie  pour  z  ==.cc. 

L'indice  de  R(^)  (relatif  à  l'axe  des  nombres  réels 
parcouru  dans  le  sens  des  z  croissants)  peut,  comme 
l'on  sait,  être  déterminé  par  le  procédé  de  div^ision  de 
Sturm,  ou  bien  par  la  méthode  d^Hermite  au  moyen 
de  la  représentation  par  une  forme  quadratique  Ûont  la 
signature  est  un  nombre  identique  à  l'indice  cherché. 


(  -M) 

Par  «  signature  »  d'une  forme  quadratique  à  coeffi- 
cients réels,  j'entends,  avec  M.  Frobenius  (*),  la  diffe-r 
rence  entre  le  nombre  des  carrés  positifs  et  des  carrés 
négatifs  qui  se  présentent  dans  la  représentation  de  là 
forme  par  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires 
réelles,  le  nombre  desdits  carrés  étant  le  plus  petit  pos- 
sible. 

On  est  conduit  à  cette  méthode  d'Hermite  pour  la 
détermination  de  Tindice  de  R(5)  de  la  manière  sui- 
vante : 

Si  Ton  désigne  par 

une  fonction  rationnelle  entière  de  z  dont  les  coeffi- 
cients sont  regardés  comme  des  paramètres  arbitraires, 
alors  rintégrale 

(12)  F,„  -  j:^-.yR(-)[e(5)prf5, 

prise  le  long  d'un  contour  curviligne  renfermant  tous 
les  pôles  de  R(z),  représente  une  forme  quadratique 
des  paramètres  ^Oî  JK  M  J^2»  •  •  •  ?^/m_«,  qui,  étant  le  coef- 
ficient de  -  dans  le  développement  de  R(2)[®  (^)]*  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  -»  est  facile  à  for- 
mer(^).  D'autre  part,  l'intégrale  est  égale  à  la  somme 


(  *  )  Sur  la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques  {Sitzungberichte 
der  Kgl.  preuss.  Acad.  d.  W.;  1894). 
(')  Au  lieu  de  l'intégrale  (12),  on  peut  également  arriver  au  même 

résultat  en  considérant  Tintégralc :   /  R  (z)  r^= —     I    dz.  prise  au- 

2TZ  ij  {z  —  a)-*"»        '. 

tour  du  point  5  =  a,  a  désignant  une   valeur  réelle   pour  laquelle 

R(2)  demeure  fini.  Relativement  à  la  dernière  intégrale,  -z  =  a  joue 

le  même  rôle  que  5  =  ce  par  rapport  à  (12).  En  corrélation  avec  cette 

circonstance,     nous    remarquons    ce   fait    évident  que    l'indice  de 


(  ««5) 

des  résidus  de  R(^)[^(^)]"  correspondant  aux  pôles 
deR(z). 

Soit  zc=  aun  pôle  simple  de  R(:?)  et 

(i3)  R(a-f- O  =  7  ^- Cl -hcj^-t-. . .  ; 

alors  le  résidu  relatif  à  ^  =  «  est 

c[8(a)]«. 

Lorsque  a  est  réel,  alors  le  pôle  z  =  a  fournit  à  l'in- 
dice de  R(2)  la  contribution  +  i,  ou  —  i  selon  que  c 
est  respectivement  positif  ou  négatif. 

Lorsque  a  est  imaginaire,  si  Ton  désigne  par  â  le 
pôle  imaginaire  conjugué  de  a,  la  somme  des  résidus 
relatifs  h  a  et  â  est 

c[e(a)p-f-  c[8(a)]«  =  (f>  -4-  f'Q)»  -h  (P  -  iQ)«  =  aP*  -  iQ», 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  linéaires  réelles.  De  ceci 
résulte  [d'abord  sous  l'hypothèse  que  R(«)  n'admet 
que  des  pôles  simples]  le  théorème  suivant  : 

Si  Von  désigne  par  n  le  nombre  des  pôles  c/e  R  (z), 

la  forme  quadratique  Y  m  est   représentable  par  une 

somme  de  n  carrés,  oîi,  en  outre,  la  différence  entre  le 

nombre  des  carrés  positifs  et  celui  des  carrés  négatifs 

est  égale  à  l'indice  rfe  R(2). 

Ce  théorème  est  encore  valable  au  cas  où  R(^)  ad- 
^ïiet  des  pôles  d'ordre  de  multiplicité  quelconque,  et 
'ou  doit  alors  entendre  par  n  le  nombre   des  pôles, 


"(  — - — -,  )  est  égal  à  l'indice  de  H(w),  lorsque  a,  6,  r,  d  désignent 
"Cî*    constantes  réelles  dont  le  déterminant  ad  —  hc  est  positif. 


(  .  .G  )• 

chacun  d'eux  comptaut  pour  son  ordre  de  multipli- 
cité (*). 

Pour  démontrer  ceci,  soit  z  =  a  un  pâle  de  R(^^)y 
d'ordre  \  et  soient 

e(rt  H-  t)  =  eo{a)-{-  ei(a)  t  -h  ei(a)n  -h . . .  y 

So(a)^  0i(«),  ...  désignant  des  formes  linéaires  des 
paramètres  j^o>  J^4  ?  •  •  •  ?  ym-i  •  Le  résidu  relatif  a  z  =  a 
sera 

Maintenant,  selon  que  X  est  pair  ou  impair,  ce  pésidu 
peut  s'écrire  respectivement  sous  la  forme 

ou  sous  la  forme 

Wq^  ^'i,  . . .  désignant  des  fonctions  linéaires  des  para- 
mètres. 

Si  a  est  réel,  les  coefficients  de  0o>  ®iî  •••j  ^«^ 
^*i,  .••  sont  également  réels  et  le  résidu  peut  être, 
amené  à  prendre  la  forme 


(*)  Kronccker,  dans  son  Mémoire  Sur  la  Théorie  de  Vélimîna- 
tion  d'une  variable  entre  deux  équations  algébriques  {Monatsbe- 
richte  der  Kgl.  preuss.  Acad.  d.  W.,  1881)  a  remarqué  que  les 
déductions  relatives  aux  suites  de  Sturm  restent  encore  légitimes, 
avec  les  modifications  appropriées,  lorsque  les  fonctions  entières  en 
question  admettent  des  facteurs  linéaires  multiples. 


(  ^'7  ) 
ou 

[i(eo-+-^'o)?-[î(eo-^o)?+...+[i(ej,-i-i-T^_or 

-[î(eti-,-Vtx-,)]»-Hceil 

expressions  où  il  se  présente  une  sorame  de  \  carrés  de 
formes  linéaires  réelles. 

Lorsque  X  est  pair,  il  se  présente  exactement  autant 
de  carrés  positifs  que  de  carrés  négatifs;  au  contraire, 
lorsque  X  est  impair,  il  se  présente  un  carré  positif  ou 
bien  un  carré  négatif  en  plus,  selon  les  cas  respectifs 
où  c  est  positif  ou  bien  négatif.  La  discussion  du  cas 
où  ^  =  a  est  complexe,  a  lieu  d'une  façon  tout  ana- 
logue, et  l'on  reconnaît  ainsi  que  le  théorème,  précé- 
dent est  valable  d'une  manière  générale. 

IV. 

Quand  m>  n,  alors  la  forme  quadratique  F,»  pos- 
sède un  dét-erminaut  qui  s'évanouit,  puisqu'elle  est  re- 
présentable par  une  somme  de  n  carrés,  et,  par  suite, 
qu'elle  se  réduit  à  une  forme  dépendant  d'un  nombre  de 
combinaisons  linéaires  dej^oj  Jt^  •••5  JT'"-»  inférieur 
à  m.  Au  contraire,  le  déterminant  de  la  forme  F«  est 
diflérentde  zéro.  On  peut  le  démontrer,  soit  en  prou- 
vant l'identité  de  ce  déterminant  avec  la  résultante  du 
numérateur  et  du  dénominateur  de  la  fonction  ration- 
nelle R(2)  écrite  sous  forme  réduite  (comparez  §  VI), 
soit  en  procédant  comme  il  suit  : 

Si  le  déterminant  de  ¥„  s'évanouissait,  l'on  pourrait 
trouver  des  valeurs  dej^o?  J'i»  •  •  •? ^'«-4  11e  s'évanouis- 
sant  pas  toutes,  et  telles  que 


,       •  .  .  >      — , 


Oyo       àyx  dyn-i 


(  1.8  ) 
et  que,  par  conséquent  aussi  les  intégrales 

(i4)  .-U  fR{z)e{z)z'>^dz  (X  =o,  î,  ...,  /i  — I) 

^  Tu  ù  ^J 

fussent  toutes  nulles. 
Maintenant  lorsque 

(i5)  R(^)e(5)=G(5)-+.R,(<s), 

G(z)  désignant  une  fonction  entière  de  z  et 

(i6)  K,{z)  =  R(^)  6(3)-  G(^)  =  ^  H-  ^  +. . . 

une  fonction  rationnelle  s'évanouissant  pour  z  =  oo,  il 
est  nécessaire,  pour  que  ces  intégrales  s'annulent,  que 

Ton  ait 

^'  =  A<»=...=  A^«)  =o, 

et,  par  conséquent,  que  Ri  (.5)  soit  infiniment  petit  de 
Tordre  n  -H  t  au  moins  pour  ^  =00.  Mais  comme  Rj  [z) 
ne  peut  devenir  infini  qu'en  les  pôles  de  R(2),  c'est- 
à-dire  au  plus  n  fois,  il  faudrait  donc  que  Ri  (^z)  s'éva- 
nouisse identiquement;  mais  Téquation  suivante,  que 

Ton  aurait  alors 

R(-3)e(;5)  =  G(0, 

est  impossible,  puisque  ©(^)  est  au  plus  de  degré 
(/^  —  i)  et  que  R(2?)  possède  n  pôles. 


V. 

De  ce  qui  précède,  nous  tirons  alors  le  procédé  sui- 
vant pour  la  détermination  de  Tindice  de  R(2r). 
Soit 

(17)  R(5)  =  c-f-^5  +  £L  +  f|+... 

^        z^       z* 


(  "9) 
le  développement  de  R(2)  dans  le  domaine  de  ^  =  oc. 

Le  facteur  de  -  dans  le  développement  du  produit  de 

R(2)  par 

'-^*  (  t,  A"  =  o,  I ,  . . . ,  m  —  I  ) 


est  alors 


(19) 


F.=y 


(t,  A-  =  o,  I,  . . .,  m  —  1) 


m  —  y  ,Ci-¥kyiyk 

i,k 

et  le  déterminant  de  la  forme  F„i  se  présente  sous  la 
forme 

Co  Cl        ...        C,n~\ 

C\  Ci        ...  Cffi 


(w) 


D„,= 


m 


•  • 


C//1— 1      CfH      '  •  •       f^im—î 


Maintenant,  dans  la  suite  de  déterminants 


(21) 


Dj,    D2,     D3,     . . ., 


tous  les  termes  sont,  à  partir  de  Tun  d'entre  eux  D„^| 
par  exemple,  égaux  à  zéro,  tandis  que  D^  est  différent 
de  zéro.  Alors  n  est  le  nombre  des  pôles  de  R(2),  et 
"indice  de  R(^)  est  égal  à  la  signature  de  la  forme  F,^. 

La  signature  de  la  forme  F„  nous  sera  donnée  dans 
chaque  cas  par  Texamen  des  signes  des  déterminants 
ïïon  évanouissants  de  la  suite  D|,  1)2,  . . . ,  D;i  (*). 

Au  cas  où  aucun  de  ces  déterminants  ne  s'annule, 
^«5  comme  Ton  sait  et  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  démon- 
^''er,  peut  être  représenté  sous  la  forme 


D, 


F«  =  D,m3^-  ^  wî-h...-+- 


JllL 


^n-l) 


('  )   Frobenius,  loc.  cit.^  p.  4^0. 


(    I20    ) 

OÙ  Ui  désigne  une  forme  réelle  linéaire  deyi,  yi^i ,  -  •  •  j 

yji-i- 

L'indice  de  R(s)est  donc  alors  égal  a  la  différence 

entre  le  nombre  des  termes  positifs  et  le  nombre   des 

termes  négatifs  de  la  suite 

^>'  d;'  dI'   •••'  ïv:;- 

decas  se  présente,  en  particulier,  lorsque  l'indice  de 
l\{z)  prend  sa  valeur  maxima  w.  En  effet,  alors  F,i  est 
une  forme  définie  positive  et  il  en  est  de  même  de  Fn-t  1 
F/I-2Î  •••?  Fm  c^^  ^cs  dernières  formes  prennent 
naissance  lorsque  Ton  égale  à  zéro  certains  des  para- 
mètres y.Q^  y\y  ...,  fn-K  de  F;,.  Mais  le  déterminant 
d'une  forme  positive  est  toujours  positif. 

L'on  en  conclut  le  théorème  : 

L' indice  de  R  prend  toujours^  et  c^est  le  seul  eus  où 
ce  fait  a  lieu,  sa  valeur  maxima  n,  lorsque  les  déter- 
minants  Di,  D2,  . . .,  D,/  sont  positifs. 

VL 

Soit  maintenant  R(^)  donné  sous  la  forme 

(9.2)  R(3)  = 


^o^^4-  ^1  ^^-*  4-. .  .-h  6v 


le  coefficient  a^  étant,  par  hypothèse,  différent  de  zéro. 
Le  degré  v  du  dénominateur  de  R(-2)  est  supérieur  ou 
égal  à  w,  selon  que  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  R(-2)  ont  respectivement  un  diviseur  commun*  ou 
non.  L'on  peut  maintenant  transformer  le  déterminant 
l)„i  (20),  en  un  déterminant  dont  les  éléments  sont  for- 
més par  les  coefficients  ao>  •  •  •  •»  «v,  io>  •  •  •?  ^v-  Cette 
transformation  est  praticable  à  Taide  du  théorème  sui— 


(  '«I  ) 

vaut  que  l'on  déduit  aisément  du  théorème  relatif  à  la 
multiplication  des  déterminants  : 

Soient 

(*^)  Pij    Pj>    •  •  •  >    P/« 

^es  séries  de  puissances  de  z  qui,  par  l'effet  d^une  mul^ 
tiplication  par 

(24)  P  =  k-ir  kxz-^k^z'^-^,.. 

peuvent  être  transformées  en  de  nouv^elles  séries  de 
puissances 

et  telles  y  par  conséquent  ^  que  Von  ait  en  général 

P'  —  PP 

Si  Von  met  à  part  alors  dans  chacune  des  séries  res- 
pectiv^es 

»  1>       'S)       •  •  •  »      »  m  > 
P'         P'  P' 

/e5  m  premiers  termes,  et  si  Von  désigne  respectiv^e- 
ment  par  Hm-i  ^'m  l^^  déterminants  des  m  fonctions  en- 
tières de  z  de  degré  (m  —  i)  ainsi  obtenues,  Von  a 

J'appliquerai   maintenant  ce  théorème  au  cas  sui- 
vant : 
Soit 

=  c  -h  Co  z  4-  Cl  ^*  -h . . .  ; 

ao -+- «1  5 -H  ajz*  H- . . . 

les  séries  (28)  peuvent  être  prises  comme  il  suit 

Pl=I,  P2  =  C  H-  Co^-h  CiZ'-h.  .., 

P2X-M=^>^Pl,  P2X4-2=2>^Pj 

(X  =  1,2,    ...)» 

"^^n.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XV.  (Mars  1896.)  9 


(    122    ) 

tandis  que  la  série  (24)  sera  îdentiGée  avec 

P  =  ao  -H  «1  5  -I-  «2-5*  -+- 

Les  séries  (25)  seront  alors 

Pi  =  P,         P;  =  6o-h6,5-t-ôj5«4-..., 

Si  l'on  remplace  alors  dans  l'équation  (26)  l'indice  m 
par  2  m,  cette  équation  donnera  la  transformation  dési- 
rée du  déterminant  D,;t,  et  Ton  a  notamment 

(^7) 


(7.8) 


R»n  = 


^2  m 

D/;|    K//I] 

} 

3rminant 

ao 

ai     ... 

^im-i 

^'o 

b,      ... 

btm-  l 

0 

ao     ... 

^2//i— 2 

0 

*o      ... 

^î/«-J 

•  • 

.   •            ... 

0 

0       ... 

«m 

0 

0 

à,n 

Ce  déterminant  s'évanouit  certainement  pourvu  que 
m'^riy  puisqu'alors  les  éléments  de  la  dernière  colonne 
verticale  sont  tous  nuls.  Maintenant,  pour  arriver  à  la 
détermination  de  l'indice  (et  en  même  temps  du  nombre 
n  des  pôles)  de  la  fonction  rationnelle  (22),  on  procé- 
dera comme  il  suit  : 

On  formera  la  suite  des  déterminants 

Lorsque  R;,  est  le  dernier  terme  de  cette  suite  qui 
s'annule  pas,  n  sera  le  nombre  des  pôles,  ou,  ce  qui 
revient  au  môme,  le  degré  du  dénominateur  de  R(^)- 


(  '»3  ) 
lorsfjue  11(3)  est  écrit  sous  forme  réduite.  L*iudice  de 
H(:;)  sera    alors  fourni    par   rexanien   des   signes  des 
t.c:raies  non  évanouissants  dans  la  suite  Ri,  Ilo,  . .  .,R/«. 

VII. 

En  particulier,  Ton  obtient  maintenant  facilement  le 
tliéorcmc  énoncé  au  §  I.  Soit 

XiiiQ.  équation  à  coefficients  réels.  On  aura  alors 

(3o)  t'»/( — /5)  =  (/ïo'5''— ^î5«-*-i-. ..)-+- «(a, 3«->  —  a3^«-»H-..  ), 

en  le  nombre  désigné  par  A  au  §  II  est  Tindice  de 


f3i)  R(5)  = 


ao^" —  rtjj'»-^ 


L'équalion  (ap)  a  maintenant  toujours^  ainsi  qu'il 
résulte  de  (8)  au  §  II,  des  racines  k  parties  réelles  néga- 
tives au  seul  et  unique  cas  où  A  =  /i.  Il  s^ensuit  que  le 
imméraleur  et  le  dénominateur  de  R(3)  doivent  être 
sans  diviseur  commun.  En  eilet,  s'il  en  était  autrement, 
Il(z)  devrait  ôtrc  représentable  comme  un  quotient  dont 
le  dénominateur  serait  de  degré  n'<^n  et  Tindice  de 
Il(z)  serait  au  plus  égal  à  n' , 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Péquà- 
lion  (ig)  n'admette  que  des  racines  à  partie  réelle  né- 
gative est  par  conséquent  celle-ci  :  la  forme 

Joit  être  une  forme  définie  positive  dej'oO'<  »  •  •  ■  7^/t-i  • 
'^ar  suite  de  ce  fait  que  R(3)  est  une  fonction  impaire 
"®  -s,  F„  est  décomposablc  en  deux  formes  dont  Tune 
"*^    renferme   qnc  les   paramètres  l'o,  y-î^  Vss    ...,   et 


(  «24  ) 

l'aulreque  les  paramètres ^i,j^3,j^5,  • . .  Soit,  en  effet, 

(33)  U(z)=''"\'-'''f-'^-- 

(  X  =  —  ou selon  que  n  est  respectivement  pair  ou 

impair  j^  on  a  évidemment 

Réunissons  ensuite  dans  S{z)  les  termes  à  puissances 
paires  et  les  termes  à  puissances  impaires  en  posant  par 
conséquent 

e(-5)  =  eo(5î)-i-^8i(z«). 

Si  l'on  introduit  alors  dans  l'intégrale  (32),  z^:^=^ 
comme  nouvelle  variable  d'intégration  et  si  ensuite 
on  remplace  de  nouveau  ÎJ  par  Zj  on  trouvera  la  dé- 
composition en  question 

Le  fait  énoncé  par  cette  formule,  que  Tindice  de 
R(^)  est  égal  à  la  somme  des  indices  de  H (2)  et  ztl(z)y 
peut  se  déduire,  ceci  soit  dit  en  passant,  de  la  définition 
même  de  l'indice.  Si  l'on  pose,  en  vertu  de  §  V  et  §  VI, 
là  condition  pour  que  F,i,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
pour  que  chacune  des  deux  intégrales  (34)  représente 
une  forme  définie  positive,  on  sera,  après  une  transfor- 
mation facile  du  déterminant  que  Ton  doit  former, 
conduit  au  théorème  du  §  I. 

VIII. 

A  l'aide  de  Téquation  (8)  du  §  II  et  de  la  méthode 
développée  au  §  VI  pour  la  .détermination  de  l'indice 


(  '25  ) 
d'une  fonction  rationnelle,  on  a  résolu  en  général  le 
problème  qui  consiste  à  déterminer  le  nombre  de  ces 
racines  d'une  équation  f{x)  =  o,  qui  ont  une  partie 
réelle  négative,  sous  F  hypothèse  que  l'équation  n'admet 
comme  racine  aucune  valeur  imaginaire  pure  de  x,  (On 
peut  d'ailleurs  s'afiranchir  de  celte  restriction  si  l'on 
convient  de  compter  chaque  racine  imaginaire  pure  avec 
l'ordre  de*  multiplicité  -j  comme  une  racine  à  partie 
négative  aussi  bien  que  positive).  Ce  problème,  comme 
le  fait  voir  la  substitution  de  —  ix  aux  lieu  et  place 
de  x^  n'est  pas  esseutiellement  diiTérent  de  cet  autre 
problème,  qui  consiste  à  déterminer  le  nombre  des  ra- 
cines d'une  équation  de  degré  n 

(35)  fi(sp)  -h  ifi{x)  =  o 

qui  ont  une  partie  imaginaire  positive,y4  (x)  et/2(^) 
désignant  des  fonctions  entières  à  coefficients  réels.  Ce 
nombre  sera  donné  également  par  la  première  for- 
mule (8),  et  par  conséquent  par >  A  désignant  alors 


l'indice  de 


A(^) 


Ce  dernier  problème  a  fait  l'objet  des  recherches  de 
M.  Hermite  dans  deux  Mémoires  (  *  )  auxquels  je  renver- 
rai le  lecteur.  Pour  conclure,  je  remarque  encore  ceci  : 
de  la  déGnition  de  Tindice,  résulte  évidemment  qu'une 

fonction  rationnelle  y-^ —  possède  toujours  l'indice  ztz  n 

au  seul  et  unique  cas  où  le  dénominateur  y4(x)  s'éva- 
nouit en  n  points  de  l'axe  des  quantités  réelles  [a:  =  oo 
devant  être  regardé  comme  un  zéro  deft  (x)  lorsque^^  (x) 
atteint  seulement  le  degré  (n  —  i)],  et  lorsqu'en  même 


(*)   Journal  de  Crelle,  t.  52,  p.  89,  cl  Bulletin  de  la  Société 
'^<i^hématique  de  France,  l.  VII,  p.  128. 


de  Tindice  de "v .    l  se  présente    toujours   au    seul    et 


(  «26  ) 

lciiipsy2(^)  prend  des  valeurs  de  signe  contraire  pour 
deux  racines  consécutives  quelconques  de  f^(^x)^=^  o. 
L'on  conclut  encore  de  ceci  que  la  valeur  maxima  dz  n 

j-T-i  se  présente    toujours   au    seul 

unique  cas  où  chacune  des  équations  f^  (x)  =  o, 
f2(x)  =  o  admet  n  racines  réelles  distinctes  entre  elles 
et  où  en  même  temps  les  racines  de  Tune  des  «quations 
sont  séparées  par  celles  de  l'autre.  En  particulier,  les  n 
racines  de  Téquation  (35)  ont  toujours  leurs  parties 
imaginaires  toutes  positives  ou  bien  toutes  négatives, 
au  seul  et  unique  cas  où  les  racines  des  équations 
f^(^x)  =  o  et  yi(a:)  =  o,  jouissent  de  la  propriété  pré- 
cédemment énoncée  (*). 


[F2] 

QUELQUES  EXEMPLES  DE  SÉRIES  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES; 

Par  m.  p.  APPELL. 


!•  On  sait  qu'on  nomnie  fonction  doublement  pério- 
dique une  fonction  uniforme /(o:)  vérifiant  deux  rela- 
tions de  la  forme 

Les  constantes  2K  et  21K'  sont  les  deux  périodes. 

Lorsque  la  fonction  doublement  périodique  n'admet, 
à  distance  finie,  d'autres  singularités  que  des  pôles,  on 
dit  qu'elle  est  une  fonction  elliptique. 


(*)  Comparer    Biehler,   Journal   de   Crelle,  t.    87,   p.    35o,  et- 
Laguerre,  Journal  de  Crelle^  t.  89,  p.  389. 


(  ï^7  ) 

Nous  nous  proposons  ici  d'indiquer  quelques  séries 
représentant  des  fonctions  doublement  périodiques. 
Pour  cela,  considérons  la  fonction  0(x)  de  Jacobî, 
définie  comme  il  suit  : 

Posons 


Kf 


—  V  — 


OÙ  le  module  de  q  est  supposé  moindre  que  l'unité  :  la 
fonction  0  est  définie  par  la  série 


nizxt 


"   . 


(2)  Bix)=   2    (-')"?"*« 

ou  encore, 

S{x)  =  1—  ^g  cos  -ZT-  -h  2ûr*cos  — =T .. . 

Cette  fonction  satisfait  aux  deux  relations  suivantes, 
faciles  à  vérifier  à  l'aide  du  développement  (2) 

/  e(arH-2  K  )  =  e(a7) 

^    ^  )  e(ar-i-2iK')=— ~e      ^   e(ar). 

On  conclut  de  la  seconde  relation  n  fois  répétée 

(4)  e(^H-2/iiK')=  î— ^  e       «^     e(ar), 

OÙ  n  peut  aussi  être  pris  négatif. 

2.  Ceci  posé,  soit  p  un  entier  positif  ûxe;  considé- 
rons la  fonction  définie  par  la  série 

(5) 


T(^)-    2d  eP(iv-hiniK')' 


n  =  —  ( 


OU  la  fonction  ©  du  dénominateur  est  élevée  à  la  puis- 
sance p.  Si  cette  série  est  convergente,  il  est  évident 


(  '^8) 

qu'elle  définit  une  fonction  doublement  périodique 
admettant  les  deux  périodes  2K  et  2/K'.  En  eSèt,  chaque 
terme  de  la  série  admet  la  période  2K,  et,  quand  on 
change  x  enx-^  2iK',  chaque  terme  ne  fait  que  reculer 
d'un  rang,  et  la  somme  de  la  série  ne  change  pas.  Or  la 
convergence  résulte  immédiatement  de  la  formule  (4)  • 
car,  d'après  cette  formule,  dont  on  élève  les  deux 
membres  à  la  puissance  p,  on  peut  écrire 


<f(^>  =  ë7fe  2  (-')""  ^''"' 


Dans  cette  nouvelle  série,  la  convergence  est  évidente, 
car  le  module  de  y  est  moindre  que  l'unité.  Cette  série 
définit  une  fonction  holomorphe  de  x,  G(j:),  de  sorte 
que  la  fonction  doublement  périodique  ^(x)  se  présente 
maintenant  sous  la  forme 

C'est  une  fonction  elliptique,  car  elle  n'a  que  des 
pôles  à  distance  finie,  à  savoir  les  zéros  de  0.  On  sait 
que  la  fonction  0  n'a  qu'un  zéro  simple  dans  chaque  pa- 
rallélogramme des  périodes  2K  et  a/K'.  La  fonction  cp 
a  donc  un  seul  pôle  d'ordre  p  dans  chaque  parallélo- 
gramme. 

Si  /?  =  I,  il  semble  que  la  fonction  cp  n'ait  qu'un  pôle 
simple  dans  un  parallélogramme  :  mais  alors  elle  doit 
se  réduire  à  une  constante,  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier, 
car,  si  p  =  I ,  on  a 

G{x)  =  6(37),        cp(a7)  =  I. 

3.  Soit  maintenant  a  une  constante  diÛérente  de  zéro« 
La  série 
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est  encore  convergente  et  définit  encore  une  fonction 
aux  deux  périodes   aK  et  2/K'.  Mais  cette   fonction 
admet  dans  chaque  parallélogramme  des  périodes  une 
linfinité  de  pôles  qui  sont  les  zéros  des  fonctions 

Elle  a  donc  des  points  singuliers  essentiels  à  distance 
£nie  et  ce  n'est  pas  une  fonction  elliptique. 

4.  On  étendra  sans  peine  ces  considérations  de  la 
façon  suivante.' Soient  ai ,  a2,  ...,  ay  des  constantes  et 
^Il(:t:)  une  fonction  rationnelle  à  coefficients  constants 
<de  0(j:  —  ai),  0(j:  —  a2),  . . .,  0(a:  —  Ov).  Si  la  série 

n-=-l-  00 

F(;r)=   2   R(iFH-a/iiK') 

^st  convergente,  elle  définit  une  fonction  doublement 
apériodique  qui  est  elliptique  quand  la  fonction  R(a:)  est 
liomogène  par  rapport  aux  fonctions  %  qui  la  composent, 
c3e  façon  à  se  reproduire  multipliée  par  une  exponen^ 
tielle  linéaire  en  a:,  quand  x  augmente  de  2/K'. 
En  prenant  les  séries 


n 


Yy{x)—    V   a»R(a7-f-2/iiK') 


u 


n  = —  » 


/i  =  +  00  . 


¥t{xy=    V    a^q^'^'e     ^      R(a: -f- 2/iiK') 


/!■= —  00 


^  m  entier  constant),  on  obtient  des  fonctions  à  multi- 
licateurs  constants  ou  exponentiels. 
Enfin,  on  peut  former  des  séries  analogues  à  celles 
ue  nous  venons  de  considérer,  en  les  composant  avec 
es  fonctions  0  de  deux  ou  plusieurs  variables. 
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Marseille. 


Ajnalyse.  —  En  appelant  a  et  b  deux  Jonctions  uni- 

formes  de  z,  démontJ^er  que  la  surface  représentée 

par  les  équations 

a?  =  a  cos<p, 

y  =  6sin<p, 

peut  être  engendrée  par  le  déplacement  conv^enable 
d'une  ellipse  variable  av^ec  z. 

Déterminer  le  volume  compris  entre  la  surface  et 
les  deux  plans  dont  les  équations  sont 

z  =  Zq        et        z  =  ZQ-h  h, 

en  supposant  le  produit  ab  constant. 

Former  ensuite,  dans  le  cas  général,  l'équation  dif- 
férentielle enzet^  qui  donne  les  lignes  asymptotiques 
de  la  surface. 

Intégrer  enfin  cette  équation  différentielle  dans  le 
cas  où  l'on  a 

I  d^b        I 


a  =  Kb,        K  =  const., 


b  dz^       z^ 


Nota.  —  Les  axes  de  coordonnées  seront  supposés 
rectangulaires. 

Une  tranche  du  volume  est  comprise  entre  deux  el- 
lipses de  même  aire,  situées  dans  des  plans  parallèles. 
Soit  A  l'aire  d'une  de  ces  ellipses  ;  réiément  de  volume 
est  Ar/A,  et  le  volume  entier  A  A. 
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Les  lignes  asymptoliques   sont  déterminées  par  les 
équations  rf2cp  =  o,  d*z  =  o^  pd^x  -\-  qd^y  =  o,  quand 
z  et  (f  sont  les  variables  indépendantes.  On  trouve  ainsi 
l'équation  générale 

(a*6  cos'îp  ■+■  ab" sin^ ^)dz^ 

—  2{a' b  —  ab' )  sin  <p  cos  (^  dz  d^  —  ab  d^^  =  o, 
ou 

{ cos»  o  -h  -y-  sin*  «p  j  dz'^ 

—  il j-jsincp  cos  ^  dz  df  —  d(^^  =  o, 

en  appelant  a\  b\  a!\  V  les  dérivées  de  a  et  i  par  rap- 
port à  z. 

Dans  le   cas  particulier  proposé   pour  l'intégration, 
l'équation  précédente  se  réduit  à 

-j-dz* —  fl?<p*  =  o, 
ou  à 

—.^df^=0. 

Il  est  facile  d'achever. 


Dijon. 


Analyse.  —  I.  Intégration  des  équations  diff'éren- 
tielles  linéaires  à  coejfficients  constants,  dépourvues 
ou  pourvues  de  seconds  membres, 

II.  Trouver,  en  coordonnées  rectangulaires,  une 
ligne  plane  pour  laquelle  Paire  limitée  par  elle,  par 
les  axes  des  coordonnées  et  par  l* ordonnée  du  point  m 
mobile  sur  cette  ligne,  reste  proportionnelle  au  carré 
de  la  distance  du  même  point  m  à  l'origine. 

En  appelant  x  Tabscisse  du  point  m^y  son  ordonnée 
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à  considérer  comme  fonction  de  x^  et  h  un  coefficient 
constant  dont  la  valeur  dépend  de  la  proportionnalité  à 
réaliser  d'après  Ténoncé,  l'équation  de  ce  problème  est 


/ 


I 

0  ^'^ 


dont  la  diÛférentiation  conduit  à  Téquation  différentielle 

homogène 

dy  ^  ky  —  x 

dx  ~~        y 

Après  l'intégration  de  cette  dernière,  la  valeur  de  la 
constante  arbitraire  se  détermine  par  la  condition  ini- 
tiale^ =  o  pour  X  =  Oy  dont  la  nécessité  est  évidiente. 

Mécanique.  —  I.  Mouv^ement  d' un  corps  solide  au- 
tour d*un  point  fixe,  la  réaction  du  point  fixe  étant 
la  seule  force  extérieure  agissant  sur  lui. 

II.  Question.  —  Un  fil  homogène  pesant,  attaché  à 
deux  points  fixes  situés  à  la  même  hauteur,  affecte  la 
forme  d'un  arc  de  cjcloïde,  la  tangente  au  sommet 
étant  horizontale.  On  demande  quelle  doit  être  la  loi 
de  la  section . 

La  section  en  un  point  doit  être  inversement  propor- 
tionnelle au  cube  du  cosinus  de  l'angle  de  la  tangente 
en  ce  point  avec  la  tangente  au  sommet.  On  voit  que  les 
deux  points  fixes  ne  peuvent  être  les  points  de  rebrousse- 
meut  de  la  cycloïde,  ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la 
proposition  plus  générale  que  la  tangente  en  une  ex- 
trémité fixe  d'un  fil  pesant  ne  peut  être  verticale. 

Epreuve  pratique.  —  Une  surface  de  rév^olution  a 
pour  axe  une  droite  verticale  dont  le  pied  sur  le  plan 
horizontal  est  à  o",02  en  a^ant  de  la  ligne  de  terre; 
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elle  est  engendrée  par  la  rotation  d'une  circonférence 
</eo'°,o25  derayony  située  dans  le  plan  vertical,  dont 
le  centre  placé  à  gauche  de  la  projection  verticale  de 
taxe,  au-dessus  de  la  ligne  de  terre^  est  séparé  de  ces 
deux  droites  par  des  distances  toutes  deux  égales  à 
o'',()4.  Construire  le  plan  tangent  à  cette  surface  en 
un  quelconque  de  ses  points,  ainsi  que  son  contour  ap- 
parent sur  le  plan  vertical. 

Paris. 
Analyse.  —  i**  Intégrer  V équation 

dy 

Cette  équation,  étant  une  équation  de  Bernoulli,  de- 
vient linéaire  quand  on  prend  pour  fonction  inconnue 
^inverse  àe y.  On  trouve  ainsi  pour  son  intégrale  gé- 
Mërale 

y  = _____ j 

log(a7  H-  v/i  -+-  x^)  —  a?  v/n-  a?*  -f-  G 
^  étant  une  constante  arbitraire. 

2"  trouver  les  lignes  asympto tiques  du  conoïde  qui 
^  poz^^  plan  directeur  le  plan  des  xy^  pour  directrice 
^  ^xe    des  z  et  qui  est  circonscrit  à  la  sphère 

{X l)2  -t- J^î  H-  5»  =  I  . 

^'^    sait  que  les  asyinptotiques  non  rectilignes  du  co- 
loide      ^  =  cp  \~)  ont  pour  équation  finie 

ar-^cp'  /  ^  J  =  const. 
our  ^iélerminer  cp,  on  pose  jk==-^Z,  Z  étant  la  fonction 
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inverse  de  cp,  et  l'on  écrit  que  cette  droite  coupe  la 
sphère  en  deux  points  confondus,  ce  qui  donne 
x^{i  -h  Z^)  =1.  L*équation  duconoïde  est  donc 

D'après  cela,  l'équation 

y 

=  const 

représente  les  asymptotiques   cherchées,  qui  sont  algé- 
briques. 

Dynamique.  —  Une  tige  rectiligne  pesante  OA,  non 
homogène,  d'épaisseur  infiniment  petite  y  est  mobile 
autour  d^une  de  ses  extrémités  O  supposée  fixe. 
Trouver  le  mouvement  de  cette  tige,  supposée  placée 
dans  des  conditions  initiales  quelconques. 

On  prendra  pour  axes  fixes  la  verticale  descen- 
dante Oz  et  deux  axes  rectangulaires"  O  x  et  Oy  dans 
un  plan  horizontal.  On  appellera  9  Vangle  z  OA  et  ç 
l'angle  z  OA  avec  le  plan  zOx. 

Désignons  par  M  la  masse  de  la  barre,  par  MK^  sou 
moment  d'inertie  par  rapport  au  point  O,  par  /  la  dis- 
tance de  son  centre  de  gravité  au  point  O.  Le  théorème 
des  forces  vives  donne 

(i)  «p'«sin»e-f-6'«=  -  fcosb=hy      (A  =  const.). 

Le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment par  rapport  à  l'axe  O::  donne  une  seconde  inté- 
grale 

('?.)  o'siii'O  =  const.  =  C. 
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Eliminant  <p'  on  aura,  pour  déterminer   l'inconnue 
M  ==cos  8,  à  intégrer  la  différentielle 

du 


dt  — 


y/c- «')(^«  +  a)_G. 


On  tirera  ensuite  <p'  de  Tintégrale  (2).  Même  expres- 
sion de  n  que  pour  le  pendule  sphérîque  ;  même  discus- 

SÎOQ. 

Cinématique.  —  Les  côtés  AB  et  AC  du  quadrila- 
tère articulé  ABGD  sont  égaux ^  ainsi  que  les  côtés  DB 
^^  DC.  On  fixe  le  côté  AB  et  V  on  considère  le  inouïe- 
f^^Gnt  de  la  bielle  CD  :  ce  mouvement  peut  être  obtenu 
p^^r  le  roulement  d\ine  courbe  liée  à  CD  sur  une 
bourbe  fixe. 

Déterminer  ces  deux  courbes.  Démontrer  que  la 
^^^G,nivelle  AC  fait  deux  tours  pendant  que  la  mani- 
'^Glle  BD  en  fait  un  (  '  ). 

Les  courbes  cherchées  sont  les  lieux  du  cenire  instan- 
t'ané  I  dans  le  plan  fixe  et  dans  le  plan  mobile.  Ce  point  I 
est  à  l'intersection  des  côtés  CA  et  DB  prolongés. 

Soient  a  la  longueur  des  côtés  issus  de  A  et  rf  celle  des 
côtés  issus  de  D.  On  prend  dans  le  plan  fixe  pour  pôle  B, 
pour  axe  polaire  BA-,  dans  le  plan  mobile  pour  pôle  D, 
pour  axe  polaire  DC;  les  coordonnées  de  I  étant  /',  0 
dans  le  premier  système,  /'i,  0|  dans  le  second,  la  pro- 
priété de  la  diagonale  AD  d'être  bissectrice  des  deux 
angles  en  A  et  en  D,  donne  les  relations 

a  d-{-  r  a  /'i  —  a 


P        /a*-hr2  —  2arcos8  ^       /a*-f-rf  —  ariCos6| 


(  *)  L'énoncé  devrait  ajouter  :  «f  AC  est  plus  petite  que  BD. 
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qu'on  peut  écrire 

lad  j        A  '>'<id     ,  j  -   . 

r—^ ;(flH-tfcos6),  ri  =  -=- -id — acosOi). 

a*  —  a*  a*  —  a' 

Les  deux  courbes  cherchées  sont  donc  deux  limaçons 
de  Pascal . 

Si  Von  suppose  d>  a^  le  point  D  décrit  une  circonfé- 
rence qui  entoure  le  point  A;  donc  quand  la  manivelle 
AD  fait  un  tour  complet,  il  en  est  de  môme  de  la 
droite  AD^  l'angle DAB  augmente  de  Sôo"*; l'angle  CAB 
étant  double  du  précédent,  son  côté  AC  fait  deux  tours. 

Calcul  astronomique.  —  En  un  lieu  de  colatitude\ 
on  observée  le  temps  sidéral  du  passage  d'une  étoile 
d'ascension  droite  A  et  de  distance  polaire  P,  au 
fil  vertical  de  la  lunette  d'un  théodolite,  La  lecture 
du  cercle  azimutal  est  L. 

On  pointe  ensuite  la  lunette  sur  une  mire  terrestre; 
soit  \J  la  lecture  correspondante.  On  demande  de  dé- 
terminer l'azimut  absolu  de  la  mire. 

On  prendra 

X  =4i'»  9'48',o;         t  =5»'2o"59',5;         L  =i20<»  8'56%4; 
P=  5o"45'24','2;        A  =  8»» 33-» 45% 3;        L'=ij5o5i'  4°,5. 

Les  lectures  croissent  de  l'est  à  V ouest  par  le  sud, 

Lyon. 

Analyse.  —  I,  On  prend  sur  une  surface  les  lignes 
de  courbure  pour  lignes  coordonnées  curvilignes. 
Le  ds'^  devient  ds^  =  E(w,  v)du^  4-  G(//,  v)dv^^.  Expri- 
mer en  un  point  le  produit  des  rayons  de  courbure 
principaux. 

11.  Intégrer  les  équations  aux  dérii^ées  partielles 

¥{z—px^qy—pq)  =  o  et  ¥{px -^  py -^  pq)  =  o^ 

F  fonction  quelconque. 
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Mécanique.  —  I.  Etablir  la  relation  entre  la  force 
vi^e  totale  d'un  système^  la  force  vii^e  dans  le  mou- 
vement relatif  par  rapport  au  centre  de  grai^ité  et  la 
forée  vii^e  du  centre  de  gravité,  etc. 

II.  Moui^ement  d'un  point  pesant  sur  une  circonfé- 
rence qui  tourne  uniformément  autour  d'un  diamètre 
vertical. 

Cas  particulier  oii,  à  l'origine  des  temps,  le  point 
est  dans  la  situation  de  repos  relatif  à  l' extrémité  du 
rayon  horizontal. 

Rennes. 

Ajvalyse.  —  I.  Trouver  l'équation  aux  dérii^ées par- 
tielles des  surfaces  telles  que  leur  plan  tangent  en 
chaque  point  (x^y,  z)  détermine  sur  l'axe  OZ  et  à 
pcii'tir  de  l'origine  une  longueur  qui  fie  dépend  que 

(lu  rapport -' 

transformer  Véquation  du  second  ardre  obtenue, 
P^f^  la  substitution 

^'^   ciéduire  son  intégrale  générale, 

CDn  intégrera  également  cette  équation  en  partant 
"^    i' intégrale  intermédiaire  immédiatement  fournie 
P^^-  l'énoncé, 
-•I.  Etude  de  l'intégrale 


f 


clz. 


P^'^s^^  le  long  du  contour  formé  de  deux  demi-circon- 

J^^*^^nces  de  rayons 

R     et    r 


^y^it,  nt  V origine  pour  centre  commun  et  reliées  par  les 
'^  ^^^n.  de  Mathemat,,  3«  série,  t.  XV.  (Mars  1896.)  10 
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portions  de  Vaxe  réel  qu  elles  interceptent  entre  elles. 

On  supposera  a  et  h  réels  et  positifs. 

En  faisant  tendre  R  vers  l'infini  et  r  vers  zéro^  on 
déduira  la  valeur  de  l'intégrale  définie 

r    *  sinaa?  sin  Sa?    , 

./     — ^^"^^ 

(a  ef  [3  réels), 

La  première  question  eoncerne  les  surfaces  réglées 
qui  admettent  Vaxe  des  z  comme  directrice. 
Quant  à  Tintégrale  réelle 


/ 


00 
S 


00 


inajc  sin  Q^r    , 


qui  dépend  de  la  seconde  question,  on  peut  ainsi  définir 
son  mode  de  détermination  :  soit  o>  une  quantité  positive 
que  l'on  choisira  égale  f»  la  plus  petite  des  deux  quan- 
tités positives 

hl     et     JPI; 

soit  enfin  e:=dti,  choisi  de  même  signe  que  le  pro- 
duit ajî;  l'intégrale  précédente  aura  pour  valeur 


îT  •  U) .  &. 


MîxANiQL'E.  —  Déterminer  et  étudier  les  formes 
d'équilibre  d'un  fil  homogène^  inextensible  y  dont  les 
points  sont  sollicités  par  une  force  émanant  d'un 
centre  fixe  et  inversement  proportionnelle  au  carré 
de  la  distance. 

Former  le  système  des  équations  propres  à  fournir 
les  constantes  arbitraires  lorsqu^on  donne]a  longueur 
du  (il  et  les  positions  de  ses  deux  extrémités. 

La  courbe  clierchée,  toujours  rectifiable,  se  résout  en 
deux  variétés  \  l'une  de  ces  variétés  est  une  transformée 
d'hyperbole  qu'on  obti(;nt  en  faisant  tourner  les  rayons 
vecteurs  issus  à' un  foyer,  d(î  manière  (|ue  l'angle  d'un 
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rayon  avec  l'axe  focal  de  riiypcrhole  soit  amplitié  dans 
un  rapport  constant  K  ;  la  longueur  du  rayon  vecteur 
est,  bien  entendu,  c(niservée. 

Le  lieu  de  l'extrémité  du  nouveau  rayon  vecteur  est 
la  courbe  cliercliée. 

Le  rapport  constant  K  est  lié  très  simplement  à  Vex- 
centricité  de  1  hyperbole. 

Epreuve  pratique.  —  Sur  la  Terre,  regardée  comme 
spTiérique,  on  demande  la  dislance  kilométrique  des 
deigjc  points  A  et  B,  déterminés  par  leurs  coordonnées 
géographiques  : 

(  Latitude.,.. c&  =       r>Q.56.3o 

(  Longitude L  =       27 .  58 . 1 3 

j  Latitude ç' = —  33.    i.5:> 

(   Longitude 1/  —     *28().   '^..38 


LiUe. 

AjvALYSE.  —  I**  Question  de  cours.  —  Intégration 
"Il Fie  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du 
P'^f^^nier  ordre. 

-application  aux  équations  des  cônes,  des  cylindres 
^^(^Igs  surfaces  de  révolution. 

^'*   Problème.  —  Une  courbe  plane  (C)  est  tangente 


^^^  ^^  il  une  droite  Ox.  C  étant  le  point  oii  la  normale 
^''^  ^--^  rencontre  la  normale  en  un  point  quelconque  M, 


on   il  Ci  I  1 1  il  II  fu\i  nf  (  ,  il  eu  r  (Il  i  \  il ,    ,  r/(  le  (  )|*.  M(  ).   //////- 
les  (I  CCS  (h'ii.r  uni  innliw . 

Dêlermiiic!'  In  cotirhr  par  la  condition  que  les  frais 
arcs  OM,  OP,  IVIQ  vérijlonl  la  relation  linéaire 

rt.OÏ»-i-/>.MQ  =  OM. 
Inéquation  générale  des  tangentes  «  (C)  étant 

X  AïiOL  — y  COS2  =  /"(«), 

on  formera  Véqnation  différentielle  à  laquelle  satis^ 
fait  la  fonction  f  {^%)\  on  acliéi'era  l'intégration  dans 
le  cas  oii  a  =  If  =  ~ . 

Mkcam(,)L'e.  —  Preinièri;  qiieslioii.  —  Etendre  le 
théorème  des  forces  vives,  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouv^ement ^  et,  en  particulier,  celui 
des  aires  au  cas  du  mouvement  relatif  d'un  système 
autour  de  son  centre  de  grav^ité, 

Deuxi(hne  question.  —  Un  point  matériel  non  pesant 
M,  de  masse  m,  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  r hélice 
circulaire 

X  —  a  (.'OS  w,         y  —  a'f\\\u,         5  =  au  col  «, 
que  ron  suppose  dépolie.  On  demande  d'étudier  le 


\' 


mouvement  du  point  M,  sac/tant  qu'il  est  soutnis  à  une 
force  dirigée  xuirs  le  point  M  oii  la  tangente  en  M  à 


(  '4<  > 

Ihêlica  rencontra  le  plan  .rO»    f^f  è^nlc  à 

MX 

nuie  "  . 

On  tiendra  compte  du  J roi lement..  A  l* instant  initial 
le  mobile  est  en  A  dans  le  plan  xOy  et  sa  vitesse  est  v^. 

AsTRooMiE.  —  En  un  lieu  de  latitude  connue  \  on 

a  mesuré  le  temps  sidéral  T  t/ui  s'écoule  entre  les  deux 

passages  d'une  même  étoile  connue  (a,  o  )  dans  un  plan 

vertical  déterminé,  C (dealer  les   heures  sidérales  de 

ces  deux  passages, 

jipplication  : 

X  =  5o'38'4r,o(B). 

T=  i»'i4"'40\ 

a  =  io'')7'"i.i-,97, 

0  r=(;.2"i()'r,i(ll). 


CORRESIH)KD\^CE. 


Extrait  d'une  lettre  de  J/.  Maillard,  professeur 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers. 

La  queslion  d'Analyse  proposée  en  juillet  189.5  à 
l'examen  de  Licence  devant  la  Faculté  de  Lyon  (voir 
Nouvelles  Annales,  W  série,  t.  XV,  j».  48)  peut  èlre 
résolue  par  les  niétliodes  ordinaires  (  '). 

Il  s'agit  d'intégrer  l'écpiation  sans  second  membre 

^//*K  dv         „  , 

•r*      •-  -     ix  -. h  a^-.r^  y  --  o. 

ds*  d'T 

F.   •  .     /     .  f     ^     Il  dy     ^  d- y      y,    , 

aisons  ax  =  t^  écrivons  ^    et  r  pour  -;-  et     ,'4">  divi- 

*  df  df* 


I  ')  Voir,  par  exciii|ilc.  Skiuu;!.  Calcul  intvvnal,  (Ihap.  \, 


M//  (h(  1 1 1  (In  l'oi  fff  i  .  ih  n  t  ,/(  (  ^  (/r  i  t  f  i  /('  i  )]\  M(  ).  /////    ''' 

V 

hi\  (i  cr.s  (If'ii.r  tini  in(ilc.\ . 

Délermincf  ta  coitthr  par  la  condilion  que  las  Iror^- ^ 
arcs  OM,  OP,  M(^)  vérijieni  la  relation  linéaire 

^.()P-h/>.MQ  =  OM. 

V équation  (générale  des  tangentes  «  (C)  étant 

X  sina  — y  cosa  = /"(a), 

on  formera  rét/uation  différentielle  à  laquelle  satis^ 
fait  la  fonction  f  {ol)\  on  achrvera  l'intégratioti  dans 
le  cas  oit  a  =  h  =~. 

Mécamque.  —  Première  queslioii.  —  /^tendre  le 
théorème  des  forces  vi\*es,  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouv^ement^  «f,  en  particulier,  celui 
des  aires  au  cas  du  mouvement  relatif  d\in  systètne 
autour  de  son  centre  de  gravité. 

l)(L*uxî«Mne  question.  —  Un  point  matériel  non  pesant 
M,  de  masse  m,  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  V hélice 
circulaire 

X  —  a  CA)<Uy        y  —  a  sin  u^         z  =  au  coti, 
que  Von  suppose  dépolie.   On  demande  d'étudier  le 


\!J  : 


w. 


"^     .'A 


mouvement  du  point  M,  sachant  qu'il  est  soumis  à  une 
force  dirigée  ifers  le  point  N  oii  la  tangente  en  M  à 


(  •4>  ) 

l  hélice  rencontre  le  plan  xOy  et,  égale  à 


mae  "  . 


On   tiendra  compte  du  frottement,  A  V  instant  initial 
le  wriahile  est  en  A  dans  le  plan  xOy  et  sa  vitesse  est  v^, 

A.STRONOMIE.  —  En  un  lieu  de  latitude  connue  \  on 
a  rrMesuré  le  temps  sidéral  ï  {/ui  s^ écoule  entre  les  deux 
passages  d*une  même  étoile  connue  (a,  8  )  dans  un  plan 
vei^lical  déterminé.  Calculer  les  heures  sidérales  de 
ces  deux  passages. 

.application  : 

X  =  5o*'38'44\()(B), 

T=  i»'i4'°46% 
a  =  io*'57™i4%97, 
S=62"i9'3',5(B). 


GORRESPONDAKGE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M,  Mail  lard  ^  professeur 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers, 

-La  question  d'Analyse  proposée  en  juillet  1893  à 
'^'^^nien  de  Licence  devant  la  Faculté  de  Lyon  (voir 
^Of^ifelles  AnnaleSy  3*"  série,  t.  XV,  p.  48)  peut  être 
''e&c>lue  par  les  méthodes  ordinaires  (  *  ). 

'  1   s'agît  d'intégrer  l'équation  sans  second  membre 

^d'^Y  dy 

Faî  «:»  *     '     •  '    ^     Il  dy        d^Y      ^,    , 

*  ***^ons  ax  =  t,  écrivons  y   et  v'  pour  -f-  et  — ,^)  divi- 

*-  ^^      ^  fit  at^ 

^  *   ^    Voir,  par  exemple,  Serret,  Calcul  intégral,  Cliap.  X. 


(  >4'-  ) 

sons  par  /,  il  vieiil 

f  y" —  2y'  -{-  t  y  =  o. 

Egalons  à  zéro  les   dérivées   successives  du  premier 
membre,  faisons  /.  =  o,  nous  aurons 


puis 


Vo  -  0. 

1'" 

J  0 

=  .ro, 

.rr'=- 

// 

,,/i-ï 

.   ->  0        ^ 

n  —  x 


d'où,  par  la  formule  de  Mac-Lauriii  : 

/        /«        M"*       5^'        7/»  \ 

■^  '•>.   \V.         5!  "^   7Î'         9Î    '"/ 
c\îsl-à-dire 

y" 
V  =  Vo  (  t-'os  /  -1^   /  si  n  /  —  i-^  (  si  n  /  —  t  cos  ^  ) 

ou  bien 

y  =  M(cos/  -i-  t  sint)  -H  N(sin  /  —  tcosf). 

Appliquant  à  Téqualion  complète  la  méthode  de  varia- 
tion des  constantes,  remettant  ax  au  lieu  de  /,  on  trouve 
sans  diiliculté  l'intégrale  particulière  indiquée,  où 

A  =  —  cl         B  = :  • 

a*  /|flf* 


VARIETES. 


La  Bibliothèque  mathématique  des  travailleurs. 

Les  facilités  matérielles  données  aux  travailleurs  con- 
tribuent pnissannnenl  aux  progrès  des  Sciences.  Il  n'est 
donc  pas  étonnant  (juc  la  pioposilioii  faite  au  (40ngrcs 


(  '43  ) 

Je  Caeii  (1894)  par  M.  I^cmeray,  el  tcndaiil  à  l'orgaiiî- 

salion  d'une  bibliol]ièqueiiiall)ématî(|ue,  ait  été  accnieillie 

avçc  la  synipathie  la   [)lu$  sincère    par  les  sections  de 

Malliéinatiques,  auxquelles  cette  proposition  s'adressait. 

Mais  de  l'idée  à  l'exécuiion  la  distance  est  souvent 
grande,  et  l'entreprise  à  créer  se  trouvait  hérissée  de 
difficultés  que  personne  ne  méconnaissait.  La  première 
pensée  avait  été  d'adopter,  ce  qui  semble  assez  naturel, 
la  forme  coopérative.  Or,  le  seul  procédé  pratique  con- 
sistait h  créer  la  bibliothèque  h  Paris ^  et  ce  sont  juste- 
ment les  mathématiciens  habitant  Paris  qui  en  ont  le 
moins  besoin.  Comment  amènera  coopérer  entre  elles 
des  personnes  isolées  h»s  unes  des  autres,  et  le  plus 
souvent  ne  se  connaissant  même  pas? 

Très  pénétré  cependant  de  l'importance  d'une  telle 
fondation,  et  de  sa  grande  utilité,  je  crus  devoir  faire 
connaître  la  proposition  de  M.  Lémeray  par  une  ques- 
tion posée  dans  V InU^rmédinire  des  Mathématiciens, 

Bientôt,  répondant  à  cet  appel,  un  jeune  savant,  le 
D*"  Hulmann,  que  je  connaissais  du  reste  depuis  plu- 
sieurs années,  s'offrait  à  essayei"  de  mettre  en  pratique 
ridée  de  la  ciéation  dont  il  s'agit.  Peu  de  mois  après, 
la  Bibliotlièqne  niathénialique  des  tra^ailleu/s  était 
fondée.  Elle  vient  aujourd'hui  de  franchir  le  eap  de  sa 
première  année.  Ce  résultat  rapide  et  inespéré  a  été 
obtenu  par  le  concours  d'un  grand  nombre  de  bonnes 
volontés  et  d'initiatives  individuelles,  (pii  sont  venues 
encourager  le  D"^  Hulmann  dans  sa  tache,  et  dont  il  y  a 
lieu  de  se  féliciter. 

La  Bibliothèque  mathématique  des  travailleurs 
a  pour  but  exclusif  de  prêter  des  livres,  journaux 
ou  Mémoires  de  Mathématiques  à  ses  abonnés.  La  coopé- 
ration aurait  permis  de  faire  plus,  et  d'organiser  peut- 
être  en  outre  la  possibilité  de  la  h^rluresur  place;  mais, 


(  i44  ) 

coiiiinc  nous  Tavoiis  dit  plus  haut,  on  risquait  d'attendre 
longtemps  et  peut-être  indéfiniment.  Dépourvue  de 
tonte  complication  administrative,  et  réduite  au  mîui- 
mum  de  dépenses,  la  Bibliothèque  peut  consacrer 
presque  toutes  ses  ressources  à  enrichir  le  fonds  initial 
avec  lequel  elle  a  débuté.  Aussitôt  fondée,  cette  utile 
institution,  qu'on  ne  saurait  assez  faire  connaître, 
a  trouvé  les  concours  les  plus  dévoués  de  collaborateurs 
apportant  leurs  avis,  leurs  livres,  et  leur  active  propa- 
gande ;  puis  les  abonnés  ont  répondu  à  l'appel  qui  leur 
était  fait,  comprenant  bien  qu'il  y  avait  là  une  œuvre 
de  désintéressementetde  solidari  té  scientiGques,  exempte 
de  toute  pensée  commerciale. 

En  juillet  iSpS,  la  Bibliothèque  a  publiée  un  premier 
catalogue,  comprenant  63o  numéros,  c'est-à-dire  63o  Vo- 
lumes. J.ors  de  la  publication  du  prochain  catalogue, 
qui  aura  lieu  au  cours  de  la  présente  année,  le  nombre 
total  dépassera  mille. 

Ce  n'est  pas  seulement  le  nombre  qui  fait  la  valeur 
de  ce  fonds,  mais  encore  la  rareté  de  certains  Volumes, 
dont  (juelques-uns  sont  pour  ainsi  dire  introuvables. 
Ce  sont  surtout  des  dons  volontaires  qui  ont  produit  ce 
brillant  résultat. 

JNous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  aucun  détail  au  sujet 
du  fonctionnement  et  des  conditions  d'abonnemenl. 
Ceux  de  nos  lecteurs  que  la  (juestion  intéresserait  pour- 
ront obtenir  tous  les  renseignements  en  s'adressant  au 
D""  Hulmann,  4>  ^^^  de  la  Cure,  Paris  (Auteuil).  Nous 
nous  bornerons  à  signaler,  comme  condition  essentielle, 
que  tout  livre  ou  recueil  désiré  par. un  abonné,  et  se 
trouvant  dans  le  commerce,  est  immédiatement  acquis 
parla  Bibliothèque. 

Si  cette  institution,  bien  récente  encore,  prend  les 
développements  que  les  débuts  permettent  légitimement 


•(  .45  ) 

d'espérer,  il  est  à  prévoir  que,  clans  un  avenir  pas  hien 

éloigné  peut-être,  elle  pourrait  rendre  encore  de  plus 

grands  services  en  organisant  une  salle  de  lecture,  d*où 

la  possibilité  de  travailler  sur  place.  Malgré  le  nombre 

et  l'importance  des  grandes  bibliothèques  scientifiques 

existant  déjà,  il  y  aurait  là  un  nouvel  élément  de  travail 

des  plus  précieux,  et  qui  serait  bientôt  apprécié  des 

jeunes  mathématiciens  habitant  Paris.  Mais  ceci  est  du 

domaine  de  l'avenir.  En  ce  qui  concerne  le  présent,  il 

nous  a  semblé  bon  de  faire  connaître  aux  lecteurs  et 

collaborateurs  des  Noui^e lies  Annales,  et  principalement 

à  ceux  qui  habitent  les  déparlemenls  ou  l'étranger,  ce 

nouveau  foyer  de  diffusion  des  vérités  mathématiques,  qui 

s'appelle  \di  Bibliothèque  niathéniatique  des  travailleurs. 

C-A.  Lai  SAN  T,  Rédacteur. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


Questions  1638  et  1639. 

(  1892.  p.  3o*,  3r.  ) 

1638.  On  considère  un  cercle  fixe  C  et  un  faisceau  de 
^GLf^dioïdes  ayant  toutes  même  axe  de  symétrie  et  même 
point  de  rebrousse  ment  O.  La  somme  des  inverses  des 
^^^^ons  vecteurs  joignant  le  point  O  aux  points  d'inter- 
jection du  cercle  avec  une  des  cardioïdes  est  constante. 

'1  639.  On  considère  un  cardioïde  et  une  point  fixe  P  dans 
son,  plan.  Un  cercle  quelconque  ayant  son  centre  en  V  ren- 
coA^  tre  la  cardioïde  en  huit  points,  La  somme  des  longueurs 
des  rayons  vecteurs  joignant  ces  huit  points  au  point  de 
f^^  l^  rousse  ment  de  la  cardioïde  est  constante. 

(K.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  KuNKST  Foucart. 
Soient 

p  —  U(i  -i    ros(o), 


(  ■4«  )• 

les  équations  d'une  cardioule  et  d'un  cercle  G  de  centre  P(a,6). 
On  a 

p  --  R  .  v^ApR  —  p' 

a?  =  p  cos  0)  =  p  ^-— |T — i  ^  =  psina)  =  p ^—^ =— • 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  circonférence,  on  a, 
pour  déterminer  les  points  communs  aux  deux  courbes  autres 
que  les  points  cycliques,  l'équation 

p2_2apï— jT lùp^    ^     ^  -4-  U'«  =  o. 

Développant  et  ordonnant  par  rapport  à  p,  il  vient 

[(R  — •;►.«)« -f- 4  ft*]p*-h  \ï{[a(K  —  la)—  7.b^]p^ 

-^  -2  R  [ 2 a»  R  +  R'î (  R  —  2 a  )|  pï -t-  4 a  R'*  R2  p  -4-  R»  K'«  =  o  ; 

la  considération  de  cette  équation  donne  la  proposition  du  nu- 
méro 1638  ou  celle  du  numéro  1039,  suivant  qu'on  y  regarde  R 
ou  R'  comme  variable. 

Il  eût  été  préférable,  dans  la  question  1639,  de  ne  considérer 
que  les  quatre  points  communs  autres  que  les  points  cycliques. 


Question  1641. 

(18<J2,  p.  3i*.  ) 

Si  un  cercle  a  pour  centre  un  point  d^une  hyperbole 
équilatcre  et  passe  par  le  symétrique  de  ce  point  par  rap- 
port  au  centre  de  r  hyperbole  y  il  coupe  cette  courbe  en 
trois  autres  points  qui  sont  les  sommets  dhin  triangle  équi- 
latéral.  (Lemairë:.) 

SOLUTION 

Par  M.  Khnest  Foucaut. 

Soient 

^î  —  yt  —  a*  =  o 

l'équation   de  l'hyperbole  et  «séccp,  atan<^cp  les  coordonnée 
du  point  considéré.  Transportons  en  ce  point  les  axes  de  coo  ■ 
données  parallèlement  à  eux-mêmes;  riiy|)erbolc  et  le  cerc"! 
ont  alors  pour  équations 

.r-  —  y'^-\-  •>»7.r  soccp  —  '2r/j' tan*;'^  ~  o. 
■r"-  -h y-  —  4 'T^-- (  I  -^  'iin^  'i  )  séc- '^  =  o. 
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L*équation  aux  coefficients  angulaires  des  droites  joignant 
l'origine  aux  points  communs  à  ces  deux  courbes  est 

//i*-4-  2  sino ni^ —  3(i  -f-  sin'cp)m'-i-  isinom  -h  sin^o  =  o, 

et,  supprimant  la  droite  qui  passe  par  le  centre  de  l'hyperbole, 

m^-h-  3  sino//i2 —  3//i  —  sino  =  o. 

Cette  équation  définit  les  coefficients  angulaires  de  droites 
faisant  entre  elles  des  angles  de  Go",  car  si  l'on  pose 

tangb)  =  —  sincp, 
et 

(O 

tang-  =  m, 

on  a  la  relation  connue 

3  m  —  ni^ 

-— sino  = — -  , 

I  —  3  //î  * 

équivalente  à  l'équation  écrite. 

Question  1644. 

11S92,  p.   ^1*.) 

Si  ai  est  l'anf^le  sous  lequel  une  normale  à  une  parabole 
coupe  raxe  de  cette  parabole j  p  Vanf^le  sous  lequel  elle 
coupe  la  courbe  en  son  second  point  de  rencontre  avec 
CGlle-ci^  on  a  tanga  =  2  tang^.  (On  demande  une  solution 
géométrique.)  (D'Ocagne.) 

SOLUTION 
Par  M.  Ernest  Foucaut. 

« 

Soient  A,  le  pied  de  la  normale  AB  ;  C,  le  pôle  de  AB  ;  F,  le 

milieu  de  AB  ;  D  et  E,  les  points  de  rencontre  de  l'axe  avec  AB 

ei   AG.  On  a 

AE  =  AD  tanga, 

AG  =  ABtangp, 
tVoù,  en  tenant  compte  du  parallélisme  de  FG  et  DE, 

ADtangg  _  AE  _  AD 

ABtangp    "  ÂG  ~  AT'  ' 
et  comme 

AB  ^  >..AF, 

tanjra  —  2  ianp:3. 


(  '48  ) 

Question  1645. 

(  1832,  p.  11».  ) 

On  considère  une  lemniscate  de  Bernoulli  (L)  dont  le 
point  double  est  en  0  et  Vun  des  sommets  en  A. 

On  considère  aussi  l* hyperbole  équilatère  (H)  ayant  un 
de  ses  sommets  au  milieu  de  OA  et  pour  asymptotes  les  tan- 
gentes au  point  double  de  la  lemniscate. 

Montrer  que  le  cercle  qui  a  son  centre  en  un  point  quel- 
conque G  de  (II)  e^  qui  passe  par  O  est  tangent  à  la  lem- 
niscate (L)  en  un  point  K  tel  que  OA  est  bissectrice  des 
droites  OC  et  OK.  (fi).-N.  Barisien.) 


SOLUTION 

Par  M.  Ernest  Fouoart. 


Soient 


(L)  (;r»-+-/S)2— 4a2(;F«— 72)=  o, 

"iia  X 
^2_l_  yï lay  tan<>'9  =  o, 

les  cqualions  de  la  lemniscate  et  du  cercle  de  centre 

C  ( f  a  tanî^ro  ). 

L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  droites  joignant 
l'origine  aux  points  communs  à  ces  deux  courbes,  autres  que 
l'origine  et  les  points  cycliques,  s'obtient  en  éliminant  la  va- 
riable d'iiomogénéité  entre  ces  deux  équations,  ce  qui  donne 

m2(sin*cp  -h  cos2cp)-+-  'im  sino  -+-(1  —  cos'cp)=  o, 
ou 

(m  ■+■  sinç)*  =  o. 

Celle  équation  montre  que  les  deux  courbes  sont  tangentes 
en  un  point  K,  tel  que  OK  ait  pour  coefficient  angulaire  —  sin  <p; 
or  sincp  est  justement  le  coefficient  angulaire  de  OC,  donc  OC 
et  OK  sont  symétriques  par  rapport  à  Ox. 

Question  1658. 

(189i.  p.  1*.) 

On  donne  un  triangle  abc.  Du  sommet  <7,  on  abaisse  suïï* 
bc   la  perpendiculaire  na' ;  de  même,  de   b  on  abaisse   It^- 
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perpendiculaire  bb' .  Du  point  i,  centre  du  cercle  inscrit  au 
t  riangle  a' cb\  on  mène  des  parallèles  à  ac  et  bc. 

Ces  droites  rencontrent  ces  côtés  aux  points  a^.  Démon- 
trer que  la  circonférence  qui  touche  en  ^  et  p  les  côtés  cb 
et  en  est  tangente  au  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
donné  ?  (  Mannheim  ). 

SOLUTION 

par  M.  A.  Duoz-Farny. 

Dans  le  losange  i^ca,  on  a 

ci 


c 

1  cos  - 
1 


Or  le  triangle  a' cb'  est  semblable  au  triangle  donné,  le  rap- 
port de  similitude  étant  cosc.  Soit  I  le  eenlre  du  cercle  in- 
scrit au  triangle  acb.  On  sait  que 


et,  par  conséquent, 


c  I  =  ^ , 

c 
cos  - 


Q       cl  cosc      (p  —  c)cosc       ab 

c  p  =    =  — = 


=  —  cosc. 
1  1 


c  .  c  2/? 

2  cos  -  2  cos'  - 


Soit  m  le  point  milieu  de  ac,  La  puissance  du  sommet  c  par 
'^^pport  au  cercle  des  neuf  points  sera 

,,  ab 

cb  .cm  =  —  cosc. 

2 

Clonstruisons  sur  ac  un  point  P'  pour  lequel  c^.c^'  =  cb' ,cm . 

On  aura 

cp'  =  ^. 

Si     <lonc  on  transforme  la  figure  par  rayons  vecteurs  récipro- 

q*Jos,  par   rapport  au  point  c  comme  centre  et   r^=.  cb' ,cm 

comme  module   d'inversion  :  i°   le  cercle  des  neuf  points   se 

ti^aiîsforme   en  lui-même;   2"  le  cercle   a^  a  pour  inverse  un 

nouveau  cercle  a'p'  tangent  aux  côtés  ac  et  bc  à  une  distance 

cac'  =cp'  =  /?. 

Or  ce   cercle  n'est    rien    autre  que  le  cercle   ex-inscrit   au 


(  »î^^  ) 

trian«çlo  ^f/>c  tiaiis  l'angle  c.  Ce  dernier  étant  tangent  au  cercle 
(les  neuf  p(»ints,  il  en  sera  de  même  du  cercle  ap  et  les  points 
de  contact  sont  en  ligne  droite  avec  le  sommet  c. 


Question  1659. 

{  I89V,  p.  !•). 


Etant  donnée  une  conique  (G),  on  considère  le  triangle 
formé  par  les  tangentes  menées  dUm point  P  à  laconique 
et  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  ^  (G).  Montrer  que 
r orthocentre  de  ce  triangle  est  sur  la  polaire  du  point  P 
par  rapport   au   cercle    orthoptique   de    la  conique    (G). 

(K.-N.  Barisien.) 


SOLUTION 
Par  M.    \.  Dhoz-Kauny. 

Soient  PA  et  l*B  les  tangentes  à  la  conique  (G),  PP',  A  A', 
BB'  les  hauteurs  du  triangle  PAB,  II  son  orthocentre,  M  le  mi- 
lieu de  AB  et  O  le  centre  de  (G).  La  droite  A'B'  coupe  AB 
en  a  et  ail  rencontre  PM  en  a.  On  sait  que  PM  passe  par  le 
centre  0.  La  circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre, 
passant  par  A'  et  B',  il  en  résulte  que  ail  est  polaire  de  P 
par  rapport  à  cete  circonférence  etqu2,  par  conséquent,  angle 
Paa  =  90''.  Le  quadrilatère  PaP'a  est  donc  inscriptible  et, 
comme  P'  et  a  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A 
et  B,  cette  circonférence  est  circonscrite  au  triangle  PP'a  con- 
jugué par  rapport  à  (C).  On  a  donc,  d'après  le  théorème  de 
Faurc, 

ce  (jui  prouve  que  a  Ha  est  une  droite,  et  que  celte  droite  est 
la  polaire  de  P  par  rap|)orl  au  cercle  orthoptique. 


Question  1665. 

U«9V.  i».  2*.) 

Si  trois  cercles  sont  inscrits  et  un  triangle^  les  quatrièmes 
tangentes  communes  quits  admettent,  pris  deux  à  deux, 
forment  un  trianij^le  homologique  du  premier. 


(  '5'    ) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Dhoz-Farny. 

Soient  0,  Oa,  O^,  0^  les  quatre  cercles  inscrits.  La  qua- 
trième tangente  commune  aux  cercles  O  et  O^  coupe  le  côté 
BG  =  a  au  pied  de  la  bissectrice  inlcricure  de  l'angle  A;  de 
même  la  quatrième  tangente  commune  aux  cercles  O^  et  Oc 
coupe  a  au  pied  de  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  A. 

Mais  on  sait  que  les  six  pieds  des  bissectrices  intérieures  et 
extérieures  des  angles  du  triangle  sont  par  trois  sur  quatre 
droites.  Les  trois  côtés  d'un  des  quatre  triangles  des  tangentes 
coupent  donc  les  côtés  correspondants  du  triangle  ABC  sui- 
vant trois  points  en  ligne  droite;  d'où  le  théorème. 


QlieSTIOXS. 

1718.  f{z)  désignant  un  polynôme  entier  en  5,  on  a  légalité 

/'(-s)  désignant  la  dérivée  de /(z),  et  l'intégrale  étant  prise 
tlans  le  sens  positif  le  long  d'un  contour  fermé  C,  simple, /?a;- 
i^n,t  du  point  a?,  pour  y  revenir  après  avoir  entouré  l'ori- 
gine O.  (G.  BOURLET.) 

1719.  Si  deux  triangles  homologiqucs  ABC  cl  AiBiC,  sont 
inscrits  dans  la  même  conique  Q  : 

i**  Le  centre  O  d'homologie  est  le  pôle  de  l'axe  X; 
^^  Les  points  (Bd,  B,C),  (AG,,  A,C),  (AB,,  A,B)  appar- 
tiennent à  X,  et  les  droites  {hc^  h^c),  («Ci,  a^c),  {abx,  axb) 

passent  par  O; 

3*^  Si  par  O  l'on  mène  une  sécante  A,  les  droites  joignant  les 
sommets  de  chacun  des  triangles  aux  points  où  les  côtés  cor- 
respondants de  l'autre  sont  coupés  par  A  sont  trois  à  trois 
concourantes  en  deux  points  (o  et  wi  de  Q.  et  ces  deux  points 
sont  en  ligne  droite  avec  O; 


(  »^^^^  ) 

4"  Les  (Iroittîs  joignant  un  point  B  de  X  aux  sommets  de 
cliacnn  des  triangles  coupent  les  côtés  correspondants  de 
l'autre  en  des  points  situés  trois  à  trois  sur  deux  droites  p  et  pi 
tangentes  à  la  conique  Qi  inscrite  aux  deux  triangles,  et  ces 
deux  droites  se  coupent  sur  X. 

5"  Déduire   de   là   une   construction  simple  de  la  conique 
passant  par  cinq  points  ou  tangente  à  cinq  droites. 

(P.  Sondât.) 

1720.  On  sait  que  dans  un  triangle  quelconque,  le  centre  de 
gravité,  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  l'orthocentre  sont  en 
ligne  droite.  Ktant  donné  un  triangle  A,  on  construit  la  droite 
dont  il  vient  d'être  question  relative  à  chacun  des  triangles 
formés  par  les  points  de  contact  du  ci'rcle  inscrit  et  des  cercles 
ex-inscrits  à  A.  Démontrer  que  les  quatre  droites  ainsi  obtenues 
se  coupent  au  centre  du  cercle  circonscrit  à  A. 

(J.  Franel.) 

1721.  Déterminer  un  polynôme  entier  du  degré  /i,  f„{op)  tel 
que  le  résidu  de  la  fonction 

(I  \    rr"*"* 
—  J (m  nombre  entier  positif), 

relatif  au  point  a?  =  o,  soit  égal  à  o  quand  m  et  n  sont  diffé- 
rents, et  à  l'unité  quand  m  =  /^.  (J.  Franel.) 

1722.  Par  un  foyer  F  d'une  conique  donnée,  on  mène  une 
corde  quelconque  MM'.  Le  cercle  de  diamètre  MM'  rencontre 
la  conique  en  deux  autres  points  Mj  et  M|.  Montrer  que  : 

i"  La  droite  MiM\  passe  par  un  point  fixe; 

2,^  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  sécantes  communes  au 
cercle  et  à  la  conique  se  compose  d'une  ligne  droite  et  d'une 
cubique.  (E.-N.  Parisien.) 


ERRATA. 


'6"  série,  t.  XV,  189^)  :  page  100,  ligne  11,  rtM  /le;/ t/e  osculatrices  on 
doux  points,  lisez  ayant  en  deux  points  un  contact  du  deuxième 
onlrc. 


(  i53) 


[L«17a]    SDR  L'INTERSECTION  DE  DEUX  QIIADRIQIIES  ('); 

Par  m.   n.  ANDOYER. 


1.   Soit 

y=  aiia?}-f-  ajia?|-f-  «33^3+  ^iti^l 

l'équation  ponctuelle  d'une  quadrique  quelconque  S 
rapportée    à   un    tétraèdre    de    référence   quelconque 

La  quadrique  S  est  une  quadrique  proprement  dite 
si  les  quatre  équations 

^^=0       (1  =  1,2,3,4) 

n'ont  pas  de  solutions  communes  non  toutes  nulles, 
c'est-à-dire  encore  si  le  discriminant  F  de  /  n'est  pas 
nul.  Alors  la  quadrique  S  n'a  aucun  point  singulier; 
tout  point  de  l'espace  a  un  plan  polaire  et  un  seul  ;  un 
point  est  situé  dans  son  plan  polaire  s'il  est  sur  S,  et 
son  plan  polaire  est  alors  le  plan  tangent  a  S  en  ce 
point;  ce  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  dçux 
droites  distinctes. 

La  quadrique  S  est  un  cône  si  les  quatre  équations 

^  =  o  ont  un  système  de  solutions  non  toutes  nulles, 


(*)  L'exposition  suivante  des  résultats  bien  connus  relatifs  à  l'in- 
tersection de  deux  quadriques  est  celle  que  je  donne  dans  mes  con- 
férences aux  candidats  à  l'agrégation;  elle  me  paraît  simple  et 
complète.  II  est  d'ailleurs  à  peine  utile  de  dire  qu'elle  ne  présente 
rien  d'essentiellement  nouveau. 
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(  '54  ) 
c'est- »à-dire  encore  si  le  discriminant  F  est  nul,  sans 
que  tous  ses  mineurs  du  premier  ordre  le  soient.  Une 
telle  surface  a  un  point  singulier  et  un  seul,  le  som- 
met A  du  cône.  Tout  point  de  Tespace  autre  que  A  a 
un  plan  polaire  et  un  seul  passant  par  A  ;  il  est  contenu 
dans  sou  plan  polaire  s'il  est  sur  S,  et  son  plan  polaire 
est  alors  le  plan  tangent  à  S  en  ce  point  ;  ce  plan  tan- 
gent coupe  la  surface  suivant  deux  droites  confondues. 
Le  plan  polaire  de  A  est  absolument  indéterminé. 
La  quadrique  S  est  un  système  de  deux  plans  dis- 
tincts, ou  simplement  un  dièdre,  si  les  quatre  équations 

-y-  =  oont  une  inûnité  simple  de  systèmes  de  solutions 

communes  non  toutes  nulles,  c'est-à-dire  encore  si  le 
discriminant  F  et  tous  ses  mineurs  du  premier  ordre 
sont  nuls,  sans  que  tous  ses  minenrs  du  second  ordre  le 
soient.  Une  telle  surface  a  une  infinité  simple  de  points 
singuliers  remplissant  la  droite  D,  arête  du  dièdre.  Tout 
point  de  l'espace  non  situé  sur  D  a  un  plan  polaire  et 
un  seul  passant  par  D  ;  il  est  situé  dans  son  plan  polaire 
s'il  est  sur  S,  et  son  plan  polaire  est  alors  un  des  plans 
du  dièdre  S.  Le  plan  polaire  d'un  point  de  D  est  abso- 
lument indéterminé. 

La  quadrique  S    est  un  plan  double  si  les  quatre 

équations  -^  =  o  ont  une  infinité  double  de  systèmes 

de  solutions  communes  non  toutes  nulles,  c'est-à-dire 
encore  si  le  discriminant  F  ainsi  que  tous  ses  mineurs 
du  premier  et  du  second  ordre  sont  nuls.  Une  telle  sur- 
face a  une  infinité  double  de  points  singuliers,  remplis- 
sant le  plan  P  qui,  compté  deux  fois,  constitue  la  sur- 
face S.  Tout  point  de  l'espace  non  situé  dans  P  a  pour 
plan  polaire  le  plan  P  ;  le  plan  polaire  d'un  point  de  P 
est  absolument  indéterminé.     * 


(  1^5  ) 
2.  Soit 

réquation  d'une  seconde  quadrîque  T,  distincte  de  S  ; 
nous  supposons,  en  outre,  que  les  deux  quadriques  S 
et  T  n^ont  pas  de  points  singuliers  communs  ;  Tétude 
du  système  de  deux  quadriques  ayant  un  point  singulier 
commun  ne  diffère  pas  en  effet,  de  l'étude  du  système 
de  deux  coniques. 

Les  deux  quadriques  S  et  T  se  coupent  suivant  une 
courbe  du  quatrième  ordre  C,  ou  quartique,  car  Tliypo- 
tlièse  faile  montre  que  les  deux  quadriques,  si  elles  se 
décomposent  toutes  deux  en  systèmes  de  plans,  n'ont 

pas  de  plan  commun. 
Les  deux  quadriques  S  et  T  déterminent  vm  faisceau  4> 

de  quadriques  U,  représentées  par  l'équation 

X/-4-{l^  =  O, 

^  et  [JL  étant  deux  paramètres  toujours  finis,  non  nuls  en 
niême  temps. 

Deux  quadriques  U  sont  distinctes  si  elles  corres- 
pondent à  deux  systèmes  distincts  Çk^ ,  [i.|),  (X2,  IA2),  de  va- 
leurs de  X  et  jx,  c'est-à-dire  tels  que  Ton  ait 

^iî^2— ^2î^i  ^  o; 

deux  telles  quadriques  peuvent  évidemment  remplacer 
les  quadriques  S  et  T  pour  définir  le  faisceau  <^,  et,  par 
suite,  nous  pourrons  toujours  choisir,  à  notre  gré,  les 
<iuadrîques  fondamentales  S  et  T  parmi  celles  du  fais- 
ceau. 

Toutes  les  quadriques  U  du  faisceau,  en  nombre  sim- 
plement infini,  contiennent  la  courbe  C  ;  par  un  point 
^G  l'espace  non  situé  sui*  C  passe  une  quadrique  U  et 
une  seule. 


(  '56) 
Enfin,  remarquons  que  tout  eu  que  nous  avons  déjà 
dû,  comme  tout  ce  qui  suivra,  ne  dépend  évidemment 
en  rien  du  choix  des  coordonnées,  et  que,  par  suite,  le 
tétraèdre  de  référence  pourra  toujours  être  pris  h  notre 
gré. 

3.  Le  faisceau  <î>  contient  des  quadriques  singulières^ 
c'est-à-dire  douées  de  points  singuliers.  Ces  quadriques 
correspondent  aux  valeurs  de  X  et  [x  qui  annulent  le  dis- 
criminant A  de  la  forme  X/-h  [f-g*  Les  points  singuliers 
d'une  telle  quadrique  sont  donnés  par  la  résolution  des 
quatre  équations 

Otî       ^  dxi 

Une  quadrique  singulière  est  uti  cône,  si  les  valeurs 
de  X  et  [JL  auxquelles  elle  correspond  n'annulent  pas  tous 
les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  :  elle  est  un  dièdre 
si  ces  valeurs  annulent  tous  les  mineurs  du  premier 
ordre  de  A,  mais  non  tous  les  mineurs  du  second  ordre; 
elle  est  un  plan  double,  si  ces  valeurs  annulent  tous  les 
mineurs  du  second  ordre  de  A. 

Appelons  points  singuliers  du  faisceau  <ï>  les  points 
singuliers  des  surfaces  singulières  du  faisceau.  On  voit 
tout  de  suite  que  tout  point  singulier  du  faisceau  jouit 
de  la  propriété  d'avoir  même  plan  polaire  par  rapport  à 
toutes  les  quadriques  Udu  faisceau  ;  et  réciproquement, 
tout  point  jouissant  de  cette  propriété  est  un  point  sin- 
gulier du  faisceau.  En  effet,  les  points  jouissant  de  cette 
propriété  sont  fournis  par  les  équations 


àf 

àf 

àf 

àf 

ÔXx 

ÔXf 

Ox% 

dxi^ 

àér 

à^ 

àg 

'--ôi' 

Oxi 

OXi 

ÔX^ 

dxi, 

(   >^7  )     • 
qui  sont  éqiiivalenles  à  celles  Irouvées  plus  haut  pour 
cléterminer  les  points  singuliers  du  faisceau. 

Deux  points  singuliers  appartenant  à  deux  surfaces 
singulières  différentes,  c'est-à-dire  correspondant  à  deux 
systèmes  distincts  (X|,  [jL|)  ()^2,  ^2)  de  valeurs  de  A  et  [x 
SDuulant  A,  sont  conjugués  par  rapport  à  toutes  les  sur- 
:i'aces  du  faisceau. 

En  ell'et,  si  (a^i)  et  (yi)  sont  les  coordonnées  d«  ces 
deux  points,  on  a  les  relations 

dxi       ^^  dXi         '  Ufi       '  '  Ofi 


cl'où  l'on  tire 


^^...V^.^- 


Cît,  puisque  Ton  a  X|  [Xo  —  ^2  ^\  7^  ^i 

I'^-'^, =2"'!; =»'    2-^'ë =2"'^. ="' 

<^t  enfin,  \^  [x  étant  quelconques^ 

<^e  qui  démontre  la  proposition. 

En  résumé,  nous  voyons  que,  si  un  point  A  est  singu- 
lier, il  est  singulier  pour  une  seule  surface  singulière; 
par  rapport  à  toutes  les  surfaces  autres  que  celle-ci,  il 
a  un  même  plan  polaire,  qui  contient  tous  les  points 
singuliers  des  autres  surfaces  singulières. 

4.  Le  discriminant  A  n'est  pas  en  général  nul  identi- 
quement; alors  l'équation  A  =  o,  où  l'on  peut  considé- 
rer le  rapport  -  comme  l'inconnue,   admet  quatre  ra- 


(  ,66  ) 
deux  plans  :  car  si  0^4  =  o  est  le  plan  sécant,  on  a 

^j>  et  y  étant  des  formes  linéaires,  cp  nne  forme  qua- 
dratiqne,  a  et  ^  des  constantes  ;  donc  le  faisceau 
).y+  ^g=:o  contient  le  système  de  plans  ^f —  cLgz=i  o- 
Enfin,  si  l'intersection  de  deux  quadriques  n*est  pas 
nne  quartiqne  gauche  proprement  dite,  elle  contient 
au  moins  une  droite  ou  une  conique  proprement  dite. 

7.  Ces  remarques  faites,  examinons  successivement 
tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  d'après  les  pro- 
priétés des  racines  de  Téquation  A  =  o. 

i"   U équation  A  =  o  a  quatre  racines  simples. 

Le  faisceau  <î>  contient  comme  surfaces  singulières 
quatre  cônes;  les  points  singuliers  sont  les  sommets  de 
ces  cônes,  et  chacun  d'eux  a  pour  plan  polaire  commun, 
par  rapport  à  toutes  les  surfaces  U,  le  plan  des  trois 
autres.  Comme  ces  points  ne  sont  pas  sur  les  surfaces  U, 
ils  forment  un  tétraèdre. 

Les  surfaces  U  ne  se  touchent  en  aucun  point. 

La  courbe  C  du  faisceau  ne  contient  pas  de  conique, 
sans  quoi  le  faisceau  contiendrait  un  dièdre;  elle  ne 
contient  pas  non  plus  de  droite,  car  c'est  l'înlersectîon 
de  deux  cônes  n'ayant  pas  de  génératrice  commune  : 
c'est  donc  une  quartique  gauche  proprement  dite,  sans 
point  singulier,  puisque  les  surfaces  U  nWt  aucun  point 
de  contact. 

2"  U  équation  A  =  o  «  deux  racines  simples  et  une 
racine  double  n  annulant  pas  les  mineurs  du  premier 
ordre  de  A. 

Le  faisceau   ^  contient   comme   surfaces  singulières 


(  '59) 


écrire 


^  =  ^11  a:*!  H- ^33  a?! 


2^34^^33-4, 


'2  ^34  ^3  ^4» 


(le  sorte  que  les  sommets  de  S  et  T  sont  respectivement 
A|  et  A-j. 
On  a  alors 


A  == 


bnix        o  bnii  bniL 

^13  fX       a23>       a33^-+-^33{^       «34  ^  +  ^34  K 
^14  {^      «24^       «34^  -+-^34ÎJt       a44^+644{^ 

les  discriminants  des  formes  à  trois  variables  /  et  g 
n'étant  pas  nuls,  Tévanouissement  identique  de  A  est 
exprimé  par  les  conditions 

«22  =0,  bu  =  0,  ^13^24—  ^i4«23=  O. 

Ces  conditions  expriment  que  chacun  des  cônes  S  et  T 
passe  par  le  sommet  de  l'autre,  et  que  ces  deux  côuch 
ont  môme  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  com- 
mune AiA^.  En  prenant  pour  ce  plan  tangent  le  plan 
A ,  A 2  A  3  d'équation  x^  =  o ,  on  a 

et  puisque  S  et  T  sont  de  véritables  cônes,  les  coeffi- 
cients «33,  ^33,  rï24,  l^\k  sont  dilîércnts  de  zéro. 

En  égalant  à  zéro  lous  les  mineurs  de  A,  on  voit  que 
le  faisceau  <î>  contient  un  système  de  plans  et  un  seul; 
c'est  un  dièdre  qui  correspond  à 

«^33  ^  -»-  ^33  Ht  =  o  ; 

ce  dièdre  se  compose  du  plan  A|  A2A3  et  d'un  autre  plan 
ne  passant  ni  par  A 1  ni  par  A2. 

Donc,  (inalement,  le  faisceau  <ï>  se  compose  de  cônes 
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tangents  le  long  d^une  génératrice  commune  à  un  même 
plan,  et  d'un  dièdre  formé  par  ce  plan  et  un  autre  qui 
coupe  la  génératrice  commune.  Par  suite,  la  courbe  C 
se  compose  de  cette  génératrice  commune  comptée  deux 
fois  et  d'une  conique  qui  la  rencontre  en  un  point. 

5.  Le  cas  exceptionnel  où  le  discriminant  A  est  iden- 
tiquement nul  étant  laissé  de  côté,  examinons  mainte- 
nant ce  que  l'on  peut  dire  sur  chaque  surface  singulière 
du  faisceau  et  ses  points  singuliers. 

i"  Supposons  qu'une  surface  singulière  du  faisceau 
soit  un  cône;  prenons  ce  cône  pour  la  quadrique  T,  de 
sorte  que  la  racine  correspondante  de  A  =  o  sera 

X  =  o. 

Eu  prenant  pour  Â|  le  sommet  du  cône  T,  on  a 

g  =  l>%tx\  -4-  h^^x\  -4-  hi,^x\ 

-H  ihx^XiXz-^  ibiitXfX^-^  263^^73^74, 
cl,  par  suite, 

ajjX  asjX  +  ^tsfi  «js^-^^isK  ^J^^  +  ^siH" 
«13^  aj3^-+-6j8f^  «ajX -i- 633(ji  aav X -f- Ô34 fjL 
a^X     au^  -h  bii^ii    a^,,! -i- bzi, [x    a^^X -h  b^,,iL 

Si  la  racine  X  =  o  est  simple  pour  l'équation  A  =  o, 

on  a 

a,i^o; 

ceci  veut  dire  que  le  point  A|,  sommet  du  cône  T,  n'est 
sur  aucune  autre  surface  du  faisceau. 

Si  la  racine  X  =:  o  est  multiple  pour  l'équation  A  =  o, 

on  a 

«11  =  0, 

puisque  le  discriminant  de  la  forme  g  à  trois  variables 
n'est  pas  nul.  Donc  le  point  A  est  commun  à  toutes  les 


A  = 


A=— af^X» 
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les  surfaces  U  du  faisceau,  ot  coiuine  il  a  uiènie  plan 
polaire  par  rapport  à  toutes  ces  surfaces,  celles-ci  soûl 
toutes  tangentes  au  même  plan  eu  A*,  si  le  faisceau  a  un 
dièdre  comme  autre  surface  singulière ,  l'un  des  plans 
de  ce  dièdre  est  le  plan  tangent  commun  en  A  à  toutes 
les  surfaces  U. 

Soit  A|  A2A3  ce  plan  tangent  commun  en  A|  à  toutes 
les  surfaces  U  ;  on  a  alors 

«11=  «13=  0» 

et  ai  4  n'est  certainement  pas  nul . 
Ou  a  aussi 

«13  X  -h  ^i3  fJl       «33  X  -h  ^33  [Jt 

La  racine  X=  u  n'est  d'un  ordre  de  multiplicité  su- 
périeur à  deux  que  si  l'on  a 

^158^33—^13  =  o, 

c'est-à-dire  si  le  plan  A|  A2  A3  est  tangent  au  cône  T; 
alors  elle  est  au  moins  triple. 

La  racine  X  ==  o  est  quadruple  si  Ton  a  en  outre 

«11633-4-  a^ibii —  ^«13613  =  o, 

<^'<jst-à-dire  si  les  droites  d'inlersectîon  deSavec  le  plan 
A.1A2A8  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
^vix  droites  d'intersection  de  T  avec  le  môme  plan  : 
^omme  celles-ci  sont  supposées  actuellement  confondues 
avtîc  la  génératrice  de  contact  du  cône  ï  avec  le  plan 
^*  A2  As,  il  faut  que  cette  génératrice  de  contact  appar- 
^ï.tinue  à  toutes  les  surfaces  U  du  faisceau. 

2°  Supposons  qu'une  surface  singulière  soit  un  dièdre 
*|  Vie  nous  prendrons  pour  la  quadrique  T,  de  sorte  que 
^^  racine  correspondante  de  A  =  o  sera 

X  =  <). 


A  = 


(  uh  )    . 

Eu  prenant  A|  Aa  pour  aiêlc  du  dièdre  T,  on  a 
et  par  suite 

«12  A       «22  A  «23  A  «2V  A 

«13  X       «23  X       «33X  -t-  ^ssfJl       «3V^-+-  ^3*fJt 
«IvX       «2vX       «34^-^^34H^       «4vX  -f-  644  fl. 

Si  la  raeine  X  =:  o  n'est  que  double  pour  l'équation 
A  =0,  et  par  suite  simple  pour  tous  les  mineurs  de  A, 
on  a 

ceci  veut  dire  que  Tarète  A|  A2  du  dièdre  T  coupe  la 
surface  S  en  deux  points  distincts.  Comme  plus  haut, 
on  voit  que  ces  deux  points  sont  communes  à  toutes  les 
surfaces  U  du  faisceau,  et  (ju'en  chacun  d'eux  ces  sur- 
faces admettent  toutes  même  plan  tangent,  distinct 
de  chacun  des  plans  du  dièdre  T.  Si  le  faisceau  a  un 
dièdre  comme  autre  sûiface  singulière,  les  deux  plans 
de  ce  dièdre  sont  les  plans  tangents  communs  aux  sur- 
faces U  en  ces  deux  points. 

Si  la  racine  X  =  o  est  pour  Téquation  A  ==  o  d'un 
ordre  de  multiplicité  supérieur  à  deux,  on  a 

«11  «22 —  ^12  ^^^  ^1 

puisque  le  discriminant  de  la  forme  g  à  deux  variables 
n'est  pas  nul. 

Alors,  ou  bien  l'arèle  A|  A2  est  tangente  à  la  surface 
S,  ou  bien  elle  appartient  à  la  surface  S. 

Dans  le  premier  cas,  soit  A,  le  point  où  A1A2  touche 

S,  de  sorte  que 

«11=  «iî=  o, 

«22  n'étant  pas  nul,  et  soit  A,  A^  A3  le  plan  tangent  à  S 
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eu  A,  (le  sorte  que 

«13=0, 

^1.,  n*étant  pas  uul. 

Ou  voit  que  toutes  lesquadriques  du  faisceau  passent 
en  A|  et  y  touchent  le  plan  A1A2  A3  et  la  droite  A1A2. 
De  plus 

«Î3^       «33^  +  ^33^^ 


A=—  «2^X2 


donc  la  racine  X  =  o  n'est  quadruple  que  si  l'on  a 

^33=  o, 

c'est-à-dire  si  le  plan  AiAoAa  est  l'un  des  plans  du 
dièdre  T. 

Ajoutons  que,  dans  ce  cas,  on  vérifie  aisément  que 
la  racine  X  =  o  n'est  pas  double  pour  tous  les  mineurs 
de  A. 

Dans  le  second  cas,  ou  a 

«Il  =  «u=  «22=  o> 

et  en  prenant  pour  A|  A2A3  le  plan  tangent  à  S  en  A|, 
on  a  en  outre 

«13=  O, 

avec 

Toutes  les  quadriques  du  faisceau  contiennent  l'arête 
A|  A2  et  sont  tangentes  entre  elles  en  chaque  point  de 
cette  arêle.  De  plus 

de  sorte  que 

«23  ^  O, 

et  la  racine  X  =  o  est  quadruple  pour  A  =  o. 

Ajoutons  que,  dans  ce  cas,  on  vérifie  aisément  que  la 
racine  X  =  o  est  double,  mais  n'est  pas  triple  pour  tous 
les  mineurs  de  A. 
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3"  Supposons  enfin  qu'une  surface  singulière  soit  un 
])lan  double  que  nous  prendrons  pour  la  quadrique  T,  de 
sorte  que  la  racine  corres|)ondante  de  l'équation  A  =  o 
est  X  =  o.  Si  nous  supposons  que  le  plan  AiA^As 
compté  deux  fois  constitue  la  surface  T,  on  a 


et;  par  suite, 


A  = 


CliiA       fliiX       ^^13^ 

«igA       «ijA       ^Ï33^ 
«14  À       «îvX       «34  X 


«14  A 
«2vX 
«34  X 

«44  >^ -4-^44  [A 


Si  la   racine  X=o  n'est  que  triple  pour  l'équation 
A  =  o,  on  a 


«11  «12  «13 
«lî  «22  «Î3 
«13       «28       «33 


^O, 


c'est-à-dire  que  le  plan  A|  A2  A3,  non  tangent  à  la  qua- 
drique  S,  la  coupe  suivant  une  conique  proprement  dite. 
Toutes  les  quadriques  U  du  faisceau  passent  par  cette 
conique  et  sont  tangentes  entre  elles  en  tout  point  de 
cette  conique. 

Si  la  racine  X  =  o  est  quadruple  pour  A  =  o,  le  plan 
A|  A2A3  tangent  à  S  coupe  S  suivant  deux  droites 
distinctes  sur  lesquelles  on  peut  répéter  ce  qui  précède. 

Enfin,  ajoutons  que  l'on  vérifie  aisément  que  la  ra- 
cine X=  o  n'est  jamais  double  pour  tous  les  mineurs  du 
second  ordre  de  A,  ni  jamais  triple  pour  tous  les  mi- 
neurs du  premier  ordre  de  A. 


6.  U  va  devenir  facile  maintenant  d'étudier  la  nature 
des  quadriques  d'un  faisceau,  leurs  points  de  contact  et 
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leur  courbe  d'îiiterseclioii  suivant  les  propriétés  des  ra- 
cines de  Téquation  A  =  o.  Pour  simplifier  celte  élude, 
commençons  par  faire  les  remarques  suivantes  : 

Si  deux  quadriques  d'un  faisceau  se  touchent  en  un 
point,  toutes  les  quadriques  du  faisceau  se  touchent  en 
ce  point,  sauf  une,  qui  admet  ce  point  comme  point 
singulier. 

Si  deux  quadriques  ont  un  point  commun,  qui  n'est 
singulier  pour  aucune  d'elles,  et  n'ont  pas  même  plan 
tangent  en  ce  point,  ce  point  est  simple  pour  leur  in- 
tersection :  car  un  plan  quelconque  passant  par  ce 
point  coupe  les  deux  quadriques  suivant  deux  coniques, 
pour  l'intersection  desquelles  ce  point  compte  une  seule 
fois. 

De  même,  on  voit  que  si  deux  quadriques  ont  un 

point  commun  singulier  pour  l'une  d'elles,  ce  point  est 

multiple  pour  leur  intersection;  il  en  est  de  même  si, 

Je  point  n'étant  singulierpour  aucune  des  deux  surfaces, 

celles-ci  ont  même  plan  tangent  en  ce  point. 

Une  quartique  gauche  proprement  dite  ne  peut  avoir 
qu'un  seul  point  singulier,  qui  est  double;  les  tangentes 
en  ce  point  sont  distinctes  ou  confondues  ;  dans  tous  les 
cas,  une  tangente  en  un  point  double  coupe  la  courbe 
en  trois  points  confondus  au  point  double,  et  pas  davan- 
tage. Pour  vérifier  ces  propositions,  il  suffit  de  remar- 
quer qu'une  quartique  gauche  est  rencontrée  par  un 
plan  en  quatre  points  seulement.  Une  cubique  gauche 
Ti^a  pas  de  points  singuliers. 

Si  l'intersection  de  deux  quadriques  contient  une 
courbe  plane,  cette  courbe  est  une  droite  ou  une  co- 
"nique. 

Si  un  plan  coupe  deux  quadriques  suivant  une  même 
courbe  plane,  le  faisceau  déierminé  par  ces  deux  qua- 
driques contient  une   surface   singulière   composée  de 
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deux  plans  :  car  si  Xj^  =  o  est  le  plan  sécant,  on  a 

^=^vX(^i»  ^î»  sr:i^^k)-+-  ?o(xu  ^i,  373), 

^  el  y  étant  des  formes  linéaires,  cp  une  forme  qua- 
dratique, a  et  ^  des  constantes  ;  donc  le  faisceau 
Xy+  ^g=:o  contient  le  système  de  plans  py —  OLgz=  o- 
Enfin,  si  rintersection  de  deux  quadriques  n'est  pas 
une  quartiqne  gauche  proprement  dite,  elle  contient 
au  moins  une  droite  ou  une  conique  proprement  dite. 

7.  Ces  remarques  faites,  examinons  successivement 
tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  d'après  les  pro- 
priétés des  racines  de  l'équation  A  =  o. 

1°   U équation  A  =  o  a  quatre  racines  simples. 

Le  faisceau  <î>  contient  comme  surfaces  singulières 
quatre  cônes;  les  points  singuliers  sont  les  sommets  de 
ces  cônes,  et  chacun  d'eux  a  pour  plan  polaire  commun, 
par  rapport  à  toutes  les  surfaces  U,  le  plan  des  trois 
autres.  Comme  ces  points  ne  sont  pas  sur  les  surfaces  U, 
ils  forment  un  tétraèdre. 

Les  surfaces  U  ne  se  touchent  en  aucun  point. 

La  courbe  C  du  faisceau  ne  contient  pas  de  conique, 
sans  quoi  le  faisceau  contiendrait  un  dièdre;  elle  ne 
contient  pas  non  plus  de  droite,  car  c'est  Tinlersection 
de  deux  cônes  n'ayant  pas  de  génératrice  commune  : 
c'est  donc  une  quartique  gauche  proprement  dite,  sans 
point  singulier,  puisque  les  surfaces  U  n'ont  aucun  point 
de  contact. 

a"  V équation  A  =  o  «  deux  racines  simples  et  une 
racine  double  n  annulant  pas  les  mineurs  du  premier 
ordre  de  A. 

Le  faisceau   ^  contient   comme  surfaces  singulières 
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trois  cônes  ;   les  |)oints  singuliers  sont  les  sommets  de 
ces  cônes  A,  B,  C. 

Sî  A  est  le  sommet  du  cône  correspondant  à  la  racine 
double,  toutes  les  surfaces  U  sont  tangentes  en  A  au 
plan  ABC.  Les  points  B  et  C  n'appartiennent  pas  aux 
surfaces  U;  les  plans  polaires  communs  de  B  et  C,  par 
rapport  à  toutes  les  surfaces  U,  passent  respectivement 
par  AC  et  AB,  et,  par  suite,  les  points  A,  B,  C  forment 
un  triangle.  Les  surfaces  U  ne  se  touchent  qu'au 
point  A;  leur  plan  tangent  commun  ne  touche  pas  le 
cône  A. 

La  courbe  C  ne  contient  pas  de  conique;  elle  ne  con- 
tient pas  non  plus  de  droite,  car  c'est  l'intersection  de 
deux  cônes  n'ayant  pas  de  génératrice  commune  :  c'est 
donc  une  quartique  gauche  proprement  dite,  ayant  un 
point  double  en  A.  En  ce  point  les  tangentes  sont  dis- 
tinctes ;  ce  sont  les  génératrices  d'intersection  du  cône  A 
avec  le  plan  ABC. 

3**  L* équation  A  =  o  «  une  racine  simple  et  une  ra- 
cine tîiple  n  annulant  pas  les  mineurs  du  premier  ordre 
de  A. 

Le  faisceau  <I>  contient  comme  surfaces  singulières 
deux  cônes;  les  points  singuliers  sont  les  sommets  de 
ces  cônes  A,  B.  Si  A  est  le  sommet  du  cône  correspon- 
dant à  la  racine  triple,  toutes  les  surfaces  U  sont  tan- 
gentes en  A  à  un  plan  passant  par  AB  et  tangent  au 
cône  A^  elles  n'ont  pas  d'autre  contact.  Le  plan  po- 
laire commun  de  B  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  U 
passe  en  A.  Comme  plus  haut,  on  voit  que  la  courbe  C 
est  une  quartique  gauche  proprement  dite,  ayant  en  A 
un  point  de  rebroussement  ordinaire  :  la  tangente  en  ce 
point  est  la  génératrice  de  contact  du  cône  A  avec  le 
plan  tangent  commun  à  toutes  les  surfaces  U  en  A. 
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4"  L'équation  à=  o  a  deux  racines  doubles  dont 
aucune  n'annule  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A. 

Le  faisceau  ^  contient  comme  surfaces  singulières 
deux  cônes,  dont  les  sommets  A  et  B  sont  les  points 
singuliers  du  faisceau. 

Les  surfaces  U  sont  toutes  tangentes  entre  elles  en  A 
et  B,  et  n'ont  pas  d'autre  contact;  le  plan  tangent 
commun  en  chacun  de  ces  points  passe  par  Tautre,  et, 
par  suite,  ABest  génératrice  commune  aux  surfaces  U. 

La  courbe  C  du  faisceau  ne  contient  pas  de  conique 
et  contient  la  génératrice  AB  une  seule  fois,  puisque 
les  cônes  A  et  B  ne  sont  pas  tangents  le  long  de  cette 
droite  :  elle  se  compose  donc  de  cette  droite  et  d'une 
cubique  gauche  qui  la  rencontre  en  A  et  B. 

5**  L'équation  A  =  o  /i  une  racine  quadruple  ri  an- 
nulant pas  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A. 

JjC  faisceau  <î>  contient  une  seule  surface  singulière, 
un  cône  dont  le  sommet  A  est  le  seul  point  singulier  du 
faisceau.  Les  surfaces  U  sont  tangentes  entre  elles  en  A 
et  n\)nt  pas  d'autre  contact;  leur  plan  tangent  com- 
mun est  tangent  au  cône  A  suivant  une  droite  D  qui 
appartient  à  toutes  les  surfaces  U. 

La  courbe  C  du  faisceau  ne  contient  pas  de  conique 
et  contient  la  droite  D  une  seule  fois,  puisque  les  sur- 
faces ne  sont  pas  tangentes  tout  le  long  de  D*,  elle  ne 
peut  d'ailleurs  contenir  une  autre  droite,  puisque  celle- 
ci  appartiendrait  au  cône  A.  Elle  se  compose  donc  de 
la  droite  D  et  d'une  cubique  gauche  qui  lui  est  évidem- 
ment tangente  en  A. 

6®  L équation  A  =  o  «  deux  racines  simples,  et  une 
racine  double  annulant  les  mineurs  du  premier  ordre 
r/eA. 

Le  faisceau  4>  contient   comme  surfaces   singulières 
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deux  cônes  de  sommets  A  et  B  et  un  dièdre  d'arête  D. 
Les  points  singuliers  du  faisceau  sont  les  points  de  D  et 
en  outre  A  et  B.  Les  points  A  et  B  ne  sont  pas  sur  les 
surfaces  U*,  la  droite  D  coupe  les  surfaces  U  en  deux 
points  P  et  Q,  et  en  chacun  de  ces  points  elles  sont  tan- 
gentes aux  plans  PAB  et  QAB,  distincts  des  plans  du 
dièdre;  elles  n'ont  d'ailleurs  pas  d'autre  contact. 

Les  plans  polaires  communs  de  A  et  B  par  rapport 
aux  surfaces  U  sont  les  plans  BPQ  et  APQ  ;  les  droites 
AB  et  D  ne  se  rencontrent  pas. 

La  courbe  C  du  faisceau  s'obtient  en  coupant  le  cône 
A  par  le  dièdre  d'arête  D,  dont  les  plans  ne  passent  pas 
par  A  :  elle  se  compose  de  deux  coniques  proprement 
dites  se  coupant  en  P  et  Q. 

7**  L'équation  A  =  o  a  une  racine  simple  y  et  une  ra- 
cine triple  annulant  les  mineurs  du  premier  ordre  A, 
mais  n  annulant  pas  les  mineurs  du  second  ordre. 

Le  faisceau  4>  contient  comme  surfaces  singulières  un 
cône  de  sommet  A  et  un  dièdre  d'arête  D.  Les  points 
singuliers  du  faisceau  sont  les  points  de  D  et  le  point  A. 

Le  point  A  n'est  pas  sur  les  surfaces  U  ;  la  droite  D 
touche  les  surfaces  U  en  un  point  P,  et  en  ce  point 
elles  sont  tangentes  à  un  plan  passant  par  A  et  par  D, 
distinct  des  plans  du  dièdre.  Le  plan  polaire  com- 
mun de  A  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  U  passe 
parD. 

Comme  plus  haut,  on  voit  que  la  courbe  C  se  com- 
pose de  deux  coniques  proprement  dites  situées  dans  les 
plans  du  dièdre  et  tangentes  entre  elles  au  point  A. 

8**  U  équation  A  =  o  a  une  racine  double  n^annu^ 
^^^nt  pas  les  mineurs  du  premier  ordre  rfe  A,  et  une 
^f^^tre  racine  double  annulant  tous  ces  mineurs. 

Le  faisceau  <ï>  contient  comme  surfaces  singulières 
-*4/i/i.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  XV.  (Avril  1896.)  12 


(  '70  ) 
un  cône  de  sommet  A  et  un  dièdre  d'arête  D.  Les  points 
singuliers  du  faisceau  sont  les  points  de  D  et  le  point  A. 
Le  point  A  est  situé  sur  les  surfaces  U,  toutes  tangentes 
en  ce  point  au  plan  qui  passe  par  Â  et  par  D.  La  droite  D 
coupe  la  surface  U  en  deux  points  P  et  Q,  et  en  chacun 
de  ces  points  les  surfaces  ont  un  même  plan  tangent 
passant  par  A  et  distinct  des  plans  du  dièdre.  Les  sur- 
faces U  ont  donc  un  triple  contact. 

L'un  des  plans  du  dièdre  est  le  plan  APQ,  et,  par 
suite,  la  courbe  C  se  compose  d'une  conique  propre- 
ment dite  et  de  deux  droites  se  coupant  en  A  et  rencon- 
trant cette  conique  en  P  et  Q. 

9°  L' équation  A  =  o  a  deux  racines  doubles  dont 
chacune  annule  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A. 

Le  faisceau  <!>  contient  comme  surfaces  singulières 
deux  dièdres  d'arêtes  Det  D'  qui  ne  se  rencontrent  pas. 
Chacune  d'elles  coupe  les  surfaces  U  en  deux  points, 
P  et  Q  pour  D,  P'  et  Q'  pour  D'.  En  chacun  de  ces 
points  les  surfaces  U  sont  tangentes  et,  par  suite,  elles 
ont  un  quadruple  contact.  Le  plan  tangent  commun  en 
P  est  le  plan  PFQ',  appartenant  au  dièdre  d'arête  W, 
et  ainsi  des  autres. 

La  courbe  C  se  compose  évidemment  des  quatre 
droites  PF,  PQ',  QF,  QQ',  qui  forment  un  quadrila- 
tère gauche. 

lo**  V équation  A  =  o  a  une  racine  quadruple  an- 
nulant les  mineurs  du  premier  ordre  de  A,  mais  n  an- 
nulant pas  les  mineurs  du  second  ordre;  en  outre,  cette 
racine  ri  est  pas  double  pour  tous  les  mineurs  du  pre- 
mier ordre. 

Le  faisceau  ^  contient  comme  seule  surface  singu- 
lière un  dièdre  d'arête  D;  les  points  singuliers  sont 
les  points  de  D.  La  droite  D  touche  les  surfaces  U  en 
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un  point  P;  et,  en  ce  point,  toutes  les  surfaces  U  sont 
tangentes  entre   elles,  et  n'ont  d'ailleurs  pas  d'autre 
contact.  Leur  plan  tangent,  commun  en  P,  est  l'un  des 
plans  du  dièdre. 

La  courbe  C  se  compose  alors  évidemment  d'une  co- 
nique proprement  dite  et  de  deux  droites  se  coupant 
sur  cette  conique  et  situées  dans  un  autre  plan. 

1 1**  V équation  A  =  o  a  une  racine  quadruple  annu- 
lant les  mineurs  du  premier  ordre  de  A,  mais  rHannU" 
lant  p€is  les  mineurs  du  second  ordre;  en  outre ,  cette 
racine  est  double  pour  tous  les  mineurs  du  premier 
ordre. 

Le  faisceau  ^  contient  comme  seule  surface  singu< 
lière  un  dièdre  d'arête  D^  les  points  singuliers  sont  les 
points  de  D.  La  droite  D  est  située  sur  les  surfaces  U  qui 
se  raccordent  le  long  de  cette  droite. 

La  courbe  C  se  compose  évidemment  de  la  droite  D 
comptée  deux  fois  et  de  deux  droites  rencontrant  D  en 
des  points  différents  et  déterminant  avec  D  deux  plans 
différents. 

I  a**  L'équation  A  =  o  «  une  racine  simple,  et  une  ra- 
cine triple  annulant  les  mineurs  du  second  ordre  de  A. 

Le  faisceau  ^  contient  comme  surfaces  singulières  un 
cône  de  sommet  A  et  un  plan  double  P.  Les  points  singu<- 
tiers  sont  le  point  A  et  les  points  de  P.  Les  surfaces  U  ne 
passent  pas  en  A*,  le  plan  polaire  commun  de  A  par  rap-* 
port  aux  surfaces  U  est  le  plan  P.  Le  plan  P  coupe  les 
surfaces  U  suivant  une  conique  proprement  dite,  le  long 
de  laquelle  les  surfaces  se  raccordent;  les  plans  tan- 
gents le  long  de  cette  conique  passent  tous  par  A. 

La  courbe  C  se  compose  de  cette  conique  comptée 
deux  fois. 
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13**  V équation  A  =  o  «  uîie  racine  quadruple  annu- 
lant les  mineurs  du  second  ordre  de  A. 

Le  faisceau  O  contient,  comme  surface  singulière,  un 
plan  double  P  dont  les  points  sont  les  points  singuliers. 
Ce  plan  est  tangent  aux  quadriques  U  et  les  coupe  sui- 
vant deux  droites  le  long  desquelles  ces  surfaees  se  rac- 
cordent. 

La  courbe  C  se  compose  de  ces  deux  droites  comptées 
chacune  deux  fois. 

8.  Nous  avons  ainsi  épuisé  tous  les  cas  possibles,  et, 
chaque  fois,  nous  sommes  arrivés  à  des  conclusions  dis-, 
tinctes.  Donc  nous  avons  caractérisé  toutes  les  espèces 
possibles  de  faisceaux  de  quadriques,  et  toutes  les  formes 
possibles  de  l'intersection  de  deux  quadriques. 

Il  serait  facile,  comme  application,  d'étudier  la  situa- 
tion respective  des  deux  coniques  que  Ton  obtient  en 
coupant  deux  quadriques  par  un  même  plan  passant 
par  un  point  singulier  de  Tinterséction. 

Il  est  facile  aussi  de  voir  qu'un  faisceau  O  de  qua- 
driques est  complètement  déterminé  par  la  courbe  C  de 
ce  faisceau  toutes  les  fois  que  cette  courbe  ne  contient 
ni  conique  double  ni  droite  double.  Si  cette  eourbe  con- 
tient une  seule  droite  double,  il  faut  se  donner  en  outre 
le  plan  tangent  aux  quadriques  du  faisceau  en  un  point 
de  cette  droite  autre  que  ses  points  d'intersection  avec 
les  deux  autres  droites  qui  appartiennent  à  la  courbe. 
Si  cette  courbe  est  une  conique  double,  il  faut  se  donner 
en  outre  les  plans  tangents  en  trois  points  de  cette  co- 
nique; si  elle  est  formée  par  deux  droites  doubles,  il 
faut  se  donner  les  plans  tangents  aux  quadriques  en 
deux  points  de  l'une  de  ces  droites  et  en  un  point  de 
Taulre. 

Enfin,  ajoutons  qu'il  serait  facile  de  transformer,  par 
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la  méthode  des  polaires  réciproques,  tout  ce  que  nous 
avons  dit  et  de  faire  une  théorie  toute  pareille  pour  un 
faisceau  tangenliel  de  quadriques  et  la  développable 
circonscrite  à  deux  quadriques  :  en  faisant  cette  trans- 
formation, on  remarquera  d'ailleurs  que  f'  =  o  et 
g'=o  étant  les  équations  tangentielles  de  deux  qua- 
driques dont  les  équations  ponctuelles  sont  f=  o 
et^  =  o,  les  racines  du  discriminant  de  la  forme 
"kf^-k-  Y- g'  se  déduisent  par  une  transformation  simple 
de  celles  du  discriminant  de  la  forme  ^/4-  Y- S-»  ®* 
par  suite  jouissent  des  mêmes  propriétés  caractéris- 
tiques. 


[08d]     THÉORÈME  DE  GÉOMÉTRIE  CINÉMATIQUE; 

Par  m.  Raymond  SÉE, 

Élève  à  l'École  Polytechnique. 


Un  plan  se  déplace  en  restant  tangent  à  une  sur- 
face; pour  une  quelconque  de  ses  positions  sa  carac- 
téristique passe  par  le  point  ou  il  touche  cette  sur- 
face. 

Appelons  (a)  la  courbe  lieu  des  points  de  contact  du 
plan  mobile  et  de  la  surface  donnée,  et  a  le  point  où  le 
plan,  dans  une  de  ses  positions,  touche  cette  surface. 
On  peut  supposer  que  le  point  a  est  un  point  marqué 
du  plan  mobile  et  assujettir  ce  point  à  décrire  (a)  lorsque 
ce  plan  se  déplace. 

Dans  Tune  quelconque  de  ses  positions,  le  plan  est 
tangent  en  a  à  (a),  autrement  dit,  la  trajectoire  de  a 
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est  tangente  à  ce  plan  ]  mais  on  sait  {*  )  que  les  points 
d'un  plan  mobile,  qui  décrivent  des  lignes  tangentes  à 
ce  plan,  appartiennent  à  sa  caractéristique;  donc,  le 
théorèm©  est  démontré  (2). 

.  Conséquences.  —  Si  un  plan  mobile  passe  successi- 
vement par  les  génératrices  d'une  surface  réglée j  pour 
une  position  quelconque  de  ce  plan,  sa  caractéristique 
passe  par  le  point  oh  il  touche  la  surface  réglée  ('). 

Parce  que  le  plan  mobile,  dans  ses  différentes  posi- 
tions, est  tangent  à  la  surface  réglée. 

Quand  un  plan  se  déplace  en  restant  tangent  à  deux 
surfaces,  ou  lignes,  il  enveloppe  une  surface  dévelop- 
pable  :  on  obtient  une  génératrice  de  cette  surface  en 
menant  la  droite  qui  passe  par  les  points  où  le  plan, 
dans  Vune  quelconque  de  ses  positions,  touche  les  deux 
surfaces  ou  lignes  données  (^). 

Parce  que  cette  droite  est  la  caractéristique  du  plan 
mobile. 


(')  Mannheim,  Cours  de  Géométrie  descriptive,  2'  édition, 
p.  247. 

(')  La  même  démonstration  s'applique  au  cas  où  le  plan  mobile 
reste  tangent  à  une  ligne  donnée  (a). 

(')  Lac.  cit. y  p.  294. 

{*)  Loc.  cit.,  p.  4oo. 
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LICENCE  ES  SCIENCES  MATIÉNATIOIIES. 


SESSION  DE  JUILLET  1895.  -  COMPOSITIONS. 


Montpellier. 

Analyse.  —  Déterminer  une  courbe  plane  telle  que 
la  portion  de  tangente  comprise  entre  le  point  de  con- 
tact et  une  droite  fixe  ait  une  longueur  donnée.  Etu- 
dier la  forme  de  la  courbe  ;  calculer  son  rayon  de 
courbure^  et  les  coordonnées  du  centre  de  courbure. 
Déterminer  sa  développée.  Calculer  l'aire  comprise 
entre  la  courbe,  une  normale  et  la  développée. 

Solution.  —  Cette  courbe  est  connue  sous  le  nom 
de  tractrice.  OY  étant  la  droite  donnée,  elle  doit  véri- 
Ger  Téquation  dilTérentielle 


d'oi 


\dx  )   ~~       x^ 


ou 


/— :  ,      a  H-  /a*  —  X 

y  ■=.  —  sja^  —  x^  -\-  a  log 


X 


2 


g=_i/„._^,; 


la  valeur  positive  de  y/a^  —  .r^  donnant  la  portion  de 

courbe  située   dans   Tangle  XOY,  la    valeur  négative 

donne  une  brancbe  symétrique  5  x  variant  de  o  à  a,  j^ 

varie  de  -h  00  à  o,  ce  qui  indique  la  forme  de  la  courbe. 

i«es  formules  connues  donnent  le  rayon  et  le  centre  de 
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courbure 


a« 


R  =  -  /a*—  37*,         <  . 

[  Y  =  j^ -h  R  —  =  a  log 


a  "  a? 


la  développée  est  une  chaînette  dont  le  sommet  est  le 
point  (a,  o). 

Soit  (o  l'angle  de  la  normale  avec  OY-,  l'aire  cherchée 
est 

A  =  -    /      R*c^a)  =  —    /      tang*ajé/w 
^  «/o  -^  •- 'o 

a*,                     ^       a*  / v/«'  —  ^^  ^\ 

=  — (tango)  —  0))=  —  I  ^ arc  cos  —  |. 

-6  >i     \  X  et  J 

Mécanique.  —  Une  plaque  circulaire  infiniment 
mince,  homogène  et  pesante,  touche  par  Vun  de  ses 
points  un  plan  horizontal  fixe  parfaitement  poli.  Le 
centre  de  gravité  de  la  plaque  étant  maintenu  fixe, 
on  imprime  à  celle-ci  une  rotation  a>  autour  du  rayon 
qui  passe  par  le  point  de  contact  avec  le  plan  fixe  ; 
puis  on  V abandonne  aux  forces  qui  la  sollicitent. 

On  demande  d^ étudier  le  mouvement  de  la  plaque, 
et  en  particulier  d"*  indiquer  la  forme  de  la  courbe  que 
décrit  sur  le  plan  fixe  le  point  de  contact  avec  la 
plaque. 

Solution. —  OXY  étant  le  pi  an  horizon  lai  fixe,  ox^oy 
deux  rayons  du  disque,  soient  M  sa  masse,  p  son  rayon, 
et  MR  la  réaction  verticale  appliquée  au  point  de  con- 
tact. Soit  (X,  Y,  Z)  le  centre  du  disque;  on  a 

dt^  ~   dl'^  ~'^'  dn  ~  ^' 

Les  moments  d'inertie  sont  A  =  B  =  M  ^^  C  =  M  —  i 

4  >' 
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et  les  équations  d'Eulcr  donnent,  pour  le  mouvement 
autour  du  centre  de  gravité, 

f  -^  —  /?/•  1  ^  =—  Rp  cosÔ  coso, 

dr 

57  =  ^^ 


on 


p  sinç  -h  q  C05Ç  =  sinO  -jjf 

^        •       ^         '        dt 

do  -  rfd/ 

r  =  -y cos  6  -/-  • 

dt  dt 

EnCn,  Péquatîon  Z  =  p  sinO  exprime  que  le  disque 
^€ste  langent  au  plan  XOY. 

Pour  I  =  G,  soit  Ço  =  'io  =  o  ;  les  conditions  de 
^  ^énoncé  donnent 

X  =  Y  =  o,        ^0  =  To  =  Oq  .=  o,         d'où         r  =  o, 

^e  qui  simplifie  les  équations  précédentes*  En  élimi- 
nant ^,  ^  et  Z,  on  a 

c?*il    .    .       d^  d^        ^       do  dd 
—rz  sin  0  -4-  -.—  -7-  cos  Oh — r-  -r  =  o, 
rf/»  dt    dt  dt  dt         ' 

d^  d^    ,    .       rf*0        î^         ^ 

-p-  -n  sinO ^T-T-  =  -  R  cosO, 

dt  dt  dt^        p 

—f-z  cosO  —  (  T"  I  sinO  = i  . 

rf^»  \rf//  p 

• 

do  ^d^ 

-^  —  cosO-jî-  =  o. 

ûf/  dt 


On  en  déduit 


f/*'».  di)  di) 
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d'où 


-77  sin*0  =  a  =  70  sinOo, 
ai 


puis 


-7-r  (  3  -h  2  COS  2  0  )  —  I  -7-  )    2  sin  «2  6  H —  cosô  —  a*    .    ,-   =  o, 

af*  ^  ^      \dt  J  p  sin'Ô         ' 

2/û?e\»     /é/e\»       A     4^  .  û        «' 

TT  f  -7T        +  (    -7-  I    008  2  0  -4-  -î-^  Sin0-4- 


'à\dt/         \dtj  '  p  2sin'0 

=  P=£o_^4£gj^,Q 

•^  P 

OU  encore 

/rfey_  sinOo— sinO  /8^  ,  sinS^-  sinSpN 

Vt/^y   -    5  — 4sin20  Vy^^         sin»e        /' 
et 


î 


_^_sin0^r  i-f-4cos»e 

(3  —  4  sm^O)*  L»^^"  sin*9  ^^' 

Pour  Z  ^  o,  --1-^  et  par  suite  -jj  prennent  le  signe  de 

S2       ^                  8^  ûfô       ,  I  1  A 

1  <7o  <  -7 .   A  V?  "n  s  annule  pour  une  valeur  IJ| 

'  <^        p(n-  sinôo)     û?<  ^ 

de  6  comprise  entre  o  et  ->  et  6  variera  entre  60  et  6|. 

Dans  ce  cas,  R  reste  positif,  de  même  que  7^  ^^  ^*  Les 
coordonnées  polaires  du  point  de  contact  sont 

ai  = ip,  r  —  Q  cosô, 

2 

ce  qui  permet  de  déterminer  la  forme  de  là  courbe,  -j- 
s'annulant  pour  6  =  6©  et  6|  ;  les  valeurs  correspondantes 
de  (0  sont  données  par  une  intégrale  définie,  -—  étant 
une  fonction  connue  de  9. 
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Si  ql  <  —  sinOo,  on  a 

01  >  Oo,        sinon        0,  <0o; 

mais  le  mouvemenl  est  le  même  dans  ces  deux  cas,  qui 
ne  diffèrent  que  par  le  choix  de  la  position  initiale. 

Si  if  l  =  —  sin8o>  6  reste  constant,  et  l'on  a 

^  =  —^  X  /,         9  =  7o  cotSo  X  t, 
^       sinBo  ^ 

Si  —  sin9o<aî  < — ^Tû-(9  —  8  sinOo),0  varie  entre 

p  "^70   ^pcos«6o^^  ^' 

6o  et  ->  R  reste  encore  positif,  le  disque  passe  par  une 

position  verticale,  pour  laquelle  -^  s'annule,  -^  reste 
positif. 

Si  ql  >>  — ^ft~(9  —  SsînOo),  0  augmente  aussi  ;  mais 

mr  une  valeur  de  9,  comprise  entre  6o  et  ->  R  devient 

Mê 

ni,  puis  négatif;  le  point  de  contact  quittera  alors  le 
{>lan9  et  le  mouvement  cesse  de  correspondre  aux  con- 
<iîtîons  de  l'énoncé,  le  disque  n'étant  plus  soumis  qu'à 
«c^n  poids  jusqu'au  moment  où  il  reviendra  en  contact 
s^  vec  le  plan  XOY.  Le  mouvement  autour  du  centre  de 
gr^i^^ivité  est  alors  celui  d'un  corps  qui  n'est  soumis  à  au- 
force  extérieure. 


Épreuve   pratique.   —  Connaissant  la  longitude  v 
ci  ^une  planète  dans  son  orbite,  ainsi  que  l'inclinaison  w 
a?e  l'orbite  et  la  longitude  ù  du  nœud  ascendant,  caU 
cz£,ler  la  longitude  et  la  latitude  héliocentrique. 


('==  I78"i9'i3%4, 
w=  7°  6' 56',  7, 
12  =  235ri?/  8%i. 
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SESSION    DE    NOVEMBRE    1895.    -    COMPOSITIONS. 


Besançon. 


Analyse.  —  Un  hjperboloïde  de  résolution  à  une 
nappe  est  donné  par  le  rayon  a  du  cercle  de  gorge  et 
par  t angle  w  que  font  les  génératrices  av^ec  le  plan  de 
ce  cercle.  Déterminer  les  courbes  de  cette  surface  telles 
que  V angle  a<  sous  lequel  une  de  ces  courbes  coupe  les 
génératrices  de  l'un  des  deux  systèmes  soit  une  Jonc- 
tion donnée  de  la  distance  r  du  point  d'intersection  de 
la  courbe  et  de  la  génératrice  au  point  oit  cette  même 
génératrice  rencontre  le  cercle  de  gorge. 

Application. 

,    a*(i  —  '2  cos*a))-f- r*  cos*a) 
cosa  =± r —^ — T ; 

on  achètera  Vintégration  dans  tous  les  cas  qui  se  pré- 
sentent, de  manière  à  ai^oir  les  intégrales  sous  forme 
réelle;  on  discutera  et  l^ on  indiquera  la  forme  des 
courbes  obtenues. 

Soit  cosa  =f(r)'^f(r)  pourra  être  considéré  comme 
donné.  Les  coordonnées  d'un  point  de  l'hyperboloïde 
peuvent  être  représentées  par 

X  =  a  cos  0  —  r  cos  w  sin  0, 
y  =  a  sinO  -h  r  cosw  cosÔ, 
z  =  r  sino), 

r  et  6  étant  variables.  Les  courbes  cherchées  sont  dé- 
finies par  Téquation  différentielle 

jf.  _  Cl  costo(/2  —  i)zh//(i  — /2)(a*sin2to  -h  r*  cos*(o)    , 

a*  cos*  o)  —  «*y 2  —  r^y*  cos*  to 
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on  voit  qu*clles  s*obticnnent  par  une  quadrature.  Dans 
l'application  indiquée,  la  quantité  placée  sous  le  radical 
devient  carré  parfait.  A  Tun  des  signes  du  radical  cor- 
respondent les  génératrices  rectilignes  de  Thyperbo- 
loïde  du  second  système*,  à  l'autre  signe,  des  courbes 
dont  Téquation  est  facile  à  obtenir  sous  forme  Cnie. 
Celte  équation  contient  des  fonctions  trigonométriques 
ou  des  exponentielles,  suivant  que  <o  est  supérieur  ou 
inférieur  à  60**. 


Mécamiqtje.  —  r*  Un  cylindre  de  rév^olution  dont 
Vaxe  est  OA  est  mobile  autour  de  la  droite  fixe  OB. 
U angle  BOA  est  constant;  discuter  la  durée  d* une 
petite  oscillation  en  fonction  de  V angle  ^  de  OB  avec 
la  verticale  et  de  la  distance  OC  =  /  (C  centre  de 
gravité). 


2®  Un  cône  droit  dont  V angle  est  2  ^  est  chargé  d'un 
poids  M  appliqué  en  un  point  de  sa  sur/ace,  Déter- 
fniner  le  mouv^ement  de  ce  point  quand  on  écarte  le 
cône  de  sa  position  d'équilibre.  On  suppose  le  cône 
sans  masse  et  assujetti  à  rouler  sur  un  plan  horizontal. 

i"  Problème.  —  Calculer  les  moments  principaux 
d'inertie  du  cylindre  relatifs  à  son  centre  de  gravité. 
En  déduire,  d'après  les  formules  connues,  son  moment 
d'inertie  par  rapport  à  une  parallèle  à  OB  menée  par  le 
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point  C,  et  enfin  son  moment  d'inertie  par  rapport 
à  OB.  Le  mouvement  sera  donné  par  le  théorème  des 
aires.  11  a  lieu  sous  l'action  de  la  composante  de  la  pe* 
sauteur  dans  un  plan  perpendiculaire  à  OB. 

2®  Problï:me, — Soient  0  l'angle  que  fait,  dans  le  cône 
droit,  le  plan  méridien  du  point  M  avec  le  plan  méridien 
vertical,  {f  la  vitesse  du  point  M.  On  peut  prendre  la 
masse  de  ce  point  et  la  longueur  OM  égales  à  i .  On  a 

v^  =  sin«p  cos*P(i  —  cosG)(i-h  cos*p  +  sin^p  cos9)-^. 

En  appliquant  le  principe  des  forces  vives 

,,        .    o        o   .    fi.  /    i-f- cos^B -+- 8in*BcosO 
^        ^       2V    A  —  ^sinpcosp(i  — cos8) 

intégrale  elliptique.  Dans  un  cas  particulier  remarquable 
le  radical  se  réduit  à  une  constante. 

Epreuve  pratique.  —  En  un  lieu  de  latitude, 

on  a  observé  V azimut  a  = -h  54^46' 3 1''  et  la  hauteur 
h  =  39°  iW l'j'*  d^une  étoile,  à  V heure  sidérale  locale 
6  =  8*'i3"52S,3,  la  température  étant  T=  a3%7,  la 
pression  atmosphérique  p  =  742"*™»  65. 

On  demande  : 

I  °  De  corriger  h  de  la  réfraction  ; 

2"  De  calculer  l^ ascension  droite  et  la  distance  po- 
laire 9  de  rétoile. 


Bordeaux. 

Mathématiques.  —  Calculer  V intégrale  indéfinie 

dx 

a  étant  un  nombre  positif  supérieur  à  l'unité. 


/; 
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L' équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre 

est  telle  que  si  y  =  J^i    ^st  solution    de  l'équation, 
J  =^î  est  également  une  solution. 
Déterminer  la  fonction  y  ^ . 

Établir  la  condition  qui  doit  être  remplie  par  les 
/unctions  L  e^  M  pour  que  V équation  admette  des  so- 
lutions de  la  nature  indiquée  précédemment. 

Mécanique. —  1.  Un  système  de  forces  est  constitué 

f>^ir  n  forces  fixes'  et  une  force  dirigée  suivant  une 

^'oitejixe,  mais  dont  l'intensité  est  vatiable.  On  de^ 

ande  le  lieu  de  l'axe  central  du  système. 

Cas  particuliers  :  \°   la  direction  de  la  force  va- 

^^£able  rencontre  Vaxe  central  du  système  des  n  forces 

.X£xes  ;  2**  elle  est  parallèle  à  cet  axe  central. 

2.   Une  plaque  invariable  de  forme  quelconque  est 

^9%obile  dans  son  plan  autour  d'un  point  O,  avec  frot- 

bernent  ;  le  Jrottement  se  traduisant  par  un  couple  qui 

^^git  en  sens  inverse  de  la  rotation  instantanée,  et  dont 

te  moment  est  proportionnel  à  la  pression  de  la  plaque 

€ivec  le  point  O. 

Aucune  force  extérieure  ne  sollicitant  le  système, 
on  assujettit  le  point  O  à  prendre  un  certain  mouve- 
vement  rectiligne. 

Déterminer  ce  mouvement  rectiligne  et  les  condi- 
tions initiales  du  mouvement  de  la  plaque^  de  manière 
(jue  le  mouvement  angulaire  de  celle-ci  soit  (au  moins 
pendant  un  certain  intervalle  de  temps)  uniforme. 

Calcul.  —  Calculer  pour   Bordeaux,    et  pour   le 
li  novembre  iSgS,  l'heure  et  l'azimut  du  coucher  du 
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Soleil  : 


Latitude  de  Bordeaux 44-^o.   7,2 

Déclinaison  du  Soleil  à  midi  vrai  (i8nov.).     —19.14.48,8 

»  (19  nov.).     — 19.28.57,4 

Les  formules  à  employer  sont  : 

cos  <o  =  —  tangtp  tangS, 
.  cosSsinto 

tangA  =  : — s; : ^ T  ' 

—  cos  ©  sin  ô  H-  sin  ç  cos  0  cos  t^ 


Clermont. 

Analyse.  —  Par  le  pied  P  de  chaque  or  donnée , 
PM  =  z,  d'une  surface ,  on  mène  une  parallèle  à  la 
normale  en  M  à  cette  surface.  Montrer  que  pour  que 
les  droites  ainsi  obtenues  soient  normales  à  une  sur- 
face,  il  faut  que  p^-i-  q^  soit  une  fonction  de  z,  p  et  q, 
dérivées  partielles  de  z.  Intégrer  l'équation  auxdéri- 
i^ées  partielles  ainsi  obtenue. 

Soient  a,  j3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale; 
les  coordonnées  de  S  sont 


a? 


pa, 


r-t-pp»      py; 


quand  x  varie  seul,  les  cosinus  directeurs  du  déplace- 
ment sont 

dp  da        Q  ^P     ,        ^?  dp  ^Y 

âx       ^  dx*      ^  dx  ~^  ^    âx'     ^  àx       ^  dx' 
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Ecrivons  que  ce  déplacement  est  normal   à  />p;  on 

trouve 

dp 


dx-"      *^ 


on  aurait  de  même  t^  ^  —  B.  La  condition  cherchée 

ày  ^ 


dy  ~  dx 


ou 


ou 


Le  déterminant  fonctionnel  de  z  et  de  p^-hq^  est  nul. 

Remarque.  —  Le  long  d^une  section  horizontale,  la 
normale  fait  un  angle  constant  ;  ces  sections  sont  des 
'ignés  de  courbure.  Résultat  analogue  pour  le  lieu  de  S. 

Astronomie.  —  Prendre  dans  la  Connaissance  des 
Tenips  les  trois  coordonnées  écliptiques  héliocentriques 
'Vw^rUes  de  Vénus  : 

longitude  41.)    latitude  B,     distance  r  au  Soleil, 

^^  tes  trois  coordonnées  écliptiques  vraies  du  Soleil  : 

longitude  L —  iSo*',     latitude  a,     distance  R  à  la  Terre, 

l^  12  septembre  1895  a  midi  moyen  de  Paris;  en  dé- 
du.£re  les  trois  coordonnées  écliptiques  géocentriques 
vr4:^ies  de  Vénus,  au  même  instant  t  : 

longitude  X,     latitude  p,     distance  D  à  la  Terre. 

-iDémontrer  d* abord  les  formules  de  résolution 

DcospcosX  =  rcosBcos.Ç^ — BcosacosL, 
D  cos  p  sin  X  =  r  cos  B  sin 4^ —  R  cos  a  sin  L, 
D  sinp  =rsinp  — R  sina. 

^/i/i.  de  ifathémat.,  3«  série,  t.  XV.  (Avril  1896.)  i3 
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Nancy. 

Analyse.  —  Première  question.  —  Les  axes  Ox,  Oj 
étant  rectangulaires,  et  Ket^  étant  deux  points  don- 
nés sur  Oy,  calculer  V intégrale  curviligne 

J[^(y)e^  —  rny]  dx  -h  {^ {y)e'  —  m] dy, 

prise  le  long  d'un  chemin  quelconque  AMB,  allant  du 
point  A  au  point  B,  mais  limitant  avec  AB  une  aire 
AMBA  de  grandeur  donnée  S;  m  désigne  une  con- 
stante, et^[j')  une  /onction  de  j  définie  et  continue^ 
ainsi  que  sa  dérivée  <f'{y)» 


y 

B 

M 

J 

A 

0 

Ui 

y 

|B 
A 

0 

jp 

Deuxième  question.  —  i°  Définir^  diaprés  La- 
grange,  V intégrale  complète,  V intégrale  générale, 
l'intégrale  singulière  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  entre  deux  ^variables  in- 
dépendantes et  une  Jonction  z  de  ces  variables, 

2°  Étant  donnée  la  relation 

im{x  -\-  ay  -\-  b)  =  z  ^z^  -+-  a*  -\-  a»  Jog(^  -H  \/î*+~â*), 

oà  a,  b  et  m  sont  des  constantes^  en  déduire  V équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  indé- 
pendante de  a  et  de  b^  à  laquelle  satisjait  la  fonc- 
tion z  des  deux  vci^iables  x  et  y»  Intégrer  cette 
équation.   Revenir  à   la  relation  proposée  en  élimi- 
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nant  la  fonction  çirbitraire  de  l'intégrale  générale 

s  =/  -/• 

1.  On  est  ramené  à  une  intégrale  suivant  le  contour 
fermé  AMBA,  et  à  une  intégrale  Je  long  de  AB. 

La  première  s'évalue  par  la  formule  de  Green.  Sup- 
posons Taire  à  droite  de  AB, 

•^AMBA  ^^^   «/aire  AMBA  \^^  ^^  / 

m  dx  dy  =  mS. 


Si  l'aire  est  à  gauche,  on  a  —  m  S. 
De  plus 

Jf    =/     rf^[cp'(Y)e-*^  — /n]  =  e^[o(^>)  — cp(a)]— m(/>>  — a). 
AB      ^a 

Donc 

/      =±  mS -h  c*[o(6) — <p(a)]  —  m(6  —  a), 

*^AMB 

2.   Étant  donnée  Téquation 

im{x -\- y  -\- b)  =:.  z}Jz^-\-  a'-+-a*log(z  -h  ^z^-\-  a*)> 

-«  ^s  dérivées,  par  rapport  à  j:  et  j^,   donnent,  en  po- 

._^  dz  âz 

m  =  ^z^-ha^p,        ma  =  ^z^-h  a^  q. 
En  éliminant  a  entre  les  dernières,  on  a 

Pour  intégrer,  on  remarque  que,  l'équation  renfer- 


Zy  p  et  q,  on  est  conduit  à  poser  z  =f(X'{-ay)^ 
11  a  est  une  constante,  ou  bien  x  +  aj  =  'f  (^r),  ce  qui 


donne 
et 

Donc 
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m 


[«p(z)  +  6J  =r  /v/-s'-l-  a2c?3 

=  1  [«  /^»  -i-  a»  H-  a«  log(^  -I-  v^-5»  -+-  a»)]  ; 
d'où,  enfin, 

im(x-\-  ay-h  b)—  z  sjz'^ -h  a'  H-  a«  log {z  -^  ^z^-h  a*), 

qui  est  la  relation  qui  a  servi  de  point  de  départ.  On  a 
ainsi  une  intégrale  complète;  on  en  déduit  toutes  les 
autres. 

Mécanique.  —  Un  point  pesant  de  masse  égale  à  un 
gramme  est  lancé  dans  le  plan  vertical  perpendicu" 
laire  au  méridien  du  lieu  sous  un  angle  de  60**  "vers 
Vest  ou  vers  l'ouest. 

L^ intensité  de  la  vitesse  initiale  a  été  déterminée 
au  moyen  d*un  pendule  balistique  ;  le  point  matériel, 
lancé  horizontalement  as^ec  cette  vitesse,  est  venu  se 
fixer  au  centre  de  gravité  du  pendule  ;  la  distance  du 
centre  de  gravité  à  l'axe  de  suspension  du  pendule  et 
le  rayon  de  giration  du  pendule  par  rapport  à  son 
axe  de  suspension  sont  tous  deux  égaux  à  un  déci- 
mètre;  la  masse  du  pendule  est  égale  à  lo^^j  lorsque, 
par  suite  du  choc,  le  pendule  s'est  élevé ^  V angle 
d'écart  avec  la  verticale  a  été  de  60°. 

On  tient  compte  de  la  rotation  de  la  Terre,  on 
prend  co  =  0,000078 5  on  néglige  tù^\  la  latitude  du 
lieu  est  égale  à  45®.  Déterminer  le  point  de  rencontre 
du  mobile  avec  le  plan  horizontal  passant  par  sa  posi- 
tion initiale. 
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1°  Détermination  de  la  vitesse  initiale  du  projectile 
ar  le  pendule  balistique. 

Si  Vo  est  la  vitesse  du  projectile  avant  le  choc,  (ùq  la 
itesse  commune  du  pendule  et  du  projectile  après,  on  a 

mç^a  =(MK'-h  ma')t»)o, 

ù  /n  =  la  masse  du  projectile  =  i^"^,  M  celle  du  pen- 
ule  =  loooo^^,  a  la  distance  du  projectile  à  Taxe  de 

spension  =  lo*^"  et  K  le  rayon  de  giration  =  a  dans 

problème. 

Le  pendule  composé  donne,  pour  Tangle  maximum 
écart  0,  l'équation 


COo 


=^v^ 


M/ 


MK» 


ma     .    6 

r  sm-* 

ma*       2 


D'où  ici,  comme  /,  distance  du  centre  de  gravité  à 
<£ixe  de  suspension,  est  égale  à  a,  comme  K, 


wo  =  2  sm  - 1  /  — , 
aV   a 


vo  = 


m 


m  2 


Le  cas  actuel ,  où  a/  =  K^  est  celui  où  il  n'y  a  pas  de 
F^^rcussion  sur  l'axe  de  suspension.  Avec  les  données 
C  e  =  6o-), 


2°  Étudions  le  mouvement  d'un  projectile  à  la  sur- 
l^oe  de  la  Terre,  lancé  avec  la  vitesse  Co  dans  un  plan 
vej?tical.  Nous  prenons  comme  axes  fixes  des  axes  pas- 
sant par  le  centre  de  la  Terre,  Oz,  vers  le  pôle  nord,  de 
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façon  que  la  rotation  oco  soit  positive  ;  au  point  A,  nous 
prenons  un  trièdre  de  même  sens,  dont  Ax  est  tangent 
au  méridien  vers  le  nord,  Ay  au  parallèle  vers  l'est; 
A  z  est  la  verticale  vers  le  centre  de  la  Terre.  Les  équa- 
tions du  mouvement  relatif  sont  ici 

d^x  .   ^  dr 

m  — r-r  =  —  inioi  sinA-7-» 
dt^  dt 

d^Y  .    ^  dx  y  dz 

m  — ri- =       2mtosinA--z — h  imtocosA --r-> 
at^  at  at 

d^z  «  dy 

/?i-T-^  =  —  2m(jj  cosA  -^-  -\~  mg^ 

et  il  faut  les  intégrer  \  les  conditions  initiales  sont,  en 
supposant  le  mobile  lancé  vers  l'est  dans  le  plan  zAy^ 
sous  l'angle  a  avec  la  verticale  vers  le  haut, 

En  négligeant  co,  on  aurait  la  première  approxima- 
tion 

37  =  0,        y  =  ÇQtcosa.,        z=  —  ^osina^H — gt^ ', 

en  appelant  S,  tj,  Ç  les  accroissements  développés  suivant 
les  puissances  de  co,  limités  à  la  première  puissance, 

on  a 

I  =  —  to  Po  cosasinXi', 

T^  =  -f-w  cosX  (  —  VQsmat^-^  ~-  j  9 
Ç  =  —  a>  cos  X  Çq  cos  a  l^. 

Pour  que  le  point  atteigne  le  plan  horizontal^  il  faut 
poser  5  =  0,  ce  qui  donne 

tl  —  ç'osina-H^ (o  cos  X  Çq  cos  a  <  j  =  0, 

hvq  sina 


g  —  2  0)  COS  X  i^o  COS  a 
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En  remplaçant  et  se  limitant  aux  termes  eu  o),  on  a 

x.  = ^sin*acosaa)  sinX, 

y  =  — ^ H  Jto  cosA-îi — - — (3  cos'a  —  sin'a). 

Pour  a  =  6o°,  le  terme  complémentaire  dey  est  nul  ; 
donc  ly  du  point  d'arrivée  est  le  même  que  si  (o  est  nul, 
et  il  y  a  toujours  une  petite  déviation  vers  le  sud. 

Pour  a  =  6o°,  )»  =  45°,  on  a 

Caxcul  d'Astronomie.  —  Déler miner  V azimut  et  la 
distance  zénithale  d'un  asfre  dont  les  coordonnées, 
ascension  droite  et  distance  polaire,  sont 

iR  =  18'»  15"  53%  7,        8  =  25°  3*7' '26',  4. 

La  latitude  du  lieu  est  X=48®4*'3i'',  et  l'heure  de 
robseri^ation  est  1 4^  28"  35%  4- 


Poitiers. 

Analyse.  —  J.  Dans  un  plan,  on  donne  deux  axes 
rectangulaires  Ox,  Oy,  de  l'origine  O,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  la  courbe 
enveloppa  des  droites  représentées  par  l'équation 

xcosb)  -hjrslnu}  =y(to). 

[y((o)  est  une  fonction  connue  du  paramètre  w]. 

Trouver  l'aire  de  la  courbe,  lieu  des  pieds  de  ces 
perpendiculaires ,  Application  à  l'ellipse 

^  +  P  — =  0- 


(  «92  ) 
JT.  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oj^, 
Oz  :  que  représente  l* équation 

(a  et  m  sont  deux  constantes  réelles)? 

Soit  p  =  ^x^-hj-^-h  z^j  éliminer  la  fonction  F(p) 
de  l'équation 

Chercher  si  l'équation  aux  dérivées  partielles  (li- 
néaire) ainsi  obtenue  admet  des  solutions  vérifiant 
aussi  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surf  aces  de 
rév^olution  autour  de  Vaxe  Oz. 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  est  assujetti  à  se 

mouv^oir  sur  une  courbe  fixe^  plane.  On  propose  de 

déterminer  la  nature  de  cette  courbe,  sachant  que  la 

force  motrice  donnée  F,  dérivant  d^ un  potentiel,  agit 

dans  le  plan  de  la  courbe,  et  que  la  réaction  normale  N 

est  aussi  une  fonction  connue  des  coordonnées    du 
point.  Applications  : 

T"  F  =  iiy,  N  =  o,  t'o^ro/fl» 

2*»  F=— [xj^,         N  =  fxyocosç,         Po  =  o. 

cp  est  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  Vaxe 
des  .r. 

Astronomie.  —  On  a  observé  dans  un  même  vertical 
au  même  instant  deux  étoiles  dont  les  coordonnées 
sont  connues.  Trouver  l'heure  sidérale  de  l'obser- 
vation. 

Étoiles.  Ascension  droite.  Déclinaison. 

a  Grande  Ourse  .....     io*'57™i5*  -+-62*'l9'  S'p 

Ç  Grande  Ourse .i3''i9™42»  -f- 55** 28' 26' 

Latitude  du  lieu  :  46''35'5"  boréale. 


I 
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Toulouse. 


Analyse.  —  I.   On  considère  la  surface  algébrique 
H  troisième  ordre  définie  par  les  formules 


M* -HP* 
X  =  » 

•2(m«— I) 


Z  = 


1*2—1 


^ni  déterm^inent  les  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires x^y^  z  d^un  de  ses  points  en  fonction  de  deux 
f^aramètres  u  et  \f  \ 

I®  Montrer  que  cette  surface  passe  par  la  para- 
bole P  définie  par  les  équations 

et  calculer  ses  rayons  de  courbure  principaux  en  un 
point  pris  sur  cette  parabole  P  ; 

2®  Déterminer  ses  ombilics  et  ses  lignes  asympto- 
tiques, 

II.  Déterminer  les  constantes  a,  P,  y  de  façon  que, 
parmi  les  solutions  de  Inéquation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre 

^(i - ^)  -^  -+-  [ï  -(«-+-?-+-  0^]  ^^  -  apr  =  o, 

se  trouvée  un  polynôme  entier  en  x .  Comme  application, 
trouver  V intégrale  générale  de  cette  équation  dans  le 
cas  particulier  où  l'on  a 

T.  —  Un  calcul  facile  donne  pour  les  six  quantités  E, 
P,  G,  D,  D',  D'^  (Notations  des  Leçons  de  M.  Darboux, 


(  «94) 
t.  III,  p.   a4^  ^^  suivantes)  relatives  à  la  surface  qui 
figure  dans  la  première  question  d'Analyse  : 

^-  (M*'-Ij*  '  (mî— ,)8' 

^p(|-f-p«)[l-f-2(l-Mf«)]  , 

r  = —  . — z : y  L>  =  o, 

(m«— I)»  * 

VJ  =  ; — I TT >  U   =  — 


De  ces  expressions  résulte  imniëdiatemeut  la  solution 

de  la  question.  La  parabole  P  est  définie  dans  le  système 

(u,  1^)  par  Téquation  u  =  0'^  tous  ses  points  sont  des 

ombilics.  L'équation  difierentielle  des  asymptotiques, 

savoir 

du*  dv* 


w»  —  I  V*-{-l 


j 


s'intègre  immédiatement. 

La  surface  précédente  n*est  autre  que  celle  considérée 
par  M.  de  Saint-Germain  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques  (q,^  série  y  t.  XII,  i^^  Partie,  p.  177-180; 
1888). 

II.  —  L'équation  dilTérentielle  dont  il  s'agit  est  celle 
de  la  série  hypergéo mé trique  ;  elle  admet  comme  solu- 
tion un  polynôme  entier  si  l'un  des  nombres  a,  ^  est  un 
entier  négatif;  les  candidats  n'avaient  pour  l'établir 
qu'à  substituer  un  polynôme  entier  de  degré  n  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  et  à  chercher  si  le  poly- 
nôme de  degré  n^  résultat  de  la  substitution,  pouvait 
être  nul  identiquement;  on  trouve  d'abord,  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  de  x*\ 

{n  H-  a)(n  -f-  p)  =  o, 

ce  qui  prouve  que  l'un  des  nombres  a,  p  doit  être  un 
entier  négatif,  et  cette  condition,  comme  on  le  reconnaît 


(   «9^  ) 
ii3ciDicdiatement  en  poursuivant  rideulificaliou,  est  suf- 
fisante pour  Texistençe   d'un  polynôme  satisfaisant  à 
l*«quatîon,  et  dont  le  degré  est  égal  à  celui  des  deux 
ti  ombres  —  a,  —  p  qui  est  entier. 

Dans  le  cas  où  y  =  a,  p  =  —  2,  on  obtient  par  ce  qui 
l-^>  M'écède  la  solution  particulière 

^  S:,  par  l'application  du  procédé  classique  de  réduction, 
o  m^zi  parvient  à  l'intégrale  générale  au  moyen  de  quadra- 
t^'m^M.res. 

Mécanique.  —  Trouver  la  figure  d' équilibre  d^un 
^flexible,  inextensible,  homogène,  de  longueur  don- 

ie,  attaché  par  ses  deux  extrémités  à  deux  points 
^zxes  et  sollicité  par  une  force  émanant  d\in  point  fixe 
^^:  proportionnelle  à  une  fonction  donnée  de  la  dis- 
^<^^nce  de  chacun  de  ses  points  au  point  fixe. 

Calculer  la  tension  du  fil  en  chaque  point;  former 
^      équation  différentielle  de  la  courbe  d'équilibre. 

Examiner  les  cas  particuliers  suii^ants  ;  1°  la  force 
^  9ui  sollicite  chaque  point  du  fil  est  attractive  et  pro- 
T^^ ortionnelle  à  une  puissance  donnée  du  rayon  vecteur 
^^^^u  du  point  fixe  ;  2®  la  force  est  proportionnelle  au 
^"^=^jon  vecteur. 

Le  commencement  delà  question  de  Mécanique  n'est 

^Mtre  que  la  question  de  Cours  traitée,   par  exemple, 

^ans  le  Traité  de  Mécanique  de  M.  Appel l  (t.  I,  p.  198 

^"t  suîv.);  les  deux  cas  particuliers  à  traiter  en  sont  une 

application  immédiate. 

Epreuve  pratique.  —  Le  i3  janvier  iSpS,  à  midi 
^f'i.oyen  de  Paris,  la  déclinaison  du  Soleil  a  été 

^G  20  mars,  à  la  même  heure  —  o°8'52'',  3. 


(  '96) 
La  différence  des  ascensions  droites  du  Soleil  à  ces 
deux  dates  a  été  4**  ^7^33%  72. 

Calculer  V obliquité  de  Vécliptique. 

Si  l'on  désigne  par  a,  cl'  les  ascensions  droites  du 
Soleil  aux  époques  considérées  et  par  8,  8'  les  déclinai- 
sons correspondantes,  on  a,  d'après  la  formule 

tang6  =  sine  tangB 

relative  aux  triangles  rectangles,  les  relations 

tang8  =  sina  tangco, 
tang8'=  sina'tangto, 

Ct)  étant  l'obliquité  de  Técliptique.  On  en  déduit 

a-f-a'       sin(8-f-8')  a  — a' 

tang =  -r-y^ ^7-  tang > 

°      2  sin(8-— ô)        °      2 

d'où  a  -f-  a',  puisque  8,  8',  a  —  a'  sont  connus.  On  a  eu- 
suite  (I). 


SOLDTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Qaestion  1668. 

(1894,  p.  3*). 

Étant  donnée  une  parabole  de  sommet  O  et  de  foyer  F, 
on  trace  une  corde  focale  AB.  Le  cercle  circonscrit  au 
triangle  OAB  rencontre  l'axe  de  la  parabole  en  un  point  P, 
tel  que  FP  =  AB.  (E.-N.  Barisien.; 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Droz-Farny. 


Soit  /•  =  — réquation  polaire  de  la  parabole. 

I  —  coscp      ^  '^ 


On  aura  FA  =  — ^ ;  FB  = 


I  — coscp  1  —  cos(i8o-H  Q)      I -H  coscp 


(  '97  ) 


I>onc  AB  =  FAh-FB=  ^^,  FA.FB=  -^  . 

Or  ^  ^ 

FO.FP  =  FA.FB, 


d' 


S^ 


u 

FP=^   :P=.^,     FP  =  AB. 

On  nous  a  adressé  aussi  la  solution  suivante  : 
On  sait  que  quelle  que  soit  la  corde  focale  on  a 

l'on  prend  l'axe  comme  corde,  on  voit  que  la  constante  est 


FVÔ^î  on  a  abrs  -L  +  A  =  =1, 


FA       FB       FO 
à^  <:^h       (FA-+-FB)FO  =  FAx  FB,        donc,  etc. 

Question  1669. 

(1894,  p.  3*). 

-^ar  le  foyer  F  d'une  parabole,  on  mène  une  corde  AB 
^^  d*on  décrit  sur  AB  comme  diamètre  une  circonférence  S 
9*-c«  rencontre  la  parabole  en  deux  autres  points  G  et  D. 
^  ^'^  porte  sur  FC,  du  côté  opposé  à  G,  une  longueur  FD'  =  FD 
^^  ^ur  FD,  du  côté  opposé  à  D,  une  longueur  FC  =  FG. 
"Montrer  que  les  points  C  et  D'  sont  situés  sur  la  circonfé- 
''e#ice  S.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Droz-Farny. 

iJne  circonférence  quelconque  de  centre  L  a  pour  équation 

Polaire 

p2 —  aap  cos(cp  —  a)  -+-  a* —  r»=  o, 

^  et  a  étant  les  coordonn'^es  polaires  du  centre  L. 

Hn  choisissant  le  foyer  F  comme  origine  et  l'aTie  de  la  para- 
bole comme  axe  polaire,  la  circonférence  AB  aura  pour  équa- 
tions 


ou 


2/?cosa        ,  .       />'cos*a  /?* 

pî p--^.     ^ C0S(CÛ  —  a)  -4-' r-7 ?--r-    =  O, 

^*      *^    sin'a  ^  sin*a  sm*a 

aocosa  /?î 

p«—  P-^^-r-r —  cos(o  — a) f-—  =  o, 


car 


AB  =  ^         et 


(  '98  ) 

FA  -  FB 

A  =    


sin«a    ^  ^ 


Eliminons  o  entre  l'équation  du   cercle  et  l'équation    de   la 

parabole  p  = • 

'^        I  —  cosç 

De  cette  dernière,  on  déduit 


p—p 

coso  = ^ 

p 


et 


.,„, = ^e=sipj^ 


Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  du  cercle  développée, 
elle  devient 

p*  sin*a  —  ap/7COS2(cos^  cosa  h-  sincp  sina)  — /?'  =  o, 


p*sin*a  — apy? cos'a —  2p/?cosa 


^.^yp^_(^._^,^ 


ou 


p'sin'a  —  2/?cos*a(p  — />)  —  />*  =  /? sina  cosay/p* — (p  — p)*. 
Cette  équation,  élevée  au  carré,  fournit 

p^  sîn* a  4-  p*  (  )  -h . . .  -h  />*  =  o, 


d'où 


Or 


Donc 


FA.Fn.FC.FD=  - 


P' 


sin^a 


FA.FB=  .^. 
sin*«p 

FG.FD  =  FA.FH, 


et,  par  conséquent, 

FA.FB  =  FG.FC'=FD.FD'. 

Question  1670. 

(  1894,  p.  3*.  ) 

Étant  donnés  trois  points  A,  B,  G  sur  une  courbe  quel- 
conque, soient  A'  ie  pôle  de  BC,  B'  le  pôle  de  AC,  et  C  le 


(')  Voir  la  solution  de  la  question  1608  (p.  19G  ci-dessus) 


(  «99  ) 

p^€fle  de  AB.  Lorsque  les  points  A,  B,  G  se  réunissent  en  un 

seul  A,  on  a 

,.     /A'B'.A'C'.B'G'N       ,, 

'*'"Viï?fosrA-^^;  =  ^^' 

R  étant  le  rayon  du  cercle  osculateur  en  A . 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  G.  Tzitzéica. 
Soit  R'  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  A'B'G'.  On  a 

A'B'-t-  B'C'-+-  G'A'=  4R'-f-  surface  A'B'G'. 
Il  reste  à  montrer  que 

(I)  limR'=5. 

4 

Je  considère  les  coniques  qui  passent  par  A,  B,  G,  c'est- 
à-dire  qui  ont  à  la  limite  avec  la  courbe  donnée  un  contact 
du  second  ordre. 

Il  est  évident  qu'elles  sont  inscrites  dans  le  triangle  infini- 
tésimal A'B'G'.  Spécialement,  les  foyers  des  paraboles  circon- 
scrites à  ABG  se  trouvent  «sur  le  cercle  circonscrit  à  A'B'G'. 
Alors  la  limite  de  R'  est  le  rayon  du  cercle,  lieu  des  foyers  des 
paraboles  ayant  en  A  un  contact  du  second  ordre  avec  la 
courbe  considérée.   Or,  le  rayon  de  ce  dernier  cercle   est, 

comme  on  sait  (^),  —•  L'égalité  (i)  est  par  conséquent  démon- 

4 

irée. 


QUESTIONS. 


1723.  Trouver  les  limites  de  la  fraction 


(')  Voir,  par  exemple,  Tisserand,  Rec.  compl.  d'exerc.  sur  le 
Cale,  infinit. 


(   200    ) 


lorsque 


1" 
3» 


X  =  o, 

07  =  00, 

a  =  6, 


respectivement. 

1724  Démontrer  Tidentité 

a«        (rt  —  i)**        (a  — a)** 

a«-«     (a  — 1)«-*     (a  — a)«-« 


•  •  •  •  • 


(a  — 2) 
I 


(R.-W.  Genèse.) 


(a  —  /iV* 
(a  — n)«-> 
(a  — /i)«~* 


•  •    •  •  «   • 


(a  —  /i) 
1 


a  {a  —  i) 

i  I 

=  i«.2«-i.3«-«...  (/i  — 2)3.(/i  — 0'  n, 

(V.  DE  StRÉKALOF.) 

1725.  Si  m  et  /i  sont  deux  nombres  premiers,  wi»-*  -4-  /i'»»-*^ —  i 
est  divisible  par  mn.  (J.-J.  Milne.) 

1726.  Si  m,  n,  p  sont  trois  nombres  premiers, 

(  71/?  )'«-» -l-(/>m)«-« +(mn  )/»-«  — I 

est  divisible  par  mnp.  (J.-J.  Milne.) 

1727.  Étant  donnée  une  surface  quelconque  F,  pour  laquelle 
l'indicatrice  est  elliptique,  la  surface  F',  lieu  des  centres  de 
courbure  de  toutes  les  sections  normales  ou  obliques  que  Ton 
peut  faire  autour  de  chacun  de  ses  points,  est  représentée  par 
l'équation 

Ri  et  Rj  étant  les  rayons  principaux  de  F  relatifs  au  point  que 
l'on  considère. 

Cela  étant,  vérifier  que  Taire  de  la  surface  F'  et  le  volume 
qu'elle  enveloppe  ont  respectivement  pour  expression 


A  =  ir(5l±L«l)VR:K;, 


(A.  ISSALT.) 


(    '^Oï    ) 

ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL 

SUR  UNE  SURFACE  QUAND  ON  TIENT  COMPTE 

DU  FROTTEMENT; 

Par  m.  W.  DE  TANNENBERG. 


Je  me  propose  d'indiquer  une  méthode  élémentaire, 
Ï^Cîrmettant  de  trouver  sous  une  forme  simple  les  équa- 
*^ï  ons  du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface, 
^Jt-:iand  on  tient  compte  du  frottement. 

I.  —  Notions  préliminaires. 
1.  Soient 

l^s  équations  de  la  surface  donnée  S.  Nous  supposerons 
^"^:i'on  ait  choisi  les  variables  u  et  c^  de  manière  que  les 
lignes  coordonnées  de  la  surface  soient  rectangulaires. 
C>€ins  ces  conditions 

/         ,  ^       dx  dx        dy  dy        dz   ôz 

\  ^t.  )  F  = 1 — ^  -^ — I —  =  o. 

^  du  âv        du  ôv        du  dv 

Nous  désignerons  par  MU  la  direction  dé  la  tangente 
^   la  ligne  coordonnée  (U) 

p  =  const. 

Sl^ii  passe  parle  point  M[Uf  u);  de  même  MV  désignera 
1^  direction  de  la  tangente  à  la  ligne  coordonnée  (V) 

u  —  const. 

Puissant  parle  même  point  M.  Suivant  l'usage,  MU  cor- 
respondra aux  (m)  croissants  et  MV  aux  (^)  croissants. 
'^nn.  de  Mathémat.y  3«  série,  l.  XV.  (Mai  »8t)6.)  i4 


Soient 


(3) 


(   202    ) 


a  =  a(/),         •^  =  P(/) 


les  équations  d'un  arc  de  courbe  (C)  passant  par  M; 
nous  prendrons  pour  sens  positif  de  cet  arc,  dans  le 
voisinage  du  point  M,  celui  dans  lequel  se  meut  M 
quand  t  va  en  croissant.  Soit  alors  MT  la  direction  de 
la  tangente;  nous  poserons 


w  =  MU,MT. 


Si  (5)  désigne  Tabscisse  curviligne  du  point  M  sur  la 
courbe  C,  on  sait  que 

Ids  cos  co  =  -f-  v/K du, 
ds  sin  (i>  =-+-  /Grfi», 
ds^=  Edu^-hGds^^, 

E,  G  ayant  la  signification  habituelle. 

Enfin  nous  prendrons,  pour  direction  positive  de  la 
normale  à  la  surface,  la  direction  MW,  telle  que  le 
trièdre  MU,  MV,  MW  ait  la  disposition  directe. 

2.  Considérons  le  mouvement  du  trièdre  (MU,  MV, 
MW),  quand  le  point  M  décrit  la  courbe  C  suivant  la  loi 
définie  par  les  équations  (3),  et  proposons-nous  de  trou- 
ver la  projection  sur  la  normale  MW  du  segment  de  la 
rotation  instantanée. 

Les  cosinus  directeurs  des  droites  MU,  MV  sont  res- 
pectivement 


(MU) 

où  A  =  -4-v/È: 
(MV) 

n\l  C  =  -4-  V  G. 


I     ÔX 

A  ou 


I    0,r 


/>!  =   r-    ---» 

A  Ou 


,  I   Oy 

K.   m- 


I    dz 


I    i)z 


(  ao3  ) 
La  composante  cherchée  (r)  est  donnée  par 

da\        ,    dbt  dct 

Si  Ton  développe  -^,  on  trouve 

dai  _  2  fà^^     ,       à^^     ,\        dx  d  /  ï  \ 
HT  "  A  Vd^  "  "^  àiTd'xy^  )  "^  5ÏÏ  di\\)' 

-^  3  -^  onl  des  expressions  analogues.  Donc,  en  tenant 
compte  de  la  condition  (2) 

_  ^_i_  /   ,^  àx  d^x         ,^  dx   à^x  \ 
cV'sl-a-dire 

Les  formules  (3)  permettent  d'écrire 

p    /      <M  ^C    .      \ 

r  =  -—;  ( 7-  cos  co  -h  -— •  sm  (1)  )  . 

AG  \       c)i'  ou  I 

3.  Enfin  cherchons  la  projection  de  l'accélération  du 
point  M  sur  la  normale  à  la  surface.  Cette  projection  a 
évidemment  pour  expression  (rz,  i,  c  désignant  les 
cosinus  directeurs  de  MW) 


Mais 


donc 


d'^x        ,  d^v  d^-z 

^'^-''lîF^^-di^-^'lïF 


dx        .  dy  dz 

n  -77  -4-  (>  -t:  -f-  c  -7-  =--  <), 
dt  df  dt 


__        dadx  -\-  dhdv  ^-  dcdz 
'  "  "  dît 


(')  Voir   la    Théorie   des  Surfaces  de  M.  Darboux  (2*  Partie, 
p.  383). 


(  ao4  ) 
Or,  si  au  numérateur  on  remplace  x,  j>',  z,  «,  6,  c 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  (m,  v)^  on  trouve  une 
forme  quadratique  en  du  et  rf^»,  que  Ton  rencontre  sou- 
vent en  Géométrie  : 

dadx  -\-  dhdy-^dcdz  =  —  {E'du'^'^'?.F'dudv  -h  G'dv^). 

Par  suite 

E' du^ -^iF'dudv-h  G' dv^ 
^'*=  df^ 

II.  —  Equations  du  mouvement. 

Supposons  qu'un  point  matériel  M,  soumis  à  une  force 
donnée  F,  se  meuve  avec  frottement  sur  la  surface  S,  et 
écrivons  les  équations  du  mouvement  pendant  un  inter- 
valle de  temps 

h<t<  h, 

où  la  vitesse  ne  s'annule  pas.  Nous  supposerons  la  demi- 
normale  MW  dirigée  du  côté  où  le  point  peut  quitter  la 
surface  5  on  peut  évidemment  réaliser  cette  condition, 
tout  en  conservant  la  disposition  directe  au  trièdre  MU, 
MV,  MW  (en  permutant  au  besoin  u  et  if).  Alors  la 
réaction  normale  N  de  la  surface  reste  positive  pendant 
le  mouvement  du  point  sur  la  surface.  Pour  direction 
positive  de  la  trajectoire,  nous  prendrons  le  sens  de  ce 
mouvement  ;  de  sorte  que 

ds 

et  la  force  de  frottement  a  pour  expression  ( — /TV). 
Enfin  la  masse  du  point  sera  supposée  égale  à  l'unité. 

Ceci  posé,  écrivons  que  la  force  d'inertie  fait  équilibre 
à  la  force  active  F  et  à  la  réaction  R  de  la  surface. 
Soit  M0  la  demi-normale  à  la  trajectoire,  située  dans  le 


(    205    ) 

pi.  an  tangent  et  déûnie  par 


MT,Me  = 


'1 


Projetons  toutes  les  forces  sur   MT,  MB,  MW.  11 


WA 


suffit  d'exprimer  que  sur  chaque  axe  la  somme  des  pro- 
jections est  nulle. 

Les  projections  de  F  et  de  la  réaction  R  sont  respec- 
tivement 


Fi^cosco  -4-  F^sinto, 
-/N, 


—  F^sino) -t- Ft,cosa>,         F«. 
O,  N. 


Les  projections  de  la  force  d'inertie  suivant  MT  et 
^^W  sont  respectivement 


'dt 


E'du'^-^  i¥'dudv  ■+■  G' dv^ 
dt^ 


Reste  à  calculer  la  projection  sur  M0.  Soit  MA  le 
segment  représentant  la  vitesse  à  l'instant  t.  L'accéléra- 
tion du  point  M  est  la  dérivée  géométrique  du  seg- 
^fcnent  MA,  prise  par  rapport  à  t,  ou  bien  la  vitesse  rela- 
tive du  point  A  par  rapport  au  système  (M:i:,  Mj^,  Mz), 
^^arallèle  au  système  fixe  (O Xi ,  Oy^ ,  O  ^^  ).  Cette  vitesse 
^2st  la  résultante  de  deux  autres  :  i"  de  la  vitesse  relative 
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de  A  par  rapport  au  système  MU,  MV,  MW5  2**  de  la 
vitesse  par  rapport  à  M:r,  JVI^,  Mz  du  point  du  plan 
UMV,  qui  coïncide  avec  A,  à  l'époque  t.  Les  projections 
de    ces  deux   vitesses    suivant   M6   sont   évidemment 

(p  -^  j  et  (or).  Donc  la  projection  delà  force  d'inertie 

suivant  MO  est 


/  d(xi 


Les  équations  du  mouvement  sont  donc 

(I)  -^  =  F|^cosw-f-  F^sinoi— /N. 


(H) 


=  —  Fa  sin  (i>  -+-  F„cosa>. 


,-„,              E'du'^-+-2¥'dudi>-^G'dv^       „      . . , 
(III)  -^^ =F„-|-N. 

IV)  A-^-=pcosa). 

^  dt        ^ 

(V)  G  ^  =psina>. 

L'équation  III  permet  d'exprimer  N  en  fonction  de 
p,  (0,  u,  9.  Les  équations  I,  II,  IV  et  V  forment  alors  un 
système  de  quatre  équations  différentielles  du  premier 
ordre    par    rapport    aux    quatre   fonctions    inconnues 

p,  (0,  a,  V, 

On  pourrait  établir  Téquation  II  en  utilisant  une  for- 
mule du  Cours  de  Géométrie  relative  à  la  courbure 
géodésique^  j'ai  pensé  que  la  méthode  précédente  était 
plus  élémentaire  et  même  plus  simple. 

On  peut  appliquer  ces  équations  au  problème  traité 
par  M.  de  Saint-Germain  (Bulletin  des  Sciences  mathé- 


(  2^7  ) 
tnaiiijuesj  1892).  Dans  ce  cas  la  surface  est  le  cj^liiidre 

La  normale  à  la  surface,  dirigée  vers  l*axe,  a  pour 
cosinus  directeurs 

rt= — cosi',        6=— sini',        c  =  o; 
par  suite 

d'où 

E'=o,        F'=o,        G'=R. 

D'autre  part 

A  =  i,        C=R. 

Ou  retrouve  les  équations  auxquelles  M.  de  Saint- 
Germain  a  été  conduit  par  un  procédé  tout  différent. 


[C2h] 

SDR  LA  DÊFL\mO!«  DE  LIIVTÉGRILE  DÉPLOIE; 

Par  m.  Maurice  FOUGHÉ, 
Professeur  au  collège  Sainte-Barbe. 


On  rencontre,  dès  les  Mathématiques  élémentaires, 
uu  certain  nombre  de  quantités  qui  ne  peuvent  être 
définies  avec  précision  que  comme  des  limites  de 
sommes  d'infiniment  petits,  parce  qu'elles  s'expriment 
analytiquement  par  une  intégrale  définie.  Tels  sont  la 
longueur  d'une  ligne  courbe,  Taire  d'une  figure  plane 
limitée  par  une  courbe,  le  volume  delà  pyramide,  celui 
du  secteur  sphérique,  le  centre  de  gravité  d'une 
ligne,  etc.  Toutes  ces  définitions,  ainsi  que  celle  de 
l'intégrale  définie  qui  les  comprend  toutes,  sont  géné- 
ralement données  par  la  considération  d'une  suite  de 
termes  dont  chacun  est  une  somme  de  quantités  qu'on 
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fait  tendre  vers  o.  Cette  manière  de  procéder  a  l'incon- 
vénient d'entraîner  des  longueurs,  parce  qu'il  faut  dé- 
montrer :  i^  que  les  termes  de  la  suite  considérée 
tendent  vers  une  limite  bien  déterminée  et  a**  que  cette 
limite  reste  la  même,  quelle  que  soit  la  manière  de  for- 
mer la  suite  convergente,  car  la  même  quantité  peut 
être  définie  au  moyen  d'une  infinité  de  suites  diffé- 
rentes qui  toutes  tendent  vers  la  même  limite.  La  défi- 
nition de  la  longueur  d'une  ligne  courbe,  qu'on  ren- 
contre la  première  dans  l'ordre  de  l'Enseignement,  est 
assurément  l'une  des  questions  les  plus  difficiles  que 
l'on  ait  à  traiter  dans  la  classe  de  Mathématiques  élé- 
mentaires, à  tel  point  qu'il  est  rare  qu'on  puisse  l'ex- 
poser aux  élèves  avec  toute  la  rigueur  et  tous  les  déve- 
loppements nécessaires,  l^a  définition  de  l'intégrale 
définie,  envisagée  d'une  manière  abstraite  et  indépen- 
damment de  toute  considération  géométrique,  a  paru 
assez  pénible  pour  qu'on  ait  cru  devoir  la  supprimer  du 
programme  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 

On  obtient  des  raisonnements  beaucoup  plus  simples 
et  beaucoup  plus  rapides,  si,  à  la  considération  d'une 
suite  de  termes  pouvant  être  rangés  linéairement,  on 
substitue  la  considération  des  ensembles. 

M.  Tannery  a  montré  qu'on  pouvait  définir  un  nombre 
incommensurable  par  la  propriété  de  partager  tous  les 
nombres  commensurables  en  deux  classes  telles  que  tout 
nombre  de  la  première  classe  soit  plus  petit  que  tout 
nombre  de  la  seconde.  Toute  règle  qui  permettra  d'ef- 
fectuer cette  classification  de  tous  les  nombres  commen- 
surables définit,  par  cela  même,  un  nombre  incommen- 
surable qui  sépare  les  deux  classes.  S'il  arrive  qu'un 
seul  nombre  commensurable  échappe  à  cette  classifica- 
tion, la  règle,  au  lieu  de  définir  un  nombre  incommen- 
surable, définit  ce  nombre  commensurable  unique  qui 
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sépare  tous  les  autres  en  deux  classes.  C'est  ainsi  que 

y/2  définit  un  nombre  incommensurable,  parce  que  tous 
les  nombres  commensurables  ont  leur  carré  plus  petit 
que  2  (  1*^*  classe)  ou  plus  grand  que  2  (î>.®  classe),  tandis 
que  la  fraction  décimale  périodique 


o ,  I  I  I  I  . . . 


définit  le  nombre  commensurable ->  parce   que  cette 

fraction  est  la  seule  qui  ne  puisse  ôlre  classée  parmi  les 
fractions  plus  petites  que  Tune  des  fractions  décimales 


0,1, 

0,  II, 

0,  III, 

0,111. 

..1» 

ou 

parmi 

les 

fr 

actions  plus 

•    •     •   t 

grandes 

que 

r 

une 

des 

frac 

lions 

o,Jt, 

0,1  .A, 

0,112, 

> 

0,111.. 

.  \A, 

•  •  •  • 

En  partant  de  celle  idée  si  simple,  il  est  facile  d'éta- 
blir une  théorie  complète  des  nombres  incommensu- 
râbles,  de  définir  avec  précision  les  opérations  efTectuées 
sur  celle  sorte  de  nombres,  et  de  démontrer  en  toute 
rigueur  que  le  nombre  incommensurable  est  bien  la 
limite  de  ses  valeurs  approchées,  en  ce  sens  que  la  dif- 
férence entre  le  nombre  incommensurable  et  ses  valeurs 
approchées  devient  et  reste  aussi  petite  qu'on  veut,  dès 
que  l'excès  de  la  valeur  approchée  par  excès  sur  la  va- 
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leur  approchée  par  défaut  est  lui-uiémc  plus  petit  que 
Terreur  qu'on  ne  veut  pas  dépasser. 

C'est  encore  en  partant  de  la  môme  idée  qu'on  peut 
arriver  à  définir  très  simplement  les  quantités  qui  sont 
des  sommes  d'iii(initiient  petits. 

Il  est  inutile  de  dire  ce  qu'on  entend  par  un  en- 
semble dénombres.  Je  dirai  seulement  que  je  considère 
des  ensembles  contenant  une  infinité  de  nombres  com- 
mensurables  ou  non.  Je  désigne  un  ensemble  par  E(o^) 
et  les  nombres  qui  le  composent  par  a^ ,  a^,  «s,  .  ..,sans 
que  les  indices  attachent  à  ces  nombres  l'idée  de  les 
ranger  dans  un  ordre  quelconque. 

Je  dirai  que  deux  ensembles  E(a)  etE(P)  sont  conti- 
gus  ^\  :  1^  tout  nombre  du  premier  est  plus  petit  que 
tout  nombre  du  second  : 

quels  que  soient  les  indices,  et  si  2°  on  peut  trouver  deux 
nombres,  l'un  dans  l'un  des  ensembles,  l'autre  dans 
l'autre,  tels  que  leur  différence  soit  plus  petite  qu'un 
nombre  quelconque  donné  à  l'avance  : 

Pa- —  a/*  <  6) 
e  étant  arbitraire. 

Il  est  presque  évident  que  deux  ensembles  contigus 
définissent  un  nombre  qui  les  sépare.  On  peut  l'établii 
rigoureusement  en  remarquant  qu'à  cause  de  l'hypo- 
thèse 

il  est  impossible  que  deux  nombres  Â  et  B  soient  tous 
les  deux  compris  entre  les  nombres  a  et  les  nombres  ^. 
Donc,  tout  nombre  commensurable  sera  ou  plus  petit 
qu'un  nombre  a  (1'''' classe)  ou  plus  grand  qu'un  nombre 
3  (2**  classe),  sauf  peut-être  un  seul.  D'autre  part,  î 


(a..) 

cause  de  l'hypothèse 

»*<?>» 

tout  nombre  de  la  première  classe  sera  plus  petit  que 
tout  nombre  de  la  seconde  classe.  Donc,  d'après  la  déG- 
nîtion  de  M.  Taniiery,  les  deux  ensembles  définissent 
un  nombre  qui  est  incommensurable  si  tous  les  nombres 
commensurables  sont  classés,  et  eommensurable  si  un 
nombre  eommensurable  échappe  a  la  classification.  De 
plus,  le  nombre  A  ainsi  défini  est  bien  la  limite  com- 
mune des  deux  ensembles,  au  sens  habituel  du  mot  /<- 
mite,  caronpeut  toujours  choisir  les  indices  de  manière 
que  les  deux  difiërences  ^/ — A  et  A  —  ai  soient  plus 
petites  qu'un  nombre  e,  puisque  chacune  de  ces  deux 
diflërences  est  plus  petite  que 

Ces  principes  préliminaires  qui,  du  reste,  peuvent 
servir  à  d'autres  objets,  par  exemple  à  la  définition  de 
a^  quand  x  est  incommensurable,  étant  bien  établis, 
j'arrive  à  la  définition  de  la  limite  d'une  somme  d'infi- 
niment petits,  et,  comme  toutes  les  questions  de  cette 
nature  se  ramènent  à  l'intégrale  définie,  je  me  bornerai 
à  traiter  la  définition  de  Tintégrale  définie,  le  même 
raisonnement  pouvant  s'adapter  aux  questions  géomé- 
triques analogues  qu'on  voudrait  traiter  directement. 

Soit  f{x)  une  Ibnclion  de  x  que  je  suppose  seule- 
ment bien  déterminée  et  croissante  quand  x  varie  de  a 
h  b.  Je  considère  une  suite 

•^1»       ^î|       «^Sï        •  •  •»       *^/l 

de  valeurs  croissantes  de  x  comprises  entre  a  ai  b  : 

a  <  JT,  <  Xi  <  r»  < . . .  <  j-„  <  Oy 
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et 

je  forme  les 

deux  expressions 

a  : 

=  (.r,- 

-a)/( 

-r,)/(x,) 

? 

=  (^1- 

-<')/(. 

-+-... -^  (6  — Xrt)/(x„), 

Si  Ton  fait  varier  les  nombres  Xi.Xj,  ...,a:,i,  à  chaque 
sjslème  de  ees  nombres  correspondront  une  valeur  de 
a  et  une  valeur  de  [i.  Je  dis  que  toutes  les  valeurs  de  a 
et  toutes  les  valeurs  de  jî  forment  deux  ensembles  con- 
tigus. 

En  effet,  en  premier  lieu,  d'après  nos  hypothèses, 
chacun  des  binômes  a:,  —  a,  X2  —  X| ,  ...  est  positif ,  et, 
puisqu'on  a  supposé  la  fonction /(x)  croissante,  chaque 
terme  de  [ii  est  plus  grand  que  le  terme  correspondant 
de  a.  Donc,  en  faisant  la  somme,  on  a  d'abord 

Si  maintenant  on  considère  deux  systèmes  différents 
des  nombres  x^J  ^Tj,  .  . . ,  j:*,,,  soit 

a   =z(.r,  — a)/(rt)  -^  {u'i— Xi  )/{xi)  -^,  .  .-^  {l?  —  x„)/(x„), 
fl'=(.r',-«)/(x;)-4-(x',-x;)/(y,) -+-... -h(^-j';.0/(^). 

J'appelle  Zi,  Zo,  ^3,  . . .,  z^^n'  h*s  nombres  Xi  ou  x'j 
rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  et  je  pose 

a"  =  ( c,  —  a )/( a)  -+-  (zz—  ;;,)/( ^^ ) -+-. ..-f-(6  —  -«+,,')/( -/t-^«), 
^"=(^1  — rt)/(^3,)-4-(3j— -5,)/(;;;)-f-...-i-(,/>  — J;*-H«')/(6). 


On  aura,  soit 


V      '^'/'-i  —  ^'/ —  ^f/—\ 


soit 


•'"/'  —  •'/'     1  ^^—  (  *•'/  —  -^7-  I  )  "♦  ■  (  -^v    1  —  ^'/    -2  )  "^  •  •  •  ~!~  (  -^r         ■«r-1  ) 

suivant  que  Xp^i  el  Xp  seront  deux  termes  consécutifs 
ou  non  de  la  suite  dos  z. 
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11  en  résulte  que  chaque  terme  de  a  est  égal,  soit  à 
-^' un  des  termes  de  a'^,  soit  à  une  somme  de  plusieurs 
fermes  consécutifs  de  7."  dans  lesquels  on  aurait  rem- 

lacé  les  valeurs  différentes  àaf^z)  par  la  première  de 
«s  valeurs,  laquelle  est  la  plus  petite.  Donc 

n  verrait  de  même  que 

Mais  on  a  ^"  >>  et!',  comme  on  Ta  vu  précédemment 
our  a  et  P,  et,  par  conséquent, 

agnelles  que  soient  les  valeurs  de  a  et  [3',  ce  qui  est  la 
;j)remière  condition  pour  que  les  ensembles  soient  con- 
t^igus. 

En  second  lieu,  si  l'on  suppose  chacun  des  binômes 
-oc  —  a,  X2  —  X\^  ...,  plus  petit  qu'un  nombre  A,  la 
différence 

c|uî  est  une  somme  de  termes  tous  positifs ,  sera  plus  pe- 
tite que 

^t,  en  mettant  h  en  facteur  commun, 

^-0L<h[f(b)-f{a)l 

«quantité  qu'on  peut  réduire  autant  qu'on  voudra,  puis- 
cjue  h  est  arbitraire. 

Les  deux  ensembles  E(a)  cl  E(^),  étant  contigus,  défi- 
xaissent  un  nombre  A,  qui  est  la  valeur  de  l'intégrale 


(  a'4) 

définie,  et  qu^oii  rcprésenle  par  le  symbole 

f(r)dr. 


l 


Cette  valeur  A  est  la  limite  commune  vers  laquell 

tendent  les  nombres  a  et  ^   quand  la  diRerence  des* 

valeurs  consécutives  de  x  tend  vers  zéro,  car  chacune^ 

des  différences 

P  — A,     A  — a 

est  plus  petite  que  ^  —  a  et,  par  suite,  plus  petite  que- 

h[f(b)-f{a)], 

quantité  qui  est  elle-même  plus  petite  que  e  dès  qu 
toutes  les  différences  x^  —  rt,  X2 —  :3r,,    ...    sont  plus- 
petites  que 


Nous  avons  supposé  la  fonction  croissante  de  a  à  &. 
Il  n'y  aurait  presque  rien  k  changer  au  raisonnement 
précédent  si  elle  était  décroissante.  Dans  le  cas  géné- 
ral, on  partagera  l'intervalle  de  variation  en  plusieurs 
autres  satisfaisant  à  la  condition  énoncée,  et  l'on  fera 
la  somme  des  résultats. 

Le  raisonnement  précédent  ne  suppose  pas  la  fonc- 
tion continue,  mais  il  suppose  qu'on  peut  partager 
l'intervalle  de  variation  en  un  nombre  fini  d'inter- 
valles dans  chacun  desquels  la  fonction  est  constamment 
croissante  ou  constamment  décroissante.  On  peut  le 
modifier  en  remplaçant  dans  les  expressions  de  a  et  ^ 
les  valeurs  successives  de  /(x)  par  le  minimum  m  et 
le  maximum  M  des  valeurs  de  la  fonction  dans  chacun 
des  intervalles  : 

j^  =  (xt  —  a)Min-(x.i—  ari)Mi-\-.  .  .-h  (b—Xn)^^,. 


l 
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On  démontrera  aisément,  toujours  par  la  considéra- 
tion des  quantités  J' et  ^",  qu'on  a  bien  la  condition 

^lais,  pour  établir  la  condition 

P  —  a  <  £, 

il  faudra  supposer  qu'on  peut  prendre  les  intervalles 
assez  petits  pour  que  chacune  des  différences  M<  —  m^^ 
M2 — /W2,  ...,  soit  plus  petite  qu'un  nombre  arbi- 
traire e.  Or  on  sait  que  cela  est  possible  toutes  les  fois 
que  la  fonction  est  finie  et  continue. 

Les  deux  démonstrations  sont  à  peu  pr^s  aussi  simples^ 
mais  elles  montrent  que,  pour  qu'une  fonction  soit  inté- 
^rable,  il  suffit  qu'elle  rentre  dans  l'un  des  deux  cas 
<]ui  permettent  de  faire  l'un  ou  l'autre  raisonnement. 
Jl  en  résulte  qu'une  fonction  est  intégrable  dans  les  deux 
<}as  suivants  : 

I**  Si  l'on  peut  partager  l'intervalle  de  variation  en 
tin  nombre  fini  d*intervalles  dans  chacun  desquels  la 
fonction  est  toujours  croissante  ou  toujours  décrois- 
sante; 

2**  Si  l'on  peut  partager  l'intervalle  de  variation  en 
xin  nombre  fini  d'intervalles  dans  chacun  desquels  la 
ibnction  est  finie  et  continue. 

[L'Sa]       SUR  LES  SEGMENTS  DE  CONIQUES 

LIMITÉS  A  UNE  NORMALE; 

Par  m.  Maurice  d'OGAGNE, 
Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


Considérons   l'aire  du  segment  compris   entre   une 
conique  et  une  normale  à  cette  conique,  et  cherchons  la 
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position  de  cette  normale  pour  laquelle  cette  aîre  est 
minimum. 

Ce  problème  a  été  traité  par  Ossian  Bonnet,  au  moyen 
de  calculs  assez  compliqués  {Nouvelles  Annales,  i" sé- 
rie, t.  III,  p.  64).  Nous  allons  le  résoudre  ici  par  un 
procédé  purement  élémentaire  en  nous  appuyant  sur 
un  théorème  que  nous  avons  donné  dans  ce  Recueil 
(3*  série,  t.  V,  p.  298). 

Supposons  que  la  normale  en  M  à  la  conique 

(.)  +{     -,  (oî,  s  =  ±l), 


^7  = 


£/;2 


rencontre  la  courbe  au  point  V. 

Si  Taire  comprise  entre  la  courbe  et  la  normale  MV 
est  minimum,  sa  difTérentielle  est  nulle.  Par  suite,  les^ 
triangles   formés  avec  la    normale  infiniment   voîsine- 
sont  égaux.  On  en  déduit  immédiatement  que  le  centre? 
de  courbure  to  situé  sur  MV  est  le  milieu  de  ce  segmenU 
de  normale. 

Le  cercle  osculateur  en  M,  que  nous  représenterons, 
par  (co),  passe  donc  par  le  point  V.  Or,  nous  avons  fait, 
voir  à  l'endroit  cité  que  la  corde  commune  à  ce  cercle 
et  à  la  conique  passe  par  le  point  G  dont  les  coordon- 
nées 7)  et  ^  sont  liées  aux  coordonnées  a  et  jii  du  centre 
de  courbure  w  par  les  équations 

a  fi 

Ici,  la  corde  commune  n'étant  autre  que  la  nor- 
male MV,  le  point  G  doit  être  sur  cette  normale,  ce  qui 
exige,  X  et  y  étant  les  coordonnées  du  point  M,  que  l'on 
ait 

X  y 


(  '^^1  ) 

Sî,  dans  les  équalîons  (2)  et  (3),  nous  remplaçons 
a.  et  ^  par  leurs  expressions 

«  =  37» ,  a=  — V»  7-r , 

^»ious  pouvons  les  écrire 

a?*  y» 

L'élimination  de  t^  et  Ç  entre  (2'),  (3')  et  (4)  est  des 
3^1  us  faciles.  Elle  donne 

Les  points  M  cherchés  sont  donc  à  la  rencontre  de  la 
^3onique  (i)  et  de  l'hyperbole  équilatère  (5)  qui  a  pour 
commets  sur  l'axe  des  x  les  foyers  de  la  conique  (i). 

De  (i)  et  (5)  on  tire 

<6)  x= ,  ,    y  y 


v/a2-f-£62  ±  v/a2H-  £62 

Il  est  dès  lors  très  facile   de   construire  les  points 
demandés.  Remarquons  que  de  (6)  on  tire 

a^y  =zh  £62aT, 

cie  qui  prouve  que  la  normale  en  M,  dont  le  coefficient 

<a.ngulaire  est  égal  à  j^- y  fait  un   angle  de  45®  avec 

i-  ^Axe  des  x.  Tel   est  le   résultat  qu'avait  remarqué 
C_3.  Bonnet. 

Si  de  l'ellipse  on  passe  à  la  parabole  considérée 
cîomme  sa  limite,  Thyperbole  équilatère,  ayant  pour 
sommets  les  foyers  et  qui  détermine  les  points  demandés^ 
devient  la  perpendiculaire  à  Taxe  élevée  par  le  foyer. 

Ann.  de  Mathéniat.,  3*  série,  t.  XV.  (Mui  1896.)  i5 
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SUR  LE  MOUVEMENT  m\  CORPS  GRAVE  DE  RÉVOLUTION 
SUSPENDU  PAR  K\  POINT  DE  SON  AXE  (DER  KREiSEL)  (M 

Par  m.  Félix  KLEïN 
(Traduit  de  l^allcriiand  par  M.  L.  LAUGKL.  ) 


La  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexes 
nous  a  depuis  longtemps  doté  d'un  système  de  formules» 
particulièrement  simple  pour  la  représentation  de  la. 
rotation  d'un  corps  rigide  autour  d'un  point  fixe,  sjs— 
tème  qui,  autant  que  j'en  ai  connaissance,  u'a  pas^ 
encore  été  employé  pour  les  applications  de  la  Méca- 
nique ;  il  faut  vraisemblablement  croire  que  désormais 
Ton  pourra  en  faire  usage  avec  un  avantage  tout  parti- 
culier. 

Décrivons  autour  du  point  fixe  O  comme  centre  une 
sphère  sur  laquelle,  à  l'instar  de  Riemann,  on  inter- 
prétera une  variable  complexe  ÎJ. 

Les  rotations  autour  de  O  sont  alors  simplement 
données  par  ces  substitutions  linéaires  unimodulaires 

(.)  ?  =  4^- 

^  '  YZ  -I-  0 

OU  d'une  part  a  et  5,  et  d'autre  part  p  et  —  y  sont  ima- 
ginaires conjuguées  (comparez  par  exemple  mes  Z,e- 
çons  sur  PIcosaèdre,  p.  32).  Dans  le  traitement  d'un 
problème  quelconque  de  rotation  on  est  donc  conduit'à 
représenter  les  constantes  en  question  a.  ^,  y,  8  comme 
fonctions  appropriées  du  temps  t. 


(')  Communication  présentée  à  la  Société  Uoyale  des  Sciences  de 
Gottingue,  le  ii  janvier  iSgG. 
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C'est  ce  que  j'ai  effectué  pour  le  corps  de  révolution 
liabituel  (la  toupie),  c'est-à-dire  le  corps  de  révolution 
soumis  aux  lois  de  la  pesanteur  et  fixé  par  un  point  de 
son  axe. 

Je  désigne  par  Ç  =  oo  le  pôle  supérieur  de  la  sphère 
décrite  du  point  O  comme  centre  dans  l'espace  fixe, 
par  Z  =  00  la  pointe  (der  Kreiselspitze)  ;  d'une  manière 
générale  Z  représente  la  variable  complexe  sur  la  sphère 
congruente  liée  au  corps  grave  de  révolution.  Le  ré- 
sultat est  le  suivant  :  a,  ^,  y,  8  sont  des  fonctions  ellip- 
tiques de  deuxième  espèce  qui  au  numérateur  et  au 
dénominateur  renferment  une  seule  Jonction  thêta. 

Comme  le  dénominateur  est  le  môme  dans  chacune 
^es  quatre  expressions  la  courbe  que  nous  tirons  de  (i) 
]>our  le  mouvement  de  la  pointe 

-«•enferme  également  dans  sa  représentation  un  seul  fac- 
teur thêta  au  numérateur  et  au  dénominateur. 

D'un  autre  côté,  pour  donner  un  nouvel  exemple,  on 
CDbtient  pour  le  cône  de  la  polhodie,  outre  /•  =  const., 

expression  qui  renferme  par  conséquent  deux  facteurs 
tlêta  au  numérateur  et  au  dénominateur. 

Il  est  bien  intéressant  d'examiner  comment  ces  for- 
ïXîules  simples  se  vérifient  partout  indirectement  sur  les 
éveloppements  que  l'on  trouve  dans  la  littérature  du 
majet,  sans  avoir  été  jusqu'ici  présentées  directement 
"1:  sans  que  l'on  ait  sougé  à  leur  donner  le  premier  rôle 
ôns  le  traitement  de  ces  questions.  Ainsi,  par  exemple, 
aiji  lieu  de  la  courbe  (2)  tracée  sur  la  sphère,  on  en  a 
j'^isqu'ici  toujours  considéré  la  projection  ^sur  le  plan 
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horizontal  ;  mais  pour  celle-ci  nous  trouvons 

(4)  j" -h  £>=  •>.«?; 

alors  il  se  présente  deux  facteurs  thêta  au  numérateur 
et  au  dénominateur,  ce  qui,  vu  (a),  est  une  complica- 
tion inutile. 


Note.  —  Vorlesungen  uber  dus  Icosaeder  und  die 
AuJIosung  der  Gleichungen  von  5'*"  Grade.  Félix 
Klein,  Teubner,  1884,  p.  Sa,  §  2. —  Sur  les  trarisfor- 
mations  linéaires  de  {x  -\-  iy)  qui  correspondent  aux 
rotations  autour  du  centre  de  la  sphère.  (  Résumé.) 

L'équation  de  la  sphère  étant  prise  sous  la  forme 
(coordonnées  rectangulaires) 

on  introduit  la  variable  complexe  z=^  x  -\-  iy  en  la 
représentant,  comme  d^iabitude,  sur  le  plan  des  ^,  r^, 
plan  de  Téquateur.  Ce  plan,  à  l'aide  d'une  projection 
stéréographique,  sera  représenté  sur  la  surface  de  la 
sphère,  de  sorte  que  Ton  a  les  formules 

î                                r^                             .           J  -f-  ir^ 
or  =  — 2-— ,  y  =  — —;  >  X  -i-  ly  — --* 


ou 


t  _  ''^'^' 


Ti  = 


r  — 

w   — 


I  -f-  x'^  -:-y^ 

I  -h  J7*  -H  y^ 

—  1-4-  cr»  -!-  r- 
\-^x^-^y^ 


On  est  alors  conduit,  par  une  suite  de  considératio 
et  de  formules  que  l'on  trouvera  dans  le  célèbre  C 
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vrage  de  M.  Klein,  à  la  formule  suivanlc 

r^^       -^^^C  +  O  +  ^^-H^'rJ  _;^^(i  +  0  +  (S  +  ^>i) 

formule  générale  pour  une  rotation  quelconque 
d* angle  a. 

Si  Ton  résout  la  formule  (•S)  par  rapport  à  z'  il  sera 
commode  d'introduire  les  abréviations  suivantes 

w.2t  .a,  „.a  a. 

E  sin  —  =  a.         T.  sin  -  =  />,         ^  sin  -  =  r,         cos  —  =  a; 

•}.  '1  •}.  a 

il  est  clair  qu'on  a  aussi 

et  Ton  obtient  la  formule  très  simple 

(6)  ,,  _  {d-^ic)z  —{b—ia) 

{b -^  ia)z -h  {d— ic)^ 

formule  qui  a  été  donnée  pour  la.  première  fois  par 
Cayley  :  Math.  Annalen,  1879  «  Correspondence  of 
homograpliies  and  rotations  ».  On  voit  aisément  que 
cette  formule  revient  à  la  formule  (i)  de  la  Note  de 
M.  Klein. 

Remarquons  que  nous  avons  ainsi  deux  formules 
pour  chaque  rotation.  En  effet,  la  rotation  reste  inal- 
térée lorsque  Ton  augmente  Tangle  a  de  27r;  mais  alors 
les  quatre  grandeurs  a,  è,  c,  rf  changent  de  signe.  Cela 
tient  à  ce  que  le  déterminant  de  la  substitution  (6)  que 
j'écrirai 

z  = 


Gc-hD 


est  égal  à  AD  —  BC  =  a^-f-^a  _|.  ^2  4- rfa^  c'est-à-dire 
par  conséquent  =  i,  ce  qui  nous  indique  bien  encore  la 
double  possibilité  pour  le  choix  des  signes. 
Remarquons  encore  que  Ton  a 


a  A  -h  D 

ros  -  ^-=  — ._.. 

i        y/AD  — BC 
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Pour  plus  de  détails  il  est  indispensable  de  consulter 
Icosaeder. 

Livres  à  consulter  sur  la  rotation  d'un  corps  grave 
de  révolution  : 

Lagrange,  Mécanique  analytique,  3®  édition,  tome 
second. 

Jacobi,  QEuifies  complètes,  tome  II. 

Hermite,  Applications  des  fonctions  elliptiques ^ 
Gauihier-Viliars. 

Darboux,  Notes  au  Cours  de  Mécanique  de  M,  Des- 
peyrous^  tome  II,  Hermann,  1886. 

PuisEux,  Note  sur  le  moui^ement  d'un  point  maté- 
rielj  etc.  (Journal  de  Math,,  i'"*' série,  tome  VII). 

Halphen,  Fonctions  elliptiques,  tome  II. 

M.  Klein  en  ce  moment  professe  des  leçons  sur  le 
sujet  à  rUniversité  de  Gôttingue;  elles  seront  sans  doute 
lithographîées  prochainement,  selon  l'usage  suivi  depuis 
un  certain  nombre  d'années. 


[Il]    SUR  LES  FRACTIONS  DÉCIMALES  PÉRIODIQUES; 

Par  m.  G.-E.  BIGKMORE  M.  A.,  New  Collège,  Oxford 


Dans  le  tome  XIV  des  Nouvelles  annales,  p.  ii5- 
117,  on  trouve  un  Tableau  des  facteurs  de  10* —  i, 
dénominateur  d'une  fraction  décimale  qui  a  une  période 
de  k  chiffres,  pour  des  valeurs  entières  de  k  entre  o  et 
61,  ou  plutôt  des  facteurs  numériques  du  quotient  de 
cette  expression  par  le  plus  petit  multiple  commun  de 
tous  ses  facteurs  algébriques,  10/ —  1,  /  étant  sous- 
multiple  de  k. 
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A  part  quelques  erreurs  typographiques,  on  doil  faire 
d'autres  corrections  dans  le  Tableau. 

Pour  trois  valeurs  de  k  :  45,  5o,  60,  Tauleur,  le  D"^ 
Looff  de  Gotha,  n'a  pas  divisé  par  tous  les  facteurs  al- 
gébriques; dans  ces  trois  cas,  il  faut  diviser  les  facteurs 
donnés  dans  le  Tableau  par  3,  9091,  10 000 000 001, 
respectivement.  En  outre,  le  D*"  Reuschle  de  Stuttgart, 
dans  son  Ouvrage  :  Matheniatische  jéhliandlung  de 
l'année  i856,  a  donné  plusieurs  facteurs  numériques, 
non  trouvés  par  le  D''  Looff;  et  M.  W.'Shanks,  dans  les 
Proceedings  ofthe  Royal  Society  of  London,  t.  XXI f, 
p.  382-384,  a  publié  un  Tableau  des  facteurs  de  10* —  i 
continué  jusqu'à  h  =  106. 

Dans  le  Messenger  of  Matheinalics  de  Tannée  1895, 
j'ai  donné  quelques  grands  facteurs  p6ur  les  valeurs 
de  Âr,  60  et  100;  et  j'ai  remarqué  que,  pour  la  valeur  90, 
il  faut  diviser  par  19  le  nombre  donné  dans  le  Tableau 
de  M.  Shanks. 

Ce  Tableau  donne  aussi  une  valeur  incorrecte  pour 
h  =  80. 

Le  ProgramiJi  n^  67  des  Koniglichen  Prinz-Hein- 
richS'Gyninasiums  in  Berlin  de  1895,  par  Herr  Bork, 
contient,  comme  appendice,  un  Tableau  calculé  par  le 
D""  Kessler  de  Wiesbade,  qui  donne  toutes  les  valeurs 

de  q  plus  grand  que   2, étant  la  moindre  valeur 

de  x^  qui  satisfait  à  la  congruence  exponentielle 

10-^^^  1  (inod  p)y 

OÙ  ^  est  un  nombre  premier  moins  grand  que  100  000. 
A  l'aide  de  ce  Tableau,  j'ai  trouvé  des  facteurs  addi- 
tionnels pour  les  huit  valeurs  de  k  :  29,  55,  63,  72,  77, 
87,  95,  100;  mais  on  doit  observer  que  tous  ces  facteurs 
(si  l'on  excepte  9864  ï,  facteur  de  10^- —  i)  pourraient 
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êlrc  déterminés  à  Taide  des  calculs,  qui  n'ont  jamais  été 
publiés,  de  Tillustre  D**  Salmon,  Provost  de  Tiinitj 
Collège  y  Dublin. 

Le  Tableau  suivant  a  été  calculé  d'après  une  com- 
paraison de  tous  les  autres  Tableaux  cités. 

Les  *  indiquent  que  la  résolution  est  complète,  selon 
les  calculs  des  auteurs  des  Tableaux. 

Lorsque  A:  =  3,  9,  22,  42,  etc.,  on  ajoute  les  facteurs 
3,  11,7,  etc.;  parce  que  ces  nombres-ci  divisent  exac- 
tement le  quotient  de  10* —  i  par  le  plus  petit  multiple 
commun  de  tous  ses  facteurs  algébriques.  Si  h  est  un 
nombre  premier,  on  a,  pour  le  fadeur  algébrique  réduit 
de  10* —  I,  le  nombre  formé  en  écrivant  le  chiffre  i 
h  fois  successivement;  ce  nombre-ci  est  un  nombre  pre- 
mier, si  Âr=2  et  (selon  le  D*"  Looff)  si  Ar=  23;  on  n'en 
a  trouvé  aucun  facteur  numérique  pour  les  valeurs  sui- 
vantes de  À  :  17, 1 9, 37,  47,  59,  67,  7 1 ,  73,  83,  89,  97. 

Pour  plus  de  rcnseîgnemenls  on  peut  voir,  dans  le 
Messenger  of  Mathemaiics,  l'essai  Oti  the  numerical 
factors  of  a"  —  1  par  l'auteur  de  celte  Note. 

Tableau  des  facteurs  de  10"  —  i. 


n. 

*i 

^. 

*2 

1 1. 

*3 

\1  .  ô'j   m 

M 

lOI  . 

*5 

4i .271. 

*6 

7.  i3. 

/ 

239.4649- 

*8 

73.137. 

*9 

3. 333667* 

*I0 

9091  • 

*ii 

•2 1649. 5 13^39. 

U'i 

990»  • 

*i3 

53.79.265371653. 

C  «r.3) 


■14 


1.3906161. 
7.5882353. 


*20  3541.37961. 

'ar  43.i933.io83868<j. 

■22  II. 23. 4093. 8779. 

•34  9999000  r. 

35  31401. 25601.  i835aiai3(M>i. 

■a6  859.co583i3ojg. 

27  3.757.440334654777631. 

*a8  39.381.131499449. 

29  3191.16763.43031.61(103.77843839397. 

*3o  311. aji. 2161. 

3i  279i.398io5o3t)io43o35i5a673i753i, 

*32  353.449.641.1409.69857. 

33  67. 13446383101 13398373. 

*34  103.40 13.31993833369. 

35  71.12676184367477604353511. 

"ïfi  îigggggoooooi . 

37  inconnii 

38  909090901)0909119097. 

39  9009009009009909911990991 . 

40  999900009999000 

4i  83  i23i    0874801670804528702(077898379328307. 

•43  7.157  2689  45969  . 

43  173.6423607578676943838793549775308734746307. 

44  8g. 1   1247079764  flSigog. 

45  999oooooogg9ooo999999fioi . 

46  47.iÎ9-«î'-549-9r'«iî9i9i7- 
4;  inconnu. 


11.5051.78875943472301. 

i3.i (6965889317113709610099491907. 

M . 1900381976777332343781 . 


(a»6  ) 

53     n)7.io38.(-!iâ99i0cj/6'27.;>.oC645898i34683ï8r4ria5337487Oi 

973. 

55  i3ai.629/i.iofii8<K)4a7Î2ifi3iif>28579o825i7735i. 

56  784 1 , 1 27522001010 1 5oio37(>i . 

57  ai  319. 42258 1-2 11105384910120507105914489. 

58  59. 154083204930662557781201849. 

59  inconnu. 

•60  61.4188901.39526741. 

61  733.4637.3269011286555677849267785603463896663414981 
15992973391- 

6a  90909090909090(1090909090909091. 

63  10837.333      456  3  86e97559786Ki34o89799ii. 

64  19841.50400685449322  (>78<^oti6  761 . 

65  901 1009000090090900909009090990909909999099991 . 

66  I 09890 1 098890 1 09890 I I . 

67  inconnu. 

68  99009900990099009900990099009901 . 

69  277.325234982274693466029209353758090220184083. 

70  109998889011 1 109888900011 . 

7a  3 I 69. 98641 . 3 199044596370769. 

73  inconnn. 

74  7253.i253399847o852i86556o33a4oi639447. 

75  151.4201.15763985553739191709164170940063151. 

76  990099009900990099009900990099009901 . 

77  5237.42043.40875801474309577279761650595719098173132 

5Sa683488oi. 

78  13.157.6397.84166496996118343. 

79  317.6163. 10371. 5537i397<)4645872o3975o7527i9a66884636 

"  i>72jabigîîo4Hi238g25326i574i47i- 

80  999999çi9oaôoaooo  9999999900000001 . 

8!     3.163.9397.21762155741738051978038502933429783207580 
7163797. 
83     90909090909119090909090909090909090909091. 

83  inconnu. 

84  1009998990000999899000101 . 

8  5     900009000090000909009090090900909099090990909909099^ 
!)09999<^99'  - 
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n. 

B6  90909090909090909090909090909090909090909 I . 

^7  4oo3 . 72559 . 3 I o I 7025 I 658029759045 I 5779328733949834276 

3245483. 

88  617. 16205834846012967584927082656402106953. 

89  inconnu. 

90  2961 I . 338o5oo4863o2384249i . 

91  547. 14197. 17837. 649735852558248786237637229838676912 

2282276937376982738038477 . 

92  1289 . 768 i I 40495740807595 I I I 722 I 885 1 05500464709 . 

93  ^009009009009009009009009009009909909909909909990909 

9099099» • 

94  6299. i44323o5272 121 I 1590534364040468183983027609. 

95  191 .59281 .63841 .  12450829412669027264496811796884^1143 

0761010968594197505797881 . 

96  97. io3o927835o5i5462886597938i4433. 

97  inconnu. 

98  197.5076141624365532994918781726395939035533. 

99  i99-397-34849.3632i694o92io578o278465o3264759786i292 

4967984251822936883. 

100  60101 . i68o588oi I 350901 .99004980069800499001 . 

[D3g] 
SDR  LB  NOMBRE  DBS  PÉRIODES  DUNE  FONCTION  UNIFORME; 

Par  m.  a.  ASTOR, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


On  connaît  cet  important  théorème  de  Jacobi  qu'une 
'Onction  uniforme  d'une  variables  ne  peut  avoir  deux 
périodes  dont  le  rapport  soit  réel  ni  plus  de  deux  pé- 
ï^iodes  dont  le  rapport  soit  imaginaire.  On  démontre  ce 
tWorème  en  s'appuyant  sur  le  lemme  suivant,  où  il 

ïi'est  question  que  de  fonctions  homogènes  à  coefficients 

véels  : 

Si  Von  considère   une  fonction  linéaire  de  deux 
variables  ou  deux  Jonctions  linéaires  de  trois  varia- 
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hles^  on  peut  toujours  trouver  pour  les  i^ariablcs  des- 
valeurs  entières  ne  s^ annulant  pas  en  même  temps  et 
telles  que,  pour  ces  valeurs  fies  imriables,  les  fonctions 
considérées  soient  en  valeur  absolue  inférieures  à  une 
quantité  donnée  quelconque,  si  petite  qu^elle  soit. 

Ce  leininc  est  un  cas  particulier  de  la  proposition 
suivante,  que  nous  allons  démontrer  : 

Etant  données  n  —  i  fonctions  linéaires  de  n  varia* 
blés  Xo  X2,  ...,  j:„,  on  peut  rendre  séparément  chaque 
fonction  inférieure  en  valeur  absolue  à  une  quantité 
quelconque  donnée  par  des  systèmes  de  valeurs  en* 
tières  des  variables  ne  s^ annulant  pas  toutes  en  même 
temps. 

La  proposition  est  bicMi  connue  dans  le  cas  de  deux 
variables,  et,  au  surplus,  la  méthode  que  nous  allons 
employer  la  démontre  implicitement  dans  ce  cas.  Sup- 
posons-la donc  vraie  pour  n  —  2  fonctions  au  plus  de 
n  —  I  variables;  il  suffit  de  montrer  qu'elle  est  encore 
vraie  pour  n  —  i  fonctions  de  n  variables. 

Soient 
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les  n  —  I  fonctions  linéaires;  désignons,  comme  on  le 
fait  souvent,  la  valeur  absolue  d'une  lettre  par  cette 
lettre  placée  entre  parenthèses  \  nous  voulons  démontrer 
qu'on  peut  avoir,  p  variant  de  1  à  /z 

pour  des  valeurs  entières,  non  nulles  en  même  temps, 
des  variables,  Tj Jetant  une  quantité  positive  aussi  petite 
(|ue  Ton  voudra. 


(  ^'^-9  ) 
Considérons^  à  eel  ellVt,  la  fonclioii  quadratique 

Il  nous  suffira  de  montrer  qu'on  peut  avoir,  pour  une 
pareille  substitution, 

Remarquant  que  f  doit  eonteiiir  les  carrés  de  toutes 
les  variables,  sans  quoi  il  n'en  entrerait  pas  n  dans  les 
n  —  I  fonctions  X,  nous  pourrons  décomposer  y  en 
carrés  par  la  méthode  de  Lagrange  sous  la  forme 

Y|  contenant  x«  qui  n'entre  pas  dans  Y^,  Y3,  . . ,,  Y,,_«, 
et  tous  les  carrés  étant  positifs.  Dès  lors,  Y^,  . . .,  Y«_| 
forment  un  système  de  n  —  a  fonctions  linéaires  au  plus 
de  /t  —  I  variables^  et  nous  pouvons,  d'après  Fhypo- 
ihèse,  les  rendre  séparément  aussi  petites  que  nous 
voudrons  pour  des  valeurs  entières,  non  nulles  en  môme 
temps,  de  x^,  x^,  . . .,  Xa,  et  remarquons  que,  si  quel- 
ques-unes de  ces  variables  n'entraient  pas  dans  Y2, 
Y}, . . .,  Y;2_i ,  auquel  cas  elles  resteraient  indéterminées, 
elles  entreraient  forcément  dans  Y|. 
Supposons  donc,  q  variant  de  2  à  //, 

A  étant  un  nombre  entier  tel,  que  l'on  ait 


Si  nous  considérons  les  substitutions  correspondantes 
et  si  nous  multiplions  tous  les  nombres  entiers  qui  la 
composent  par  un  même  entier  A*  positif,  mais  du  reste 
indéterminé,  la  substitution  de  ces  nouveaux  nombres 


(    230   ) 

donnera  évidemment  l'inégalilé 

(Y'/)<]|i- 

D'autre  part,  Y<    prend  la   forme  A|  a:^ -4- AgÂ',    ou 

A«(a:i  +  AA),  en  posant 

—  =  A, 

ce  qu'on  peut  toujours  faire,  puisque  A^  n'est  pas  nul, 
et  nous  pouvons  de  plus  le  supposer  positif. 
Il  suffit  de  démontrer  que  Ton  peut  avoir 

17)  k      ^  Ti 


(xi-i-Ak)<  —  —=!=.,         ^< 


car  alors,  quel  que  soit  /?  de  i  h  n  —  i ,  on  aura 

et,  par  suite, 

• 
La  démonstration  n'a  d'intérêt  que  lorsque  A  est  in- 
commensurable ;  car,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait 
annuler  Yi.  Développons  alors  (A)  en   fraction   con- 
tinue-, cette  dernière  sera  indéfinie,  et  nous  aurons 

(A)  =  ai 


a> 


ctz 


Examinons  d'abord  le  cas  où  «2  serait  supérieur  à  N. 
Écrivons  alors,  en  désignant  par  la  lettre  e  affectée  d'un 
indice,  une  quantité  comprise  entre  —  1  et  +  i 

(A)  =  ai+-^-; 
ai 

~  devient 
Al 

«2 


(  23.   ) 
si    nous  faisons  A  =  r ,  Xi  =zp  ^i,  rexpressioii  précé 


dente  se  réduit  à 


—  > 

«2 


et  elle  sera  inférieure  en  valeur  absolue  à 


Al  //i— I 

pourvu  que  N  soit  suffisamment  grand,  puisque  a^  7>  N. 
Il  suffirait  même  que  ^2  fût  dans  un  rapport  fini  avec  N . 

Quant  à  ^  il  devient  j^  et  l'on  a  déjà 

■  <    " 


Le  cas  précédent  écarté,  nous  pouvons  mettre  (A) 
sous  l'une  des  formes  suivantes 


«2 

«2             «2^3 

Poi    1         Sa 

<73            ÇiÇk 

Ç^a         ÇolÇol+i 

•  > 


Remplaçant  (A)  par  la  dernière  de  ces  expressions 
dans  Xi  -}-  A/r,  nous  obtenons 


x,±A-^+      ^"' 


^ 


Faisant  h  =  ^ot,  x^  =  ip  /^a^  cette  quantité  se  réduit  à 


-a 


Or,    qoL-\.i  i>  ^/a?  et   ces   nombres   croissent   indéfini- 
ment. 

Il  viendra  donc  un  moment  où,  ^a  étant  inférieur  à  N, 

Ça-i^i   lui  sera  supérieur,  à  moins  que  «2  ne   soit  déjà 

pi  us  grand  que  N,   auquel  cas  la  proposition  est  déjà 


(  a-'i*  ) 

démontrée  ;  dès  lors  on  aura 

et  il  suftira  que  -j^  soit  inférieur  à  »  puisque  déjà^ 

lui  est  inférieur.  La  chose  étant  toujours  possible,  la 
proposition  est  démontrée  dans  toute  sa  généralité. 

Gomme  conséquence  on  voit  que  toute  fonction  qua- 
dratique réelle  et  homogène,  dont  le  hessien  est  nul, 
peut  être  rendue  aussi  petite  que  Ton  veut  pour  des 
valeurs  entières  des  variables. 


[Gla]       SUR  UNE  DIFFÉRENTIELLE  EXACTE; 

Par  m.  Léon  AUTONNE, 
Maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon. 


Les  candidats  h  la  Licence  usent  rarement  des  res- 
sources qu'offrent,  dans  beaucoup  de  cas,  les  coordon- 
nées homogènes  dans  l'espace.  Cela  m'engage  à  insérer 
l'exercice  ci-dessous,  lequel  n'a,  d'ailleurs,  aucune  pré- 
tention à  la  haute  science. 

Connaissant  la  position  d'un  point  dans  l'espace,  on 
possède,  non  ses  quatre  coordonnées  homogènes 

Xj{j  =  I,  2,  3,  4), 

mais  seulement  leurs  rapports.  Pour  fixer  les  valeurs 
absolues  ;  on  pose 

(o)  ^  ~^u  ^J^J  ~  ''         ^J~  const.  arbitr. 


(  '2:ys  ) 

Alors  les  poinls  du  plan  e?,  e  =  o,  ont  leurs  coordonnées 
infinies.  Ce  plan  joue  le  rôle  du  plan  de  Tinfini  avec 
les  coordonnées  ordinaires.  Conservons  au  plan  e  son 
nom  de  plan  de  Vinfini;  les  droites  de  e  sont  les  droites 
h  Vinfini,  Chaque  plan  possède  une  droite  à  Tinfini. 
Seulement  alors  une  même  expression 

s'écrit  d'une  infinité  de  façons  différentes,  car  les  coef- 
ficients de  F  peuvent  être  considérés  comme  des  fonc- 
tions arbitraires  de  la  quantité  e^  laquelle  est  Tunité  en 
vertu  de  (o).  On  doit  donc,  en  toute  généralité,  écrire 
pour  la  dérivée  partielle 

t)F        d¥  dV 

(  I  )  " h  -r—  e,,         -r-  =  quelconnuc. 

dxj        de     ^  ()e         ^  * 

Voici  maintenant  le  problème  : 
Sur  la  surface  algébrique  S 

y  forme  quaternaire,  indécomposable,  on  envisage  l'ex- 
pression différentielle 

(IW  -=  ^Xjdxj, 

\j  =  fraction  rationnelle  homogène  en  j?y,  de  degré  ///. 
En  vertu  des  relations  (o)  et  (2)  les  quatre  variables 
Xj  se  réduisent  à  deux  distinctes  11  et  ç^,  que  Ton  n*a 
pas  besoin  de  spécifier  plus  exactement;  m  et  ^' seront, 
par  exemple,  si  Ton  veut,  deux  combinaisons  linéaires 
Jjomogènes,  à  coefficients  constants,  des  Xj. 

Kxprimons  que  d\J  est  la  différentielle  exacte  d'une 
fcfixcûon  U  de  u  et  i^. 
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(  234  ) 
Posons  y  ou  k  —  I ,  SI,  /i,  { 

"^  "^  d^  ''        ''^  ""  "ST  '      I -^  '  "  "^  ''*•  "■  "^•''^  ' 

Il  viendra 


La  roiiditioii  d'intégrabililé  est 


/  /  7         * 


V  4         V  4   ^*^y     V  V  4 


c'est-à-dire 


y^^^'Mj^^o. 


i       ^ 


Les  [/A]  sont  les  six  coordonnées  homogènes  de  la 
droite  qui  joint  les  doux  points  de  coordonnées  iij  et  v^j 
respectivement.  Or 


0/       V'  tié» 


V^  de         v^ 


o  —  -^  —  y  Pi  i'/  —  —  —   7  Cj  *-'/■• 


La  droite  est  la  droite  à  Tinfini  du  plan  tangent  à  la 
surface  S  et  Ton  a 


(  -^35  ) 
La  condition  d'intégrabililé  est  donc  que  Texpression 

^  =  Pl2(34)  -+-  P3*(I2)  -4-  Pi3(l4)  H-  Pu(23) 

-hP3i(24;-+-P,4(3i) 

soit  divisible  pary. 

Exprimons  que  la  condition  ne  change  pas  par  Feffet 
de  la  formule  (i),  c'est-à-dire  quand  on  remplace 

Pj  par  pj^  ejj^.  \jk  par  Ay^-h  -^  ô^. 

Les  (jk)  ne  changent  pas;  les  P^y  s'augmentent  du  terme 

r/z-v-e,  ^-e-^- 
CO  s'augmente  de  l'expression 

(r2)[34]'~(:>.3)[i4]'-f-(3i)[24]' 
-T-[i2]'(34)4-f'23]'(i4)-+-[3ir(a4), 

laquelle  est  identique  au  dëteriuinant 


I  —  epe] j 


{  — 
\  Oe 

c'est-à-dire  nulle. 

(D  est  donc  un  invariant  vis-à-vis  de  la  formule  (i). 

La  condition  s'interprète  géométriquement.  Les  Py-yt 
sont  les  six  coefficients  d'un  complexe  linéaire  C.  La 
condition  est  celle-ci  :  la  droite  à  V infini  du  plan  lan- 
gent à  la  surface  S  est  située  sur  le  complexe  C. 

Pour  revenir  aux  coordonnées  ordinaires,  posons 

Xi  =  x,Xi=: y,X3=  Zf  Xi,  =  ï  \  Al  =  A,  Aj  =  B,  A3  —  G  ; 

il  viendra,  puisque  e^  ==  €2  =  e^  =  o,  e^  ^^  i^ 
t/V  =  Xdx  -t-  Bdf  -h  Cdz, 

\dy        dx /   ôz        \ dz        ày )  dx        \ dx        àz  /   ày^ 
ijt:  c£ui  se  vérifie  directement  sans  peine. 


(  '^-^^  ) 

On  sait  que  M.  Ein.  Picard  a  éludié  d'une  façon  très 
approfondie  l'expression 

/  A  clc    \    Wdy  -T-  Cr/j. 

intégrale  de  différentielle  exacte,  sur  une  surface  algé- 
brique. 


[R7bp] 

REMARQUE  SUR  LES  PROBLÈMES  DE  FORGES  CENTRALES; 

Par  m  .   ÉMiLR  BOREL. 


On  sait  qne  les  problèmes  de  forces  centrales  se  ra- 
mènent aux  équations 

Tt)    '-'    \dt)  =r<r)-+-/^ 

Supposons  que  nous  voulions  reconnaitre,  sur  ces 
équations,  s'il  est  possible  que  le  mobile  décrive  un 
cercle  de  rayon  donné  a  ayant  son  centre  à  l'origine, 
avec  une  vitesse  angulaire  donnée  w.  En  remplaçant  /■ 

par  la  constante  a  cl  -r-  par  la  constante  co  ces  équations 
deviennent 

l     «2(0     —   (1, 

{  y  ) 

et  sont  par  suite  vérifiées,  pourvu  (|ue  C  et  h  aient  dv; 
valeurs  convenables.  Inversement,  à  un  système  qut^ 


(,37) 

conque  de  valeurs  de  C  et  h  correspond  en  général,  par 
les  équations  (2),  un  système  de  valeurs  de  a  et  (o.  On 
est  ainsi  conduit  à  une  série  de  conséquences  absurdes 
qu'il  est  inutile  d'énoncer. 

Dans  les  Traités  de  Mécanique,  pour  rechercher  avec 
quelle  vitesse  angulaire  peut  être  décrit  un  cercle  donné 
sous  l'inlluence  d'une  force  centrale  donnée,  on  écrit 
que  la  projection  de  Taccélération  sur  la  normale  est 
égale  à  la  force  (la  masse  étant  prise  pour  unité)  ;  il  est 
inutile  de  refaire  ce  calcul.  Mais  je  voudrais  indiquer 
pourquoi,  en  se  servant  des  équations  (i)  pour  résoudre 
cette  question,  on  obtient  un  résultat  absurde;  cela 
tient  simplement  à  ce  que  ces  équations  ont  été  déduites 
des  équations  du  mouvement 

(3) 

en  les  multipliant  respectivement  par  j',  — x  et  par 
-jjy  -J-»  Le  système  (i)  n'est  donc  équivalent  au  sys- 
tème (3)  que  si  le  déterminant 


dx 

^      lit 
dt 


=  lAt^^'-^y'> 


est  supposé  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  si  x- -\- y^ 
n'est  pas  constant.  On  ne  peut  donc  s'en  servir  dans  le 
cas  où  le  mouvement  a  lieu  sur  un  cercle. 

Des  remarques  analogues  pourraient  être  faites  sur 

d'autres  problèmes  de  Mécanique  ;  par  exemple,  si  un 

point  matériel   est  soumis  à   une  force  dérivant   d'un 

potentiel  et  rcnconlranl  Oz.   les  équations  du  mouvc- 


(  '•'38  ) 
meut  sont 


d^x 

dV} 

dt* 

àx  * 

d^v 

àV 

dt^ 

-  ày' 

d*z 

àV. 

dt^ 

-  dz' 

avec  la  condition  y  -^ ar  —  =  o .  On  ne  peut  rempla- 

cer  les  deux  premières  de  ces  équations  par  les  intégrales 
des  aires  et  des  forces  vives 

dy  dx       _  [dxy-       /dry       (  dzy        -,       , 

que  si  x^  -i-J^  n'est  pas  constant  \  on  ne  pourra  donc 
étudier  ainsi  le  cas  particulier  où  le  point  se  meut  sur 
un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  O  z. 


LICENCE  ES  SCIENCES  MATUÉMATIQIES. 
EXAMENS  ORAUX. 


QUESTIONS  DE  MECANIQUE  POSEES  A  LA  SORBONNE, 

DE  1889  A  1895. 


Abréviations. 

A MM.  Appell.                 K MM.  Kœnigs. 

B Boussinesq.          P Poincaré. 

D Darboux.               Pu Puiseux. 


Cinématique. 

Composantes  de  Taccélération  sur^la  tangente  et  1 
normale  principale.  —  B.  89.  —  D.  90.  —  B.  91. 


(  «39  ) 

u.  92.  —  K.  94.  —  Les  déduire  des  composantes  de 
1  'accélération  sur  trois  axes  rectangulaires.  —  B.  95. 

Composantes  de  l'accélération  suivant  le  rayon  vec- 
t-cur  et  sa  perpendiculaire.  —  Pu.  92. 

Mouvement  d'une  ligure  plane  dans  son  plan.  Mé- 
t,1iode  géométrique.  —  A.  89.  —  A.  D.  91.  —  K.  94. 

Vitesse  d'un  point  de  la  figure.  —  A.  90.  —  Appli- 

c::ation  au  tracé  des  tangentes  aux  roulettes.  —  B.  89. 

Centre  des  accélérations.  —  K.  94. 

Relation  entre  le  rayon  de  courbure  de  la  base  et  de 
la  roulante.  —  Pu.  92. 

Rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  d'une 
figure  plane  dans  son  plan  ^  cercle  des  inflexions.  —  D. 
90.  —  Construction  de  Savary.  —  K.  95. 

Composition  d'une  translation  et  d'une  rotation  dont 
l'axe  est  perpendiculaire  à  la  translation.  —  Pu.  92. 

Composition  d'un  couple  de  rotation.  —  A.  89.  — 
A.  90.  —  K.  94. 

Composition  de  rotations  concourantes.  —  A  8g.  — 
A.  90.  —  K.  94.  —  A.  g5. 

Axe  instantané  de  rotation  pour  un  corps  ayant  un 
point  fixe.  —  A.  89. 

Cône  base  et  cône  roulant.  —  K.  94. 

Mouvement  général  d'un  corps  solide.  —  J).  90. 

Détermination  géométri(|ue  du  moment  hélicoïdal. 
—  A.  89.  —  P-  91-  —  A.  92.  —  K.  94.  —  Pu.  9.5.  — 
Détermination  analyli(|ue  de  l'axe  hélicoïdal.  —  Pu.  92. 

Droites  conjuguées.  —  Pu  95. 

Théorème  de  Coriolis.  —  B.  89.  —  D.  P.  90.  —  A. 
-K.  92.  —  K.  94.  —  K.  95. 

Théorie  des  engrenages  plans.  — ^  K.  g4-  —  A.  g5. 

Joint  de  Cardan.  —  K.  94. 

Parallélogramme  de  Watt.  — D.  90.    -  A.  96. 

Inverseur  de  Peaucellîer.  —  A.  gS. 


(  Mo  ) 

Statique . 

Coinposilion  et  représentafioii  des  couples.  —  I^«  9'  • 

Réduction  des  forces  appli()uées  à  un  corps  solide; 

conditions  pour  qu'il  y  ait  une  résultante  unique.  — 

A.  89.  —  A.  90. 

Equations  de  l'équilibre  d'un  corps  solide  libre.  — 

B.  89.  —  Pu.  94. 

Equilibre  d*un  corps  solide  mobile  autour  d'un  axe 
fixe.  —  A.  89. 

Equilibre  d'un  (il  soumis  h  des  forces  données.  — 
P.  90.  —  K.  92. 

Chaînette.  —  A.  B.  89.  —  A.  P.  90.  —  A.  D.  P.  91. 

—  A.  B.  92.  —  A.  B.  93. 

Lignes  géodésiques,  leur  application  en  Statique.  — 
K.  92. 

Centre  de  gravité  d'une  zone  spliérique.  ^ —  D.  91. 

Potentiel.  —  Moments  d'inertie. 

Potentiel,  son  interprétation.  —  B.  D.  89.  —  B.  90. 

—  B.  91. 

Potentiel  d'une  couche  sphérique.  —  B.  94.  —  B.  gS. 
Equations  de  Laplace  et  de  Poisson.  —  B.  go. 
Moments  d'inertie,  relations  fondamentales.  —  A.  89. 

—  P.  90.  —  K.  94.  —  A.  95. 

Moments  d'inertie  par  rapport  à  deux  axes  parallèles. 

—  P.  90.  —  A.  93. 

Ellipsoïde  central.  —  D.  89.  —  A.  90.  —  A.  P.  91. 

—  A.  93. 

Dans  quel  cas  un  axe  d'inertie  principal  pour  l'un, 
de  ses  points,  l 'est-il  encore  pour  un  second?  —  A.  go  - 

Moment  d'inertie  d'un  cercle  homogène  |)ar  rapport- 
à  un  point  de  son  plan.  —  K.  gii. 


(  Ml  ) 

Moments  d'iuerlie  d'un  ellipsoïde  homogène  par  r<ip- 
|Xi>  rt  h  ses  axes.  —  P.  ()0^v 

Dynamique  du  point. 

Mouvement  reeliligne  d'un  point  soumis  à  la  forée 
/>  ,:x«"».  —  Pu.  9'2. 

Mouvement  d^in  projectile  dans  un  milieu  résistant. 
D.  90.  —  D.  91.  —  A.  93.  —  K.  95. 
Principe  des  aires.  —  I).  91.  —  Lorsque  le  principe 
^s  aires  est  applicable  à  un  mouvement  plan,  la  force 
Gsi centrale.  —  K.  94- 

Théorème  des  forces  vives.  —  A.  K.  92.  —  Pu.  94. 
Qu'appelle-t-on  intégrale  du  mouvement?  —  K.  92. 
Mouvement  d*un  point  soumis  à  une  force  centrale. 

A.  lî.  89.  —  Cas  de  -^-j^-  —  A.  90.   —  Cas  de  Tat- 

^t'action  newtonienne.    —    A.  90.   —    P.    91.    —   Cas 

lie»  -.  —  A.  K.  02. 

/•  ^ 

Equation  de  Binel.  —  A.  85.  —  A.  Pu.  92.  —  Appli- 
cation aux  coniques.  —  1^.  91 . 

Mouvement  relatif  d'une  planète  autour  du  Soleil. 
-^-  D.  90. 

De  la  loi  de  Kepler  déduire  la  loi  de  Newton.  —  A. 
8g.  —  D.  90.  —  A.  B.  D.  91 .  —  A.  92.  —  K.  94. 

Equations  du  mouvement  sur  une  courhe.  —  B.  90. 
-■—  Pu.  95.  —  Cas  de  la  pesanteur.  —  D.  91. 

Pendule  simple.  —  A.  90.  —  A.  91.  —  Développe- 
ïTienten  série.  —  A.  Pu.  92.  —  Pu.  93.  —  Dans  un 
niilieu  résistant  proportionnellement  à  la  vitesse.  — 
B.  89.  —  B.  gi. 

Mouvement  d'un  point  pesant  sur  la  cycloïde.  —  A. 
Hg.  —  A.  D.  90.  —  A.  92.  —  A.  g;"). 

Taulochrone  pour  la  pesanlcHir.  —  A.  B.  89. —  ^«g^^- 


(    '2.U    ) 

—  A.  B.  I).  91 .  —  A.  Pli.  92.  —  B.  93.  —  K.  94.  — 
B.  95. 

Tauloclirone  en  général.  —  Pu.  92.  —  A.  93. 

Brachistochrone.  —  A.  B.  89.  —  B.  90.  —  A.  1).  91. 
A.  92.  —  A.  93.  —  K.  94.  —  Pu.  95. 

Mouvement  d*un  point  pesant  dans  le  voisinage  du 
point  le  plus  bas  d*uue  surface.  —  Pu.  95. 

Mouvement  sur  un  ellipsoïde  d'un  point  simplement 
souuiis  à  la  réaction  normale.  —  l^u.  92.  —  Pu.  94. 

Mouvement  d'un  point  pesant  sur  la  sphère.  —  A.  92. 
-  A.  Pu.  90. 

Equations  du  mouvement  relatif.  —  A.  89.  -  -  A.  93. 

■ 

—  A.  95. 

La  verticale  d'un  lieu  est  la  résultante  de  Tattraction 
de  la  Terre  et  de  la  force  centrifuge.  —  B.  89. 

Mouvement  relatif  d'un  pointa  la  surface  de  la  Terre. 
-^  A.  89.  —  P.  91.  —  A.  92.  —  P.  94.  —  A.  93.  — 
Mouvement  dans  le  plan  tangent.  —  A.  85. 

Pendule  de  Foucault.  —  P.  90.    —  K.  95. 

Dynamique  des  systèmes. 

Théorèmes  généraux  sur  le  mouvement  des  systèmes. 

—  A.  89.  —  A.  92.  —  R.  94.  —  A.  95.  —  Quels  sont 
ceux  qui  s^appliquent  au  mouvement  relatif  par  rapport 
au  centre  de  gravité.  —  A.  89. 

Définition  du  centre  de  gravité  d'un  système.  —  B. 
90.  —  B.  94. 

Mouvement  du  centre  de  gravité.  —  B.  89.  —  A.  90. 

—  A.  Pu.  92. 

Principe  des  moments  de  quantité  de  mouvement.  — 
I).  89.  —  I).  gi .  —  Pu.  92. 

Principe  des  aires*,  j)lan  maximum  des  aires.  —  B.  90. 
l^héorcme  des  forces  vives.  --  A.  89.  —  A.  go,  — •  A. 
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<^i.  —  A.  92.  —  A.  94.  —  A.  Pu.  95.  —  Travail  des 
forces  întérieures.  —  A.  91. 

Mouvement  de  deux  points  s'attiranl  en  raison  in- 
verse de  la  distance.  —  Pu.  94. 

Mouvement  d'une  chaîne  pesante  sur  une  courbe. 
—  A.  89. 

Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe  fixe.  — 
-A.  90.  —  D»  91» 

Propriétés  mécaniques  des  axes  principaux  d'inertie. 

D.  91. 

Pendule  composé.  —  A.  89.  —  A.  90.  —  A.  91.  — 
A  -   93. 

IVlétronome.  —  B.  89.  —  B.  94.  —  B.  95. 

IMouvemeiit  d'un  corps  solide  ayant  un  point  fixe.  — 

A  .    89.  —  A.  90.  —  A.  91 .  —  A.  R.  Pu.  92.  —  Pu.  95. 

Cas  où  la  résultante  des  forces  passe  par  le  point 

fi^ce.  —  A.  85.  —  P.  91.  —  A.  98.  —  K.  94.  —  A.  96. 

Cas  d'un  corps  de  révolution  pesant   suspendu  par 

^*i    point  de  son  axe.  —  K*  92* 

Équations  générales  de  la  Mécanique. 

Principe  des  vitesses  virtuelles.  —  A.  89.  —  A.  90. 
"■"—  A.  91.  —  A.  Pu.  92.  —  A.  g3. 

Application  aux  conditions  d'équilibre  d'un  solide 
libre.  —  A.  85. 

Condition  d'équilibre  d'une  machine  simple  :  coin. 
^~^^  A.  89.  —  Vis  dans  son  écrou.  —  A.  89.  — •  A.  91. 
~-  A.  92. 

Principe  de  d'Alembert.  —  K.  94. 

Équations  de  Lagrange  en  général.  —  A.  89.  —  A.  P. 
So.  —  A  91.  —  K.  Pu.  99..  —  K.  94.  —  A.  K.  95.  — 
^  ourun  point.  —  A.  90.  —  A.  92.  —  A.  93.  —  Pu.  94. 
'application  au  pendule  conique.  —  A.  89.  —  A.  90. 
^^^^  A.  95. 
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Kqiialioli  irHamillon.  -  A.  89.  —  A.  P.  90.  —  Pu. 
iyÀ.  —  A.  95. 

Position  d'équilibre  stable  d'un  syslcnie.  —  Pu.  90. 

Petites  oscillations  d'un  système  autour  d'une  posi- 
tion d'équilibre  stable.  —  A.  96. 

Frottement.       Percussion. 

Frottement  de  glissement.  —  B.  89. 

Percussion  sur  un  solide  mobile  autour  d^un  axe  (ixc. 

—  B.  Pu.  94. 

Pendule  balistique.  —  lî.  I).  89.  —  K.  gS. 
Clioc  de  deux  sphères  élastiques  se  mouvant  sur  une 
même  droite.  —  D.  90. 

Hydrostatique.  —  Hydrodynamique. 

Pression  sur  un  élément  de  iluide.  —  B.  89.  —  B.  90. 

—  B.  91 .  —  B.  93.  —  B.  94-  —  B.  95. 

Equation  générale  de  l'ilydrostatitjue.  —  B.  89.  —  B. 
90.  —  Pu.  92.  —  A.  9.'^.  —  K.  94.  —  A.  Pu.  95. 

E<]uilibre  d'un  li(|uide  pesant  dans  un  vase  animé 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  son 
axe.  —  B.  9.^.  —  B.  95. 

FLquation  générale  de  rHvdrodynamique.  —  B.  89. — 
B.  90.  —  B.  91.  —  Pu.  97..  —  B.  93.  —  B.  94.  —  B.  9.5. 

Equation  de  continuité.  —  B.  90.  —  B.  91 .  —  Pu.  92. 

—  B.  gS. 

Principe  de  Bernoulli.  —  B.  89.  —  B.  94.  —  B,  95. 

E.  C. 
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GORKESPONDANCe. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Mannheim. 

Je  ne  pense  pas  que  la  propriété,  qui  fait  Tobjet  de 
IsL  question  1711,  ait  été  trouvée  par  Riccati,  mort  eu 
I  ^54^  et  si  connu  par  Téquation  qui  porte  son  nom. 

Il  a  donc  un  homonyme  qui  a  cru  découvrir  cette 
|>i:'oprîélé.  Ce  dernier  s*est  trompé,  car,  en  iSSg,  dans 
la.  11  Travail  intitulé  :  Recherches  géométriques  sur  le 
Heu  des  positions  successiv^es  des  centres  de  courbure 
fi-  *  une  courbe  qui  roule  sur  une  droite  (^Journal  de 
^^£Quv^ille\  j'aî  non  seulement  démontré  que  lorsque  la 
^<^urbe  qui  roule  est  une  épicjcloïde,  ce  lieu  est  une 
^Hipse,  mais  j^ai  ajouté  que  les  axes  de  cette  courbe 
^^9^t  pour  longueurs  la  longueur  de  l'épicycloïde  et 
'  <^  longueur  de  la  dév^eloppée  de  cette  courbe. 

Eu  outre,  j'ai  dit  que  le  lieu  des  positions  successii^es 
^fes  centres  de  courbure  de  la  développée  de  l'épier- 
^ioïde  est  aussi  une  ellipse. 

Suivant  une  remarque  faite  dans  le  travail  que  je  viens 
•-lii  citer,  l'équation  eu  coordonnées  rectangles  du  lieu 
Jcis  positions  successives  des  centres  de  courbure  d'une 
<iourbe  qui  roule  sur  une  droite  n'est  autre,  pour  la 
<îourbe  qui  roule,  que  Téquation  qu'on  appelle  mainte- 
ï^ant  intrinsèque. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Exercices  de  Géométrie,   comprenant  l'exposé  dfs 
-^htéthodes  géométriques  et  2  ooo  questions  résolues,  par 
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F.  J,  (3™*  édition,  1896.  Tours  et  Paris,  Marne  et  Pou»,  s- 
sîelgue). 

Les  Nouvelles  Annales  mathématiques,  par  la  plume  aut-^- 
riscc  de  M.  H.  Faure,  Commandant  d'artillerie,  ont  ren  ^^ 
compte  jadis  de  cet  Ouvrage  et  en  ont  fait  ressortir  les  gran<^  es 
qualités  (i883,  p.  5i6);  il  nous  suffira  donc  de  consacrer  qii  ^sl- 
ques  lignes  à  la  troisième  édition. 

L'exposé  des  Méthodes  pour  démontrer  les  théorèmes  ** 
résoudre  les  problèmes  de  Géométrie,  amélioré  dans  quelq|i-^e* 
détails,  reste  la  partie  la  plus  originale  et  la  plus  importa  «^"^^-^ 
de  l'Ouvrage;  nous  n'hésitons  pas  à  dire  que  cet  exposé,  ^" 
moins  restreint,  devrait  être  entre  les  mains  de  tous  les  et-  "**" 
diants. 

Le  Recueil  d'exercices  y  enrichi  de  plusieurs  questions  et 
nouvelles  démonstrations,  a  fait  de  nombreux  emprunts  à 
Ouvrages  français  ou  étrangers,  à  diverses  publications  pér 
diques  et  notamment  au\  Nouvelles  Annales  (120  citation 
nous  en  félicitons  l'auteur,  car  c'est  la  bonne  manière  de  p 
senter  une  grande  variété  d'exercices  intéressants;  d'aillé 
bon  nombre  de  questions  et  de  démonstrations  sont  nouvel  ^ 
ou,  du  moins,  peu  connues. 

L'Ouvrage  contient  des  notes  très  intéressantes  et  de  no 
brcux  renseignements  bibliographiques  et  biographiques. 

La  Géométrie  moderne  du  triangle  a  fourni  une  centai-  ^ 
d'exercices,  bien  choisis,  où  l'on  trouve  les  noms  de  plusieu* 
géomètres  contemjiorains  et  notamment  ceux  de  MM.  Lemoip<2' 
Brocaru  et  Neubkrg. 

Enfin,    l'Ouvrage   se   termine    par   diverses  Tables,  dont 
simple  énumération  indiquera  suffisamment  l'utilité  et  Tintera 
Lexique  géométrique.  Problèmes  et  théorèmes  historiqu 
Table  des  notes  principales..  Index  bibliographique  et  bC 
graphique. 

ERRATA. 


y  série,  l.  XV,  189^,  p.    144,    ligne    i4;  au   lieu  de  publiée,  lisr 
publié. 

Page  145,  ligne  11  en  rcmonlant,  au  lieu  de  un  cardioïde  et  u 
point,  lisez  une  cardionie  cl  un  poinl. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1671. 

'189V,  p.  T.) 

On  considère  une  courbe  quelconque^  son  centre  de  cour- 
tftM.re  C  en  un  point  M  quelconque  de  la  courbe,  puis  le 
centre  de  courbure  Gj  correspondant  au  point  C  de  lapre- 
Fr^£ère  développée,  puis  encore  le  centre  de  courbure  Cj 
C€>  r^r  es  pondant  au  point  C\  de  la  seconde  développée,  et 
€t.£nsi  de  suite  jusqu^au  centre  Cn-  On  sait  que  si  les  coor- 
€iowinées  x  et  y  de  0*  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  /, 
*V  en  est  de  même  de  coordonnées  Xn  €t  yn  d'un  quel- 
C€>^que  des  centres  de  courbure.  Montrer  que  l'expression 

dxJi  -h  dyl 


dxn  d'^yn  —  dyn  d^Xn 


*^<^^serve   la  même  valeur  pour   les   coordonnées  de  l'un 
^  ^^dconque  des  centres  de  courbure  successifs. 

(E.-N.  Barisiex.) 


SOLUTION 
Par  M.  G.  Tzitzéica. 


Considérons  les  centres  G^,  Cp^x\  soient  R^,,  Kp^x  les  rayons 
^^    courbure  correspondants.  On  a 


3 


cl^oi, 


et 


''       dxp  d'^y,,  —  dvp  d^Xp  ' 

3 

''^'  ~  '  dxp^x  d^Vp  Hi  —  dyp+i  d^Xp^x  ' 
dxf,  -r-  dyf,  _  Kp  _  Jl^ 


dxp^x  d^yp^-i  —  dyp+x  d-Xp^x        dsp^i 
'^^   théorème   énoncé    revient   à  la  démonstration    de    l'éga- 


I     A  18    ) 
litc 


Hn  H 


—    > 


dsp        dsp^i 
relation  connue  [voir  K.  Picaud  (  '  ),  vol.  I,  p.  33oJ. 


QUESTIONS. 


1728.  Si  p  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  x,  et  r 
un  nombre  entier  quelconque,  l'expression  xP^~P''~^ — i  est  di- 
visible par />.  (J.-J.  iVIlLNE.) 

1729.  L'équation  xyz  -f-  kw^  =  o,  où  x^  y,  z  représentent 
les  coordonnées  bomojîènes  d'un  ])()int  du  plan, 

(r  —  ftx  -4-  f^y  ■+-  cz, 

et  /i-  un  paramètre  arbitraire,  représente  un  système  de  cu- 
biques qui  ont  trois  points  d'inllexions  réels  situés  sur  la 
droite  w  ;  le  lieu  des  autres  points  d'inflexion  se  compose  de 
deux  droites  imajçinaires  A  et  B. 

Démontrer  qu'il  existe  deux  cubiques  du  système  tangentes 
à  une  droite  donnée  L,  et  que  les  deux  points  de  contact  sont 
conjugués  harmoniques  relativement  aux  deux  points  imagi- 
naires conjugués  où  la  droite  L  rencontre  A  et  B. 

(A.  Legoux.) 

1730.  Si 


.n  ..-  \/a  -  -  />,     Xo  -  —  \'  i>  --  f,     .r,  —  \'  c 

-  d.     x^    -  —  \/d  —  (U 

et  si 

Ci  fi    -  .■■  X  ^       \  '  X  ,y      t"  •'    ;j    "  •  ' 

■x'I. 

montrer  que 

s,  ,        Sf           s?  s. 

S,  S, 

)       i .'l.'^. \.5      \ .'}.  3 

I     4 

(  11. -J.  Gerrans.) 

(  '  )   Traité  d 'Analyse. 
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[C2j] 
UNE  LEÇON  SUR  L4  MÉTHODE  DE  QUADRATURE  DE  GAUSS; 

Par  m.  Louis  RAFFY, 
Maître  de  Conférences  à  TÉcole  Normale  supérieure. 


Le  programme  de  l'agrégation  des  Sciences  mathématiques 
pour  1896  porte  comme  épreuve  pratique  le  calcul  d'une  inté- 
grale par  la  méthode  de  Gauss.  Il  renvoie  les  candidats  à  un 
Ouvrage  épuisé  depuis  bien  des  années  et  où,  d'ailleurs,  la 
question  de  l'approximation  obtenue  n'est  pas  posée.  Pour  ces 
raisons  nous  croyons  utile  de  publier  la  présente  Leçon. 

1.  Ayant  à  intégrer  une  fonction  F{x)  entre  deux 
limites  données  ol  et  p,  on  remplace  cette  fonction  par 
un  polynôme  entier  G(x),  de  degré  n — i,  qui  pour 
n  valeurs  x^,  Xa,  ••.,  X/i,  comprises 'entre  a  et  p,  ac- 
quière les  mêmes  valeurs  que  F(x),  et  Ton  prend  pour 
valeur  de  l'intégrale  proposée  Tintégrale  du  polynôme 
G(x).  Tel  est  le  principe  des  quadratures  par  interpo- 
lation (Newton,  Cotes,  Gauss). 

On  sait  que  le  polynôme  G(x)  est  unique  et  a  pour 
expression 


r:=n 


r  =  l 

si  l'on  pose 

(a?/.  —  a7i). .  .(a?/. — Xp—\)\Xf — a7/._|_i). .  ,\Xr  —  *^n) 

-Les  polynômes  y^  ne  dépendent  que  des  nombres  Xr  et 
'nullement  de  la  fonction  F  (a:).  Leurs  intégrales 

C3)  g^^  I      ^r{x)dx 

-^rin.  de  Mathemat.^  3«  série,  t.  XV.  (Juin  1896.)  17 


ii(^  dépciidronl   donc-    absoluiiMMil    qui*    do    v.vm   intime 
nombres  :!>,  de  a  «'l  de  ,j,  et  Ton  aura  pour  l'intégral^ 
tlierchéc; 

(4)       /      G(x)d,r=ffi  lM.r,)-t-...-f-^;.  F(a:r)-4-...4-|?«F(ar«> 
•a 

II  suffit  que  les  intégrales  g^^  soient  calculées  une  foi'^ 
pour  toutes. 

2.   Pour  nous  faire  une  idée  de  ce  que  Gauss  appelle 
le  degré  de  précision  de  la  niélliode  précédente,  suppo- 
sons que  la  fonction  n  intégrer  F(x)  soit  développable 
entre  a  et  ^  par  la  formule  de  Mac-Laurin, 

Le  polynôme  G{x)  pourra  être  écrit 


r  =  n 


r-  1 

Réunissons  tous  les  termes  en  a^y  tous  les  termes  en  ai , 
et  ainsi  de  suite,  ce  qui  donnera 

(6)'     G(ar)=rto?o(^)-H  a,  ?p,(r)-î-...-f-rt;„0;„(ar)  •+-...; 
enfin  formons  la  diflerence 

/      V{r)dx^  I      G(x)dT. 

'■X  •'OL 

Mous  pourrons  Técrin^ 
(7)     Ç    \¥{x)-'0{x)\dx=i   Sa,„   I     \Tf»*—o„(x)]dT, 

(^elte  expression  de  Tc^rreur  donne  lieu  à  une  remarque 
importante  : 

Quels  que  soient  les  nombres  Xs ,  .ï*.j,  .  .  • ,  X/i,  la  sé^ 


(  '5,  ) 
j'ie  (y)  ne  contient  aucun  coefficient  a  d^ indice  moindre 
i/iie  n  ;  ou  encore  :  Les  deux  intégrales 

a  3 

Ç    Y{x)dj}',  f    G(x)dx, 

aw'données  suivant  les  coefficients  ar,  ont  leurs  n  pre- 
miers termes  communs. 

Toicî  comment  on  peut  s'en  assurer  sans  calcul.  Les 
polynômes  Y/. (^)  étant  indépendants  de  la  fonction  F(x), 
les  polynômes  ^m{x)  n'en  dépendent  pas  non  plus. 
N^ous  les  déterminerons  donc  en  attribuant  à  F(a:)  une 
fofme  particulière,  celle  d'un  polynôme  entier  de  de- 
gré /i  —  I , 

Dans  ce  cas  G(x),  qui  prend  les  mêmes  valeurs  que  F(x) 
pour  n  valeurs  de  x,  lui  est  identique,  quels  que  soient 
'es  coefficients  «r?  et  l'on  a 

pour  les  valeurs  w  =  o,  i ,  2,  ...,//  — i,  ce  qui  prouve 
*^îen  que  la  série  (7)  commence  par  un  terme  en  an-  Si 
^onc  nous  appelons  degré  de  précision  de  la  méthode 

*  indice  du  premier  coefficient  de  F(j:)  qui  figure  dans 

*  expression,  nous  dirons  :  Les  nombres  Xk^  0:3,  , ,  ,^  x^ 
^^ctnt  quelconques^  le  degré  de  précision  de  la  mé- 
^'^Ckde  de  quadrature  par  interpolation  est  égal  à  n. 

3.  Théorèmk.  —  Par  un  choix  convenable  des 
^^rribres  Xi ,  X2,  • .  . ,  X/^,  /e  même  d'ailleurs  quelle  que 
'^^it  la  fonction  à  intégrer  y  on  peut  porter  au  double  le 
^'^gré  de  précision  de  la  méthode. 

Cette  proposition,  due  à  Gauss,  revient  à  ceci  :  On 
f^^ui  choisir  les  nombres  x^^  Xo-,  . . . ,  Xfi,  de  telle  façon 


(  aSa  ) 
if  lie  dans  la  série  (7  j  les  intégrales  qui  multi  plient  les 
coejficients  «,,,  ....  ««^.n  . .  . ,  rt2//«i  soient  nulles. 

Pour  établir  ce  résultat  et  retrouver  en  inèine  temps 
le  précédent,  considérons  le  polynôme 

C'est  évidemment,  d'après  la  formule  générale  (1),  le 
polynôme  de  degré  inférieur  ou  égal  à  /i  —  i  qui  prend 
les  mêmes  valeurs  que  x'^  pour  n  valeurs Xf ,  x^^ . . . ,  jr«. 
Kn  conséquence  pour  les  valeurs  m  =  o,  1,2,  . . . ,  n — i, 
il  est  identique  à  .r'",  ce  qui  prouve  le  théorème  du  11"  2. 
Pour  m<ln.  en  faisant  la  division  de  .r'"  par  le  pro- 
duit 


(9) 


on  trouve 


l„(.v)=iiT  ^  Xi  ){T  —  .r,  ).  .  .(x  —  .r„  ). 


j'»t  =  tj  jr)q,n-n(jr)-h  o,„(.r  ), 


car  le  reste  est  un  polynôme  de  degré  inférieur  ou  égal 
îi  n  —  I,  qui  prend  les  mêmes  valeurs  que  a:*"  pour  les 
n  valeurs  Tf,  Xj,  .  .  . ,  x^,  et  qui,  par  suite,  nVst  autre 
que  'fm(«3:).  On  a  donc  identiquement 


i  10  ) 


le  polynôme  Q  étant  d*un  degré  marqué  par  son  indice. 
Exprimons  maintenant  Ténoncé.  On  veut  que  les  n  in- 
tégrales 

ni)        /      \x'" — Of„{x)]dx         (m  = /i,/i-4-i jj/i  — i) 


«-■a 


soient  nulles,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  vertu  de  la 
formule  (10),  que  l'intégrale 


? 


<  1^  I 


(  253  ) 

soil  iiu]l<%  (juelles  que  soient  les  coiislaules  a,i^  •  •  •  ? 
^2w-i.  Or  il  est  aisé  de  voir  (ju*on  peut  déterminer  suc- 
cessivement a.2ft_  I,  ii'2n-2i  •  •  •  >  ^^/i+i7  ^/i  de  manière  que 
le  polynôme 

^2»— 1  Q«— 1  -+-  ûf2«-2  Q«-ï  +  .  .  -  -4-  ûf/î-f-l  Ql  -•-  <2/l  Qo» 

dont  les  composants  Q  sont  chacun  du  degré  marqué 
par  leur  indice,  soit  identique  à  un  polynôme  arbitraire 
du  degré  n  — i .  Il  faut  donc  et  il  suffît  que  Ton  ait 

**n  désignant  par  V(a:)  un  polynôme  arbitraire,  du  de- 
gf^é  ji — j.  S'il  existe  un  polynôme  \n{^)  de  degré  /i, 
admettant  n  racines  comprises  entre  a  et  p,  et  satisfaisant 
^  cette  condition,  il  est  évident  qu*il  n'y  aura  qu'à 
Pï^endre  pour  x^^x^,  , . ,  ^  Xn  les  racines  de  ce  poly- 
^^^me;  on  annulera  ainsi  les  n  intégrales  (ti),  et  cela 
9^^elle  que  soit  la  fonction  à  intégrer  F(a:),  puisque 
^^55  intégrales  n'en  dépendent  pas. 

Je  dis  qu'on  peut  prendre  pour  \n{^)  1^  polynôme 

*^^:i  efï'et,  ce  polynôme  est  évidemment  d'ordre  n  ;  d'après 
*^  théorème  de  Kolle,  il  admet  n  racines  comprises  entre 
^    ^t  p.  Car  si  l'on  pose  ])Our  abréger 

^*i  voit  immédiatement  que  la  dérivée  'Yix)  admet 
f^  1  fois  les  racines*  a  et  P,  et  de  plus  une  racine  com- 
plaise entre  a  et  p.  En  appliquant  encore  le  théorème  de 
RolJe  on  reconnaît  que  toute  dérivée  'l^P-  (x)(p'^  n) 
3Ufm»i  les  deux  racines  a  et  jî  avec  1  ordre  d(^  mullipli- 
t'iia  /i  —  p  et,  en  outre,  /;  larines  comprises  entre  a  et  |j. 


e 


Pour  établir  la  dernière  propriété,  rappelons  une  Ton- 
nutle  (]ue  donne  Tlntégration  par  parties, 

/'v(a:)t^;('^'(:r)r/.r  =  Y4/<«-«^— Y'i^("-*>+  V»t]^v«-3)4-. . . 

Si  Ton  intègre  entre  a  et  p,  les  n  premiers  termes  d»  ^^ 
second  membre  disparaissent,  puisque  les  n  —  i  pre  ^==3' 
ni ières  dérivées  de  ^  s'annulent  pour  a  et  p;  le  demie  -^r-^r 
s'évanouit  également,  puisque  la  dérivée  /ï'^™*  de  \(x  ^=^) 
se  réduit  à  zéro.  L'équation  (i3)  est  donc  bien  vérifié» 
par  le  polynôme  (i4)- 

n  est  d'ailleurs  aisé  de  montrer  que  tout  polynôme  Ç(a: '^^^^^z 
de  même  degré  que  Ç/i(x)  et  jouissant  de  la  propriétés -^® 
qu'exprime  l'équation  (ii5)  ne  peut  dîflérer  de  Ç/i(x)^  "^) 
que  par  un  facteur  constant.  En  effet,  si  l'on  a  simulta —  -^' 
nément 

on  en  conclura 

(i5)  /     [i:„(x)-A-Ç(ar)]V(x)rfx  =  o, 

quelle  que  soit  la  constante  k.  Or  on  peut  choisir  celte 
constante  de  telle  sorte  que  le  polynôme  Ç^ — /rÇ  s'abaisse 
au  degré  n  —  i .  Cela  étant,  comme  la  relation  précédente 
est  supposée  avoir  lieu  quel  que  soit  le  polynôme  V(x) 

de  degré  n  —  i,  on  pourra  prendre  pour  V(a:)  précisé-     

ment  ^n  —  ^^C?  ^^  qui  réduira  l'identité  (i5)  à 

par  suite  V  est  identiquement  nul,  ce  qui  prouve  1^    -"^ 
proposition. 


(  255  ) 

4.  Résumé;  mode  d* application.  —  Pour  appliquer 
Ja  méthode  de  Gauss,  il  faut  : 

1"  Connaitre  les  racines  x^^  x>>^  .  .  • ,  .r,^  de  Téqualion 


dx'* 


{x  —  a)"  {x  —  fi)«  =z  o; 


2"  Connaître  les  coefficients  gr  définis  au  n°  1,  savoir 

/>? 

(3)  gr=  \      \'r(^)dx         (/'=  ï,  o..  ...,  rt); 

3®  Calculer  l'intégrale  cherchée  en  etlectuant  la 
somme 

au.  moyen  des  valeurs  que  prend  pour  X|,  x^,  . . . ,  x,,.  la 
fonction  à  intégrer  F(.r). 

Il  convient  d'ailleurs  de  remarquer  que,  une  fois  con- 
*^u.s  les  nombres  Xi,  X2,  ...,  x,i,  les  intégrales  gi, 
S^^t  •  •  •!  gn  peuvent  être  calculées  par  la  résolution  de  n 
^Cjuations  du  premier  degré.  En  effet,  en  venu  de  la 
lormule  (8),  on  a  identiquement 

(8  y  iF'«=  -^lix)  X^^-h  -(i(x)  Xf-h.  ,  ^-^  \'a(^)  ^X^, 

pour  m  =0,  1 ,  2,  . . . ,  /2  —  I .  On  déduit  de  là  par  inté- 
gi^ation 

^t  donnant  à  m  les  vahmrs  o,  1,  2,  ...,« — i,  on  a 
^  équations  du  premier  degré  propres  à  déterminer  les 
'*   î  nconnues  gi,  g2,  •  •  • ,  gw 

Il  est  avantageux  de  ramener  les  limites  a  et  jî  de 
*  >  titégrale  à  être  deux  nombres  fixes.  On  peut  choisir, 
^^^tnme  l'a  fait  Gauss,  les  nombres  o  et  i.  A  cet  effet, 


(  2à6  ) 
clans  l'inlégrale  proposée 

OU  opère  le  changement  de  variable 

Alors  récjualion  Ç,,  (a:)=  o,  donlles  racines  sont  prise^^  ^* 
pour  valeurs  deJCi,  o^a,  . . .,  Xny  devient 

x^(x  — 1)«  =  o. 


dx**^ 


Gauss  a  calculé  avec  seize  décimales  les  racines  de  septJS  ^^' 
équations  de  cette  forme  (/i  =  i ,  2, . . . ,  7)  et  les  valeursa^  "^^ 
correspondantes  des  coefficients  gr» 

On  peut  aussi  ramener  les  limites  de  Tintégrale  pro-  - —  *" 
posée 


«  a 


à  être  — i  et  +1.  Il  suffit  de  poser 

B-4-a       3— X 

/  = r- X. 


'1  '2 


Alors  le  polynôme  Ç;,(a:),  dont  les  racines  sont  prises 
pour  valeurs  de  Xi,  X2,  . . . ,  j:/i,  u*est  autre  que 

d"(x^—\y* 

dx» 

C'est j  à  un  facteur  constant  près,  le  polynôme  X„  de 
Legcndrc. 

o.  Limite  de  l'erreur.  —  Xous  allons  maintenant 
traiter,  d'après  M.  Markolf,  dont  nous  simplifierons 
l'analyse,  une  question  importante,  entièrement  négli- 
gée par  CiaUv>>  :  Trou\'rr  une  limite  supérieure  de  l'er- 


veur  coniuiise  quand  on  applique  la  méthode  précé- 
dente. Établissons  d'abord  uu  résultat  dont  nous. aurons 
à  faire  usage. 

Théorème.  —  Si  une  fonction  F(:c)  et  un  polynôme 
^{pc)  de  degré  ^n  —  i  prennent  les  mêmes  valeurs  ainsi 
éjfue  leurs  dérit^ées  F\x)  et  ^\x)  pour  n  valeurs  x^^ 
.X72,  , ,  •  y  Xn  de  la  variable,  et  si  l'on  pose 

C  i6)    F(x)— *(a?)  =  [(a?  — a?i)(x  — a?î)...(^  — ^/.)]*P('2?), 

^  aura 

F(î«)(Ç) 


(»7)  P(x) 


(2/1) 


Ç    étant  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des 
^^<Dmbres  x,  x^ ,  or^,  . . . ,  Xn* 

'   Pour  le  prouver,  je  dis  que  si  une  fonction  f{x)  et  sa 
^*&d^ée  s  annulent  pour  x  =  X\^X2j  . . . ,  x,^,  on  a 

s  étant  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des 
^^ombres  x,  x^^  x^^  . .  •,  Xn- 

En  effet,  il  est  visible  que  la  fonction 

^dniet  la  racine  simple  r:  =  x  et  les  //  racines  doubles 

/«   —  %X/  I  )     •  •  •  ^    1*7  fi  • 

t 

^n  appliquant  à  ses  dérivées  successives  le  ihéoième  de 

-R-olle,  on  reconnaît  que  celle  d'ordre  2«  s'annule  pour 

^*i    nombre  Ç,  compris   entre  la  plus  grande  et  la  plus. 

f^^tile  de  ces  n  4-i  valeurs;  d'où  résulte  l'équation  qu'il 

*'*  agissait  d'établir. 


(  f>.58  ) 

La  proposition  annoncée  est  par  là-même  établie,  car 
il  suffit,  dans  Téquation  (18),  de  remplacer  f{x)  par 
F(:c) —  ^{pc)  et  de  remarquer  que  la  dérivée  d'ordre  'in 
diî  <ï>(.r)  est  identiquement  nulle  pour  trouver 

Y(^a:)-^^{r)  =  \(x—x^){x^x^)..Ax-Xn)\^—-^y 

y'àH ) . 

d'où,  par  comparaison  avec  la  formule  (16), 

F(î/iJ(Ç) 


I>(^)  = 


{'in)\ 


6.  Cela  posé,  convenons  que  les  nombres  X| ,  x^,  .  •  •, 
Xn  soient  les  racines  de  l'équation  qu'on  obtient  en  éga- 
lant à  zéro  là  dérivée  d'ordre  n  du  polynôme 

(19)  ^(x)  =  (x*-iy'. 

L'erreur  e  commise  en  appliquant  la  métbode  de  Gauss 
avec  ces  valeurs  de  x'i,  .r^,  . . .,  j^/i  à  l'intégrale 

r  F{x)dx 

a  évidemment  pour  expression 

(•20)  ^—   f      [^\3P)—'G{x)\dx. 

Pour  l'évaluer,  substituons  au  polynôme  0{x)  un  po- 
lynôme ^(^x)  de  degré  2/2  — i 

(21)  *(ar)=  G{x)-^  Y"^  (,x)^a-ïior) 

qui  prend  évidemment  les  mêmes  valeurs  que  G(j:)  et, 
par  suite,  que  F(x)  pour  les  racines  X\^  X2  •  •  •,  Xn  de 
'y''^(.r)*,  il  en  sera  ainsi  quel  que  soit  le  polynôme  6„_| 
de  degré  n  —  i.  Mais  nous  pouvons  supposer  ce  poly- 
nôme déterminé  de  telle  manière  que  la  dérivée  de  ^(x) 
prciim^  les  mêmes  valcîurs  que  celle  de  V(x)  pour  ces 


(  >59) 
iiièines  nombres.  Car,  ilésigiiaiit  Tun  d'eux  par  Xr^  on  a 

ce  qui  détermine  le  polvnonie  6„„i  par  les  valeurs  qu'il 
acquierl  pour  les  n  valeurs  considérées  de  x. 

Le  polynôme  ^{pc)  que  nous  venons  de  définir  peut 
être  substitué  à  G{x)  dans  Tévaluatîon  de  Terreur  e,  car 
on  a  visiblement 


.-»-»  ..-»-t  ^H-l 


f      ^{x)dx:=  Ç       G{x)dx-h  i       '^'^»Hx)^n-ii^)dx. 

Or,  dans  cette  identité,  la  seconde  intégrale  du  second 
membre  est  nulle,  d*après  la  propriété  caractéristique 
des  polynômes  de  Legendre. 

7.  Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  évaluer  l'intégrale 

(22)  £=    f      \F(x)-  ^(x)]d.c. 

Mais,  à  raison  des  deux  propriétés  que  nous  avons  don- 
nées au  polynôme  ^(x)^  le  théorème  du  n°  5  lui  est 

applicable  et  Ton  a 

F'(î«)/'t^ 
(16)'    F(x)-*(^)==[(;r-:r,)(:r-xO...(^-^«)?7— TT' 

Ç  étant  un  nombre  évidemment  variable  avec  x^  mais 
compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  nombres 
jt",  Xi ,  X2,  . .  . ,  x,it  et,  par  suite,  compris  entre —  i  et  + 1 
quand  x  varie  entre  ces  limites.  Par  suite  l'intégrale 

^^^^'    *  "=  (T^!  J       [(•^-^i)(^--^2). .  .(^~^«)]-  F^^'*'(?)  dx, 

dont  l'élément  difFérenLiel  se  composai  de  deux  facteurs^ 
dont  l'un  est  essentiellement  (>ositif,  pourra  être  écrite 


(23 


)    '"TTTTT»    /        [(X'~xi)(x  —  Xi)...(x  —  Xn)Ydx, 


(   a()a  ) 
Exemple,  —  Soit  ;i  «'alculer  l'inlégrale 

au  moyen  de  ([uatrc  valeurs  intermédiaires  de  x.  Ici,  r^  *i 
étant  égal  à  4)  le  polynôme  \n  est,  h  un  facteur  constanS^  t 
près,  la  dérivée  quatrième  de  {x^ —  i)%  savoir 

L'identité  algébrique 

33$v— 68  =  5(a?«H-i)(7:r»— i3) 
montre  que  l'on  aura,  pour  les  quatre  racines  de  Ç4, 

"1 =  Fïï(»3  — 73^*). 

a:*  -i-  I         68 

On  prendra  donc  pour  valeur  approchée  de  tz 


mX, 


"^  5.32        80 


(,3-7x.)rf.=  ^^=_=3,.37 


Comme  on  connaît  la  valeur  de  tc  on  voit  que  l'erreur    ^ 
est  0,004  \  niais  si  l'on  voulait  en  déterminer  une  limite 
supérieure  en  appliquant  la  formule  (20),  on  serait  con- 
duit à  des  calculs  fort  longs. 

I  ^»^^M^i^—  ■■■■     I    ■■■■■■■■    I         ■  1^.^^— ■■      ■»■  ■  I      ■        Il        _  ■    ,     ^^^^■^^■^i^^^^  ■  ■    .        —  ■■  ■  ^— ^MT— W^Pi— i^P^WP^»^— ^i^^ 
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SUR  U\E  APPLICATrO\  DES  FONCTIONS  ELUPTIQIIRS; 

Par  m.  X.  STOUFF, 

Professeur  à  la  Kacuitc  des  Sciences,  ctc  ftesaftcorii^ 


Dans  un  ellipso'ûte  à  trois  fixes  inégai^,  représenté 
par  Vèquafmn 


f,i        ^-î       -,•> 


<t-      ti*      <•-' 


(  ■"'!■  )  \i 


on  demande  de  trouver  les  lignes  de  cette  surface  rjui , 
en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  aux  diagu- 
nales  du  rectangle  des  axes  de  l'indicatrice  de  ci: 

En  désignant  par  X  et  \j.  les  deux  racines,  différentes  ili- 
zéro,  de  l'équation 

a:'  v'  3' 

les  lignes  asyinptotiques  de  l'ellipsoïde  ont  pour  équa- 
tion ditréfvntielle 


S  étant  l'angle  (imaginaire)  que  fait  l'une  de  ces  ligne» 
a  sjmpio  tiques  avec  une  ligne  de  courbure,  w  l'angle  que 
fait  une  diagonale  du  rectangle  des  axes  de  l 'indicatrice 
avec  la  même  ligne  de  courbure,  on  a 

langui  =±itange, 

et  l'équation  diIFérentielle  des  lignes  cherchée»  esl,  p.ii- 
suite, 


(0 


dk ^ ±id^ 


/(a<-(-X)(i'+X)(ct  +  ).)        v'('''-t-;^)(**-'-:-'>(«'-t-!J-i 
Nous  pouvons  poser 

ft»-HX=(é>^aii)sn»M,  *'-t-ii={o«  — *')8ii'r, 

rt»-i-X=(«i— ft«)cn««,  a*+(i=(a'— è>)dnV, 

c'-+-X=(c'  — é')dn'«,  c'-i-|*=(c'  — 6i)cn*f. 

En  efTet,  les  fonctions  su,  e»,  dn  ainsi  déHnies  \v 


1 


(  u64  ) 
rifient  les  relations  fondamentales  en  prenant  pour  mo^ 
dule  A"  =  «.  L*éqnation  (4)  devient  alors 

du  =  ±:  dç, 
d'où 

a  -Jz  i'  =  a. 

a  étant  une  constante 

/"     dsnu  r     Jsni' 

li  =   / ■         .1  *' =   /  —, — 

,7    \/i  —  sa* a  j    \'\--^xi^v 

On   sait,   d'après   le    Calcul   intégral  de    Bertrand 
(p.  569)  que  la  relation  précédente  éguivaut  à 

(:j)     sn*a-i-sn*t'-h  msn'Msn*r  =  ni  —  asnwsni'  sni^/i  —  m*. 

Ou  déduit  aisément  de  (5)  les  équations  en  coordonnées 
rectiligncs  des  courbes  cliereiiées,  d'après  les  relations 
faciles  à  vérifier 

r  ^  ^  X  —  Il 

siw/.  snr  =  ^,  su*  w -I- sri*i;  =  7- '■—* 

0  0^ — fi* 

D'après  (3),  en  t(;nant  compte  de  (2)  et  en  posant 

.r^-\- y--.-  5-—  ;•', 
on  a 


X  -  a  --^/  ^, — -  j  ^.r-  -   .^— -, 

(5)  dc'vienl  alors 

(ft)    '  x\  m  ^  — a^(\/i  — //i*-Hi)— m  j 


L'équation  (6)  représente  une  surface  de  révolution  : 
son  second  membre  est  le  produit  de  quatre  facteurs 
linéaires  réels,  et  piMilse  mettre  sous  une  forme  remar- 
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quable  et  avantageuse  pour  la  discussion.  Eti   posauL 

//î  =  sîncp,  ~  =  tangO,  le  second  membre  de  (6)  devient 

^   ~A         ^'"* ^  (tang^  ""  "^^"^  4  )    ^^"^^  ~  ^^^  (I  "^  l) 
X  Uangô  --  tangQ  -h  ^  H  Lange  -  tangQ  4-  ^^1 , 

et,  à  Taide  d^dentités  trigonométricjues  élémentaires, 

(a' — c')'  sincpsin(^  —  4^) 


4 


cos*0 
(6)  donne  alors 
/^v  .       a*-hc*    .    a* — c*  i/sincpsin(9  —  4^) 

2  2  C0S*6 

Il  est  naturel  de  chercher  à  exprimer  x,  y^  z  en  fonc- 
tion de  8.  Par  un  calcul  facile  et  ne  présentant  pas  de 
^circonstances  remarquables,  on  trouve 

x^        COS26 -f-/sincp  sin(cp — 4^) 
a^  "  '2C0S*Ô 


5*        COS26 — /sincp  sin{cp  —  4^)  . 
c*  ~~  acos^O  ^ 


^^  -î 


^    et  -r  sont  donc  racines    d'une  équation   du   second 


gré 


do 


(8)         Z«cos*0-Zcos20cos«e4-?5^!i^^-lLl)=o. 

4 

^O.  ne  devra  donner  à  8  que  des  valeurs  qui  rendent 
**^e]les  les  racines  de  cette  équation  et  toutes  deux  com- 
plaises entre  o  et  i.  On  voit  de  suite  que  les  conditions 
^^latives  aux  résultats  de  substitution  et  à  la  demi- 
^^rnme  sont  toujours  remplies.  Donc  il  suffit  que 

sincp  sin((p  —  4^)=  o. 
-4/iw.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XV.  (Juin  1896.)  18 
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—-  devaiil  èlre  compris  eiitn;  —  i  ri  -|-  i ,  ou  devra  avoir 

aussi 

—  il  tangO  II. 

I/angle  cp  variant  de  o  à  27r  on  aura  deux  cas  à  distin- 
guer. Si  çp  est  moindre  que  tt,  8  devra  varier  de  -^  —  -r 

44 

à  ^.  Si  cp  est  supérieur  à  it,  on  fera  varier  9  de  2  -j-    - 

à  -^  H — 7^«  Cela  donnera  dans  les   deux  cas   toute    la 
4         4 

courbe.  Pour  ç  =  o,  on  obtient  les  sections  cyclîqu. 
de  la  surface.  Les  autres  courbes  sont  fermées,  analogu. 
aux  sections  cycliques  et  admettent  les  plans  cycliqa 
comme  plans  diamétraux. 

[M»6b] 

QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  BIQUARTIQUES  GAUCHES; 

Par  m.  E.  DUPORCQ, 

Élève-Ingénieur  des  Télégraphes. 


1.  On  sait  que  toutes  les  quadriques,  qui  passe^r^*' 
par  7  points  quelconques  de  Fespace,  passent  par  ub-  ^ 
huitième  point  fixe.  Il  en  résulte  que,  à  7  points  arb  :*-" 
traires  d'une  biquartique  gauche  correspond  un  hu:^*" 
tièuie  point  de  cette  courbe.  Je  me  propose  de  mett^*^ 
en  évidence  quelques  propriétés  de  ces  groupes  de  hiB-  ^* 
points  réciproques. 


2.  Je  commencerai  par  rappeler  quelques  propriéti 
simples  des  biquartiques  gauches. 

Soient  a  et  b  deux  points  quelconques  d'une  biqiui 
tique  gauche  C  :   il  existe  une  quadrique  Q  qui  pasr**^  * 


(  ^6;  ) 
par  la  courbe  C  et  qui  admet  la  droite  ab  pour  généra- 
trice. A  tout  point  a'  de  la  biquartique  correspond 
sur  cette  courbe  un  point  b\  tel  que  la  droite  a!  b*  est, 
dans  la  quadrique  Q,  une  génératrice  de  même  système 
que  la  génératrice  aè.  Je  dirai  que  les  couples  ab  et  a'i' 
sont  conjugués. 

3.  Soient  a^  p,  y  et  S  quatre  points  quelconques 
d'une  biquartique  C  ;  par  ^y  menons  un  plan  quel- 
conque qui  rencontre  la  courbe  C  en  deux  autres 
points  b  et  c,  et  soient  a  et  d  les  quatrièmes  points 
d'intersection  de  laquartique  avec  les  plans  ct^b  et  cyS. 
Soient  a',  b\  {/  et  rf'  quatre  autres  points  obtenus  de  la 
Qf^^me  manière  au  moyen  des  points  a,  p,  y  et  8. 

Les  droites  ab  et  a^b\  rencontrant  toutes  deux  a^, 
*c> ut  évidemment  des  génératrices  de  système  différent 
dci  a^  dans  la  quadrique  déterminée  par  cette  droite  et 
P^t.r  la  courbe  G  ;  autrement  dit,  ab  et  afb^  forment  deux 
^^^uples  conjugués  sur  la  quadrique  ^  il  en  est  de  même 
^^s  couples  bc  et  feV,  cd  et  ^d\ 

D'autre  part,  les  droites  b^  et  cy  sont  deux  généra- 
^■^^îces  de  systèmes  différents  d-une  quadrique  passant 
P^i.r  C  \  dans  cette  quadrique,  acL  et  b  p,  cy  et  rfS  forment 
*^:^  même  deux  couples  de  génératrices  de  systèmes  dif- 
fefents  ;  il  en  résulte  que  acnei  dh  jouissent  de  la  même 
I^i^opriété  ;  autrement  dit,  les  droites  a<i  et  a§  sont  dans 
i>>ï>  même  plan.  Pour  la  même  raison,  a^ct  rencontre 
^^issi  aS.  On  voit  donc  que  les  couples  ad  et  a'rf'  sont 
conjugués. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  s'éten- 
4i:*ait  évidemment  a  des  polygones  gauches  d'un  nombre 
pair  de  côtés  : 

Si,  sur  une  biquartique  gauche,  deux  quadrilatères 
gCLuches  abcd  et  a'Vdd'  sont  tels  que  les  couples  ab* 


(  aGS  ) 

hc  et  cri  soient  respectivement  conjugués  des  couples  a!ë^'^ 
h' d  et  c'd\  les  couples  da  et  d^a!  seront  conjugués ^  ei^  JC 
aussi. 


1 


4.   Ces  prcliminaires  établis,  soient  i,  2,  3,  4^  ^9  «^    «, 
7  et   8    huit   points   réeiproques  sur  une  biquarliqujae 
gauelie  C.   Considérons  la  eubiquc  gauche  déterniin 
par   les   six    premiers  de  ces    points  ;    toutes  les  qu 
driques  qui  passent  par  cette  courbe  et  par  le  point        7 
ont  en  commun  une  génératrice,  qui  n'est  autre  que  ^B« 
droite   78,  puisque  toutes  les   quadriques   envisagée 
qui  passent   par   les   sept  premiers   points  considéreras, 

passent  aussi  par  le  point  8.  Parmi  ces  quadriques,  cor »* 

sidérons  en  particulier  celle  qui   passe  par  la  biqua 
tique  C;  elle  admet  la  droite  78  pour  génératrice, 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toutes  les  quadriques  qui  passent  par  six  poin 
fixes  d^une  hiquar tique  gauche  coupent  cette  cou 
en  deux  autres  points  :  tes  droites  déterminées  par  c 
couples  de  points  sont  des  génératrices  de  la  quadrîq 
qui  passe  par  la  biquartique  en  même  temps  que  p 
la  cubique  gauche  déjïnie  par  les  six  points  fixe. 
Elles   constituent   le    système    des    génératrices    qi^^    ^* 
coupent  en  deux  points  la  cubique  gauche, 

5.  Parmi  les  couples  de  points  78,  on  peut  considérei 
par  exemple,  celui  que  fournissent  les  quatrième.s  poinU^ 
d'intersection  de  la  biquartique  C  avec  les  plans    la^^-'' 
et  456.  Par  suite  : 

Huit  points  réciproques  d'une  biquaitique  sont  teL^^^ 
que  deux  quelconques  d'entre  eux  sont  conjugués  des^^'^^ 
quatrièmes  points  oit  la  courbe  rencontre  les 
plans  dèterndnés  par  les  six  autres  points,  pris  trois^ 
à  trois  d'une  mafiière  quelconque. 


(=69) 
0.   Ou  voit  que  ai  eîiiq  du  cm  |ioiiitâ  sont  fixes,  It: 
(ilaii  des  trois  autres  passe  par  uu  point  iîxu  de  la  bi- 
quartique. 

7.  Élaitt  dounés,  sur  une  biquarliquv  C,  liuit  points 
réciproques  i,  a,  3,  4i  5,  6,  7  el  8,  supposons  que  par 
les  quatre  premiers  on  fasse  passer  une  quadrique  qiiî 
coupe  la  courbe  en  quatre  autres  points,  i',  2',  3',  4'- 
Soient  de  même  5',&,  7'el  8'  quatre  points  de  la  courbe 
formant  un  octuple  réciproque  avec  les  points  5,  6,  j 
et  8.  Désignons  par  x,  ^,  a'  et  ^'  les  points  où  ia  courbe  C 
lencontre  les  plans  123, 567,  1'2'3'et  S'Ô'j'.  D'après  (5), 
les  couples  a^,  olh'  et  ^^'sont  respectivement  conjugués 
des  couples  48,  44'  «l  88'  5  il  en  est  donc,  d'après  (3), 
de  même  des  couples  a'^' et  4'8'.  Par5uite(5),  les  Iiuit 
points  i',  2',  3',  4')  3',  6',  y'  et  8'  sont  réciproques.  D'ot 
le  tbéorènie  suivant  : 

Si,  sur  une  biquarlique  gauche 
12  3  4     5678 

I  a  3  4     r  1'  3'  4' 
5678    5'  6'  7'  8' 

sont  trois  ocltiples  réciproques,  il  en  est  de  même  de 
l' octuple 

r  2'  3'  i'  5'  6'  :'  8'. 

8.  Parmi  les  nombreux  cas  particuliers  de  ce  théo- 
rème, je  me  contenterai  d'énoncer  le  suivant  : 

Soient  a,  a^aiOi,  bfh^b^b^et  c,c.,CiC^  tes  points  où 
une  hitjuarliquc  gauche  coupe  trois  plans  Po,  P*,  Pc. 
LesplansP,,  Pj,  Pj  eïP,,  dé/inis  respeclivement  par 
les  triples  ai&|C|,  a-ib-^c^,  a^b^Ci  et  axbiCi,  coupent 
la  courie  en  quatre  autres  points  d,  d^  d^  et  rf,  situéi 
dans  un  même  plan  P^. 


i 
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9.  Je  me  bornerai  à  signaler  Tatialogie  de  ces  pr^3- 
prîélés  des  biquartiques  gauches  avec  des  propriétés 
correspondantes  des  cubiques  planes. 


[Dlb] 

SUR   LE   DÉVELOPPEMENT   DE   x'  EN   SÉRIE   ORDONNEE 
SUIVANT  LES  PUISSANCES  DU  SINUS  DE  LA  VARIABLE; 

Par  m.  F.  GOMES  TEIXEIRA, 
Directeur  de  l'Acadéniie  polytechnique  de  Porto. 


Dans  un  article  Sur  le  développement  des  fonctioi 
en  série  ordonnée  suhant  les  puissances  du  sinus  ^^ 
du  cosinus  de  la  variable,  publié  dans  le  Journal  c^^^ 
Crelle-Fuchs  (t.  CXVI,  p.  14),  nous  avons  donné,  po^^^^r 
le  développement  des  fonctions  x^^  et  x^^"^^  suiva^^^^ 
les  puissances  de  sinor,  les  formules  suivantes  : 


(am  H-i)(2//ï-l-  2) 


xFi-f.  . ^:il^l±l -sinîar 


'  -i-  : -llit±± -sm^o? 


(2/n-hi)...(2//i-H4) 


SU) 


—  sin^a? 


\  (2//2  -Hl).  ..(2/?H- 6) 

X     I  -H  . ^III^ :^.  sin«:r 


•  •  •  1 7 


[ 


(2m-i-  2)(2m  -h  3) 


(•2)    \ Si" 


r-r  Sin*iP 


(  vi  /?i  -H  '4  ) . .  .(2  m  H-  5  ) 

§(3) 

■4-  , "^^^ -sinC^T 

(  2  //2  -I-  l>,  ).  .  .  (  2  /W  -h  7  ) 


•  •  •   I  î 


(|ui  ont  lieu  quand  on  a  [  sino:  \<i\  •  Dans  ces  formules^^'^' 


^2a  l'cprésenle  la  somme  des  combinaisons  deâ  nombres 

2«,     4',     6*,     ...,     (2a  — 2)î, 

pris  b  k  bf  et  S!/^j^,   la  somme  des  combinaisons  des 

nombres 

I*,     3',     5^     (2a -1)», 

pris  aussi  b  h  b. 

Nous  avons  employé  pour  obtenir  ces  formules  une 
méthode  fondée  sur  la  théorie  des  intégrales  prises  entre 
des  limites  imaginaires.  Ici  nous  allons  voir  comment  on 
peut  les  vérifier  au  moyen  d'une  méthode  élémentaire. 

Je  remarque,  en  premier  Heu,  qu'on  démontre,  d'une 
manière  très  simple,  la  possibilité  du  développement 
de  x^'"  et  o:^'"'*"*  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  sinoren  partant  de  l'égalité  connue 

2.3  2.4>5 

où  I  sînx|  <^i. 

On  sait,  en  effet,  par  un  théorème  bien  connu,  rela- 
t.if  à  la  multiplication  des  séries,  que  le  second  membre 
de  l'égalité 

u     /  '  I      .  ,  1-3     .  «  \* 

x'^  =  (  sin  a?  H X  sin'  x  H r—i  sin*iF  -h . . .  ) 

\  2.3  2.4.5  / 

^eut  être  développé  en  série  ordonnée  suivantles  puis- 
sances de  sino:. 

Cela  posé,  je  suppose  que  la  formule  (  1)  ait  lieu  quand 
l*exposant  de  x  est  égal  à  2  (m  —  1)  et  je  vais  démon- 
t^rer  qu'elle  a  encore  lieu  quand  l'exposant  est  égal  à 
^  m.  Dans  ce  but,  je  pose 

i^elalion  où  l'on  n'écrit  pas  les  termes  de  degré  impair, 


(  =»;•-'-  ) 

parce  que  la  valeur  de  a:^"*  ne  varie  pas  quand  on  eban 
a:  en  —  x,  et  je  dérive  deux  fois  les  deux  membres 
cette  égalité.  Il  vient 

=  —  [2mAj,„  sin*"«a7-4-(2//i  4-2)Aj,n4-j  sin"»-»-*^? 

•+-(2 m  -4-4)A,,„H_4  sin*"*-'-*^?  -+-...] 
-+-(i  —  s\n^x)[im(im  —  i)Aj,„  sin'"*-*a7 

Si  l'on  pose  dans  cette  identité 

^tm-î=3  Aj;;j_,  sin*'«-'a?H-  Aj,„  sin"«a?-H. . ., 

on  trouve  les  égalités 

7.m{^m  —  i)Aj,rt=  im{im  —  t)Aj;„_j, 

—  'imX^„i-\-{7.m-^  2)(2/?n-  i)Ai,»-H2  —  2/?i(2/n  —  i)Aj. 
=  2  /w  (  2  m  —  I  )  A'j ,;,, 

— (2/nH-  2)  A2,rtH_j-f-(2Ayn-  4)(2//n-  3)  Aj;„H_v 

— (^m  4-  2)(awn-  i)  Aj,rt+j 

=  2/w(2Ayi  — l)A',^,+j, 
••- • • ï 

qui  donnent 

Aj/n  =    A];;|4.2) 
(imy    A,  ;;,-+- (2  ATI  -h    2)(2/W-f-l)  A,,„-|., 

=  im{ini  —  i)A2„x, 

—  {im  H-  2)2  A2;;h-j-h(2/?i  -h  4)(2m  4-  3)  Aj„i+* 
=  2m(2/n  — i)A'j,„+,, 

— (2/n-i-  4)2  A2//n-4  +  (2m  -h6)(2m-i-  5)  Aj/,4^6 

=  2/w(2//î  — l)  A'2,,,^.4, 

—  (2771  4-2  v)*A,,„4.2v 
(3)  }  -H(277H-2V  4-  2)(2  7714-2V-Hl)  A2/»+2V-4-S 

=  2771(2771— l)A',;„+,V, 


1. 


\ni 


Mais,  comme  nous  supposons  que  la  formule  (i) 
lieu  quand  Texposant  de  x  est  égala  2(771  —  i).,  nou^^ 


Siv-t-ll 
.,  ïm  f-tv 


{im  — i)  7.m('àm  -H  i). .  .(2//1  -h  '2v) 

el  nous  pouvons  donc  calculer  A2mt  A2mf2i  ^2m^Aj  •  •  • 
au  moyen  des  formules  antérieures. 

Les  valeurs  qu^ou  obtient  de  cette  manière  pour  les 
coefficients  A,,,,  A^m^i^  A.2m+\t  •  •  •  coïncident  avec  les 
valeurs  des  coefficients  de  la  formule  (1).  Pour  nous 
rendre  compte  de  cette  circonstance  dans  toute  sa  gé- 
nëralité)  supposons  qu^elle  ait  lieu  pour  le  coefficient 
A2/if+2v>  c'est-à-dire  que  Ton  ait 


S  (VI 
S/rf  4-îv 


^î/n-hîv  — 


('2/71 -+-i)(2m  4-2)  .  .    (2m-i-2v) 

La  formule  (3)  donne  alors 


•*t/n+îv-rt 


( 2  m  -I-  I)  .  .  . (  2  //l  -i-  2  V  4-  2  ) 


fs!;!:i',v-f-(i/7n-2v)«  si^+iv]. 


Mais  si   Ton  a  égard  à  la    signilication  des  symboles 
•^wtv  ^'t  Sï;i+,v+i,  on  voit  que 

lm-f-2v  -f-  (  2  /?H-  2  V  )*  0|/n+tv  =  aim-»»2y-Hl  • 

I^onc  on  a 

«(V-l-ll 

4  ^î/n-Hv-H 

et  Ton  voit  que  la  valeur  de  Aj/w^av+a  coïncide  encore 
avec  la  valeur  du  coefficient  de  sin*"''*"'*^-x  dans  la  for- 
mule (i). 

Au  moyen  de  l'analyse  qui  précède,  on  voit  que  la 
formule  (i)  a  lieu  pour  Texposant  a  m  si  elle  a  lieu  pour 
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Texposanl  a(m — i),  cl,  par  consëqueiit,  si  elle  a  Heu 
pour  la  fonction  x^.  Mais  cette  formule,  en  y  posant 
m  =  I  et  en  remarquant  que 

donne  la  formule  connue 

ô    À  3.5   i 

La  formule  (i)  est  donc  démontrée.  De  la  même  ma- 
nière, on  vérifie  la  formule  (2). 

On  lire  de  Tégalilé  (i),  en  la  dérivant  par  rapport 

à    Xy 


X 


S/;i-l 


COSâ7 


=  siii»"»-» 


[ 


Xl-i- 


•2/n  -i-  I 


(  51  //I  -f-  I  ) .  .  .  (  '1  //I  4-  3  ) 


sîn^jr 


..]. 


De  Tégalité  ('2),  on  tire  aussi 


cosa» 


=  «mï"* 


sin"":r  1  i  -f- 


[' 


•1  m  H-  1 


(im  -4-  'jl).  .  .{'àm  -+-  \) 


sin^o: 


...] 


[L'IOb,  L'IOc] 

SUR  LES  CORDES  NORMALES  DE  LA  PARABOLE; 

Par  m.  m.  d'OCAGNE. 


1.  Soit  M1M2  une  corde  d^une  parabole  que  nous 
supposons  normale  en  IM|  «à  celte  courbe.  Proposons- 
nous  d*abordde  voir  comment  les  coordonnées  X2  et  j'2 
du  point  Ma  sont  liées  aux  coordonnées  T|  et  y,  du 
point  M|. 


(  ^1^  ) 

La  parabole  étant  supposée  rapportée  à  son  axe  et  à 
sa  tangente  au  sommet,  on  a 


(t) 


Le  point  (X2,  y^)  étant  sur  la  normale  en  (j^u^'i), 
on  a,  en  outre, 


(3) 


/'(/l— 7l)-^J^l(^2— ^l)  =  0- 


Éliminant  X\  etX2  entre  ces  trois  équations,  on  a 


ou,  en  supprimant  la  solution  j  3  —  y^  =  o  qui  donne 
le  point  M I, 


d'où 


(4) 


yr 


__  y\  -+-  2/?» 


71 


ou,  eu  égard  à  (1), 


(D 


yi  =  — 


(  ^76) 
Celte  dernière  équation  peut  s'écrire 

ou,  en  vertu  de  (2), 

d'où,  en  remplaçant^o  par  sa  valeur  tirée  de  (4'), 
(5)  ^.  =  2£(fi±Zl' , 

yv 

ou,  eu  égard  ii  (i)î 


(5')  3^2  = 


37, 


2.  Calculons  maintenant  Tangle  0  que  font  les  tau^^-^^' 
gentes  en  M^  et  en  M2  à  la  parabole.  Ces  tangentes  far    ^^^' 


sant  avec  Taxe  de  la  courbe  des  angles  dont  les  taii^  ^"' 
gentes  sont  respectivement  -^  et  -^  >  on  a 


tangO  = 


yt y±  ^  piyt—yi) 

,_^    p\       y\y%-^p^ 


yiyi 

Or,  la  formule  (4')  donne 

OU,  eu  égard  à  (i), 
et 

yiyi-^p'^  =—'>^p{oci'^P)-+-P'  =  —p(2cri-^p). 


**M  lan};0  =  — • 

^'1 


Remarquons  qu'en  vertu  do  (i)  celle  formule  peut 


s  écrire 


(«')  ian^'0=  '—y 


ce  qui  montre  que  l'angle  des  tangentes  en  M|  et  M2  à 
la  parabole  est  égal  à  l'inclinaison  sur  l'axe  de  la 
droite  qui  joint  le  point  M  %  au  sommet. 

3.   Cheix'hons  la  longueur  /  de  la  corde  M|  M2.  Nous 
£ivf>ns 

OU,  en  vertu  des  formules  (4)  «l  (5'), 


'Vh-'^^J"4--^^FT 


=1/' 


_  /  //>M2J'i-^/>)«       :i(7i--^-/>'> 


s  il 


•^î 


ou,  en  tenant  coniple  de  (i)^ 


on  encore 

Si  Ton  rapproche  celle  formule  de  rexpression  connue 
<Iu  rajon  de  courbure  R  en  M|, 


(    27») 

on  arrive  à  celle  curieuse  relaliou 

(8)  Ç  =  ^. 

Le  rapport  du  rayon  de  courbure  en  M|  à  la  corm^^^ 
normale  correspondant  à  ce  point  est  égal  au  rappc^^^^'^ 
de  l'abscisse  du  point  M|  au  paramètre. 

4.  A  tîlre  d'applicalioiis  des  formules  précédente*  -^»'S, 
nous  allons  traîler  divers  problèmes  de  minimum  rels-  ^^' 
lifs  aux  cordes  normales  de  la  parabole.  D* abord  celui-c  t^i— *i*  • 


Troui^er  la  corde  nomiale  de  longueur  minimunm^ 

Si  la  normale  en  M^  à  la  parabole  coupe  en  D  la  pe-^-3^<î*'- 

pendiculaire  élevée  à  M|  M2  par  le  centre  de  courbure  C^^   t.? 

c'est-à-dire  la  normale  à  la  développée,  on  a,  d'âpre  ^'^^'cs 

une  formule  connue,  en  appelant  e  l'angle  de  contirr-^r  n- 

gence  en  M|, 

dl  =  GD.e. 

Pour  la  corde  minimum,  on  doil  donc  avoir 

GD  =  o. 

Or,  la  normale  en  Mj  ne  pouvant  coïncider  avec  M-  '* 

normale  M|  M2  en  M|,  CD  ne  peut  être  nul  que  si  IB-  *^ 

point  C  coïncide  avec  le  point  M2  (*),  c'est-à-dire  ^  ^^ 
R  = /.  La  formule  (8)  donne,  dès  lors, 

Xi  =p. 

Le  point  M|  correspondant  a  pour  abscisse  le  par 

(*)  Cette  propriété  est,  on  le  voit,  absolument  générale.  Elle  peu 
s'énoncer  ainsi  :  Si  la  normale  en  M,  à  une,  courbe  quelconque  ren 
contre,  en  outre,  cette  courbe  au  point  M^,  le  segment  M^M,  es 
minimum  si  le  point  M^  est  un  des  points  de  rencontre  de  la  courb* 
et  de  sa  développée. 


(  ^79  ) 

I 

mètre,  Aulrenienl  dit  :  Le  point  Mi  se  troiwe  sur  la 
perpendiculaire  à  l'axe  menée  par  le  centre  de  cour- 
bure répondant  au  sommet. 

5.  Résolvons  maintenant  cet  autre  problème  : 

Troui^er  la  corde  normale  qui  détache  sur  la  jyara» 
hole  l'arc  de  longueur  minimum  ? 

En  appelant  d(T  la  diiïërentielle  de  cet  arc,  ds^  et  ds^ 
les  difTérenti elles  des  arcs  comptés  d'une  origine  quel- 
conque aux  points  M|  et  M2,  on  a 

do  =  dsi  —  dsf 

=  (M,G  — M,D)6. 

Donc,  pour  Tare  inininium,  ou  doit  avoir 

MiC  =  M,D, 

ou,  puisque  l'angle  CM^D  est  égal  h  Tangle  M|  TM^» 
ou  0,  comme  ayant  ses  côtés  perpendiculaires, 

R-  '-^ 

cos6 


c'est-à-dire 

H 


=  cosO. 


Tirant  la  valeur  de — r- — de  la  formule  (8),  celle  de 
cosfl  de  la  formule  (6),  on  a 

p  —  ^i  __        yx 


^1  /4y>M-jî 

ou,  en  tenant  compte  de  (1), 

r\  '}.p  -h  Xy 


(   ^.So  ) 
Toutes  réductions  laites,  cette  équation  devient 

3j"i  —  np  —  o. 


d'où 


'2 


Le  point  M,  correspondant  a  pour  abscisse  les  \  du 
paramètre, 

La  formule  (i)  donne 

puis  la  formule  (6) 

langS  =  /3. 

Dans  ce  cas,  l'angle  0  est  égal  à  6o".  On  peut  doue 
dire,  puisque  l'angle  M i  MjT,  sous  lequel  la  corde  Mi  Mj 
coupe  la  parabole  en  M2,  est  le  complément  de  0,  que  la 
corde  normale  détachant  sur  la  parabole  l'arc  de  lon- 
gueur minimum  rencontre  la  courbe  sous  un  angle 
de  3o". 

Eu  vertu  de  la  remarque  qui  termine  le  n°  2,  on  voit 
aussi  que,  dans  ce  cas,  la  droite  joignant  le  point  M| 
au  sotnmet  est  inclinée  à  60"  sur  l 'axe, 

6.  Occupons-nous  enfin  de  ce  problème  : 

Tromper  la  corde  nonnale  qui  détermine,  avec  la 
parabolcy  le  segment  d\iire  minimum. 

Si  S  est  cette  aire,  ou  a,  en  appelant  M',  M^  la  corde 
normale  infiniment  voisine,  qui  passe  (aux  infiniment 
petits  d'ordre  supérieur  près)  par  le  centre  de  cour- 
bure C, 

r/v  -.  airoM,  .M,C  —  aiiv  M',  Ml  C 


-- J(cm;-(:m;)s. 


(  »8'  ) 
Donc,  pour  le  seginml  d'aire  iiiiiiiiiiuin, 

CM,  =  GMj, 

(Ml 

Dès  lors,  la  rorniule  (8)  donne 

./ ,  —  —  » 
'À 

ce  qui  montre  (jue  le  poinf  JNIi  est  sur  la  perpendicu- 
laire liée  née  à  Vaxe  par  le  foyer. 

^tous  retrouvons  ainsi  un  tliéorènie  que  nous  avons, 
dans  une  préeédente  iVole  ('),  obtenu  par  une  tout 
autre  voie. 


CORRESPONDANCE. 


M.  M. y  (Pari^),  —  «  Dans  un  article,  c(ui  vient  de 
paraître  paj^e  ai  5,  M.  d'Ocagne  trouve,  pour  un  point 
M  d'une  conique,  un  cercle  osculateur  qui  coupe  celttî 
courbe  au  même  point  V  que  la  normale  en  M;  il 
démontre  alor^,  après  Ossian  Bonnet,  que  MV  fait  avec 
les  axes  de  la  coniijue  des  angles  de  4'^"' 

On  arrive  à  ce  résultat  en  quelques  mots  et  sans 
calculs  de  la  manière  suivante  : 

La  corde  MV  et  la  tangente  en  M  à  la  conique  sont 
é;;;alement  inclinées  sur  les  axes  de  ('ctte  courln»,  et, 
comme  ces  droites  sont  rectangulaires,  elles  font  avec 
CCS  axes  des  angles  de  45**. 

On  peut  ajouter  que,  réciproquement  :  lorsque  la 
normale  d'une  conique  fait  des  angles  de  .^5"  avec  les 


(')  -'V.  ^.,3'  série,  l.  \N,  p.  ai'». 

Afin,  de  Mathemat.,   i*  série,  t.  XV.  (Juin  i8t|0.)  19 
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axes  lie  cette  courbe,  le  centre  de  courbure  correspon- 
dant à  son  pied  est  le  milieu  de  la  corde  interceptée 
par  la  conique  sur  cette  normale,  » 
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SOLUTIONS  DE  OUESTIONS  PROPOSÉES. 


QuesUon  662. 

(1863.  p.  S36.  ) 

:iS  étant  l'aire  d'un  quadrilatère  sphêrique  inscrit;  a, 
b^  c,  d  les  côtés;  a/?  le  périmètre;  on  a 


.     S 
sin  - 


S 
cos  - 


'.    p  —  a    .    p  —  b    .    p  —  c   .    p  —  d 

sin  ~ sin sm sin  =-- 


•}. 


'X 


•?. 


'). 


a         b         c         d 
cos  —  cos  -  cos     cos  — 

l  7.  '2  'A 


V 


'        p         p  —  a  —  b        p—a — c         p — a — d 

/cos  — cos  ^^ -cos' cos  ^- 

/  '2  '1  *>.  a 


a         b        c         d 
cos  —  cos  —  cos  -  cos  — 

'2  ">.  •>.  'À 


(Orunkrt). 


SOLUTION 

Par  M.  II.  BiiocAKU. 


Il  existe,  comme  on  sait,  des  relations  remarquables  entre 
les  côtés  a,  b,  c,  €l  et  les  diagonales  m.  n  d'un  quadrilatère 
plan  inscriptible.  On  a  ainsi 


et 


mn  =  ar  -h  bd 

m  __  ad  -H  bc 
n        ab  -V-  cd 


La  première  a  été  découverte  par  l^lolémée;  la  seconde  a 
été  sij^nalée  en  i83i  par  Ernest-Guillaume  Grèbe  dans  son 
Ouvra  {»e  :  De  quadrilatero  circula  ri  observât  iones  quœdani. 

On  a  étendu  ces  formules  aux  quadrilatères  sphériques  in- 
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scriptiblcs,  et  pour  y  parvenir,  on  a  profilé  des;  propriétés  dos 
projections  stéréograpliiqucs.  C'est  ainsi  que  M.  Colleté  a  ob- 
tenu les  formules 

,    m   .    n  .    a    .    c         .    b    .    d 

sm  —  sin  —  =  sin  —  sin  — h  sin  —  sin  —  » 

•2  '2  2  'X  2  2 

m         .    a    .    d        ,    b   .    c 
sin—        sin  — sin h  sin  — sin - 

'2  2  2  2  2 


.     n  .    a    .    b         .    c   .    d 

sin—        sin— sin — h  sin -sin  — 

2  2  2  2  2 

qu'il  a  énoncées  et  démontrées  dans  les  Nouvelles  Annales, 

iH49»  P-  44o. 
La  première  de  ces  formules  trigonométriqucs  nous  servira 

dans  ce  qui  va  suivre. 

Considérons  sur  la  sphère  un  quadrilatère  inscrit  ÂHCD 
dont  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  sont  respectivement  représen- 
tés par  a,  b,  c,  d  et  les  diagonales  AC,  BD  par  ni,  n.  Faisons 
la  projection  stéréographiquc  de  ce  quadrilatère  en  prenant 
pour  point  de  vue  l'extrémité  I  du  diamètre  Aal  du  sommet 
A.  Nous  aurons  ainsi  un  quadrilatère  mixtiligne  abcd  dont  les 
côtés  ab,  ad  sont  des  droites  et  les  côtés  bc,  cd  des  arcs  de 
cercle  convexes.  Les  points  A,  B,  C,  D  étant  sur  une  circon- 
férence, il  en  sera  de  même  des  quatre  points  a,  b^  c,  d.  Il  est 
essentiel  aussi  de  rappeler  que  les  angles  sont  conservés.  Con- 
sidérons à  part  ce  quadrilatère  inscriptible  abcd.  Prolongeons 
les  arcs  de  cercle  c6,  cé/ jusqu'à  leur  rencontre  en  g  (\\i\  se  fait 
d'ailleurs  sur  la  diagonale  ac  et  joignons  bd^  bg,  dg^  cb  et  cd. 
Menons  aux  arcs  bc,  cd  des  tangentes  à  leurs  extrémités.  On 
déterminera  ainsi  deux  points  e,  f.  Posons 

A-+-BH-C-4-D--  4''='2S. 

Nous  aurons,  dans  l'hexagone  abecfd^ 

A-+-  B-t-e-t-  C  -*-/-hD  =  •;>y((>  — -2)  =  H'': 
par  suite 

Remarquons  maintenant  que  dans  les  Inaii^los  isoscèles  cbc 
<*l  dfc,  on  a 

2''—  e  =  'lebc  =  'xbgc       o\        >''  —  /=  y.dcf  —  xdgc. 
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Par  conséquent,  4^^  —  (<?  +/)  =  '^'f^ffd\  il  en  résulte  S  =  hgd, 
La  question  est  ainsi  ramenée  a  calculer  sin et  cos ■• 

*  2  2 

Or,  dans  le  triangle  rectiligne  bf^d,  on  a 

— t      -— î       — 1  /\ 

bd  =  bg  -\- dg  — '}.bg,dg  cosbgd. 


y^  ,      S 

Remplaçant  cos  bgd  =  cos  S  par  i  —  2  sin*  — >  on  en  tire 


.S  hd     ^(b/rr—dg)^  (hd-^dg-bgMbd-^hg—dir) 

2  ^bg.dg  ^bg,dg 

Pour  calculer  bd^  bg  et  dg,  et  avoir  leurs  expressions  en 
fonction  de  a,  ^,  c,  €/,  /?i  et  /i,  rappelons  que,  par  suite  de  la 
relation  géométrique  des  deux  figures,  on  a 


bd  = 


.    n 
sin  — 

'X 

b 

cos- 

c 
cos- 

d-                   ^  - 

a         d  ' 
cos  —  cos  — 
2         2 

Og  —    ■                               y 

a    .    m 
cos-  sin  — 
2         x 

"^^  -        d  .    m 

cos  — sin  -^ 

2         ^ 

On  multipliera  haut  et  bas  les  valeurs  de  ces  trois  ligti^*» 

•       ^^  (*■  ^  '11*1*'  'VttP. 

respectivement  par  sin  —  >  cos—  et  cos—  pour  établir  lega  »^'' 

J*  ja  Je 

la 

des  dénominateurs,   et  l'on   substituera  dans  l'expressioi»      ** 

S       .         . 
sin'  —  qui  deviendra  ainsi 
2 

1/  .    m   .    n              a        c  b        d\\         . 

(sin  —  sin h  cos  —  cos cos  -  cos  —Il         < 
\        2         2               2         •>.  2         2  /  ( 

(.     m    .    n              b        d  a         c\l        ^ 

sm  —  sin \-  cos  -  cos cos  —  cos  -  )\       ^ 
0.         ').               2         2  2  2/1    _^ 


sm2  — 


2  ,        a        b        c         d 

4  cos  —  cos  —  cos  -  cos 
•2         222 


Mais   le   quadrilatère   étant   inscriptible,   on    peut  élim*'     -*' 

sin  —  sin—  en  profitant  de  la  relation  énoncée  au  commeir   -^ 
2         2         * 


(28,    ) 
ment  de  cet  article.  Le  premier  facteur  deviendra  ainsi 

.    a   .    c         .    h    .    d  a        c  b        d 

sin  —  sin  — h  sin  -  sm  — h  cos  —  cos cos  —  cos  — 

11  11  11  11 

a  —  c  b  -\-  d 

=  cos cos 

1  1 

.    a  —  c -\- b -\- d  .    b -h  d — a-hc 
=  2Sin ; sin r 

4  4 

.    p  —  c   .     p  —  a 

=  2sin sin-î , 

1  1 

en  posant  a-hb-hc-hd=  ip. 
On  aura  de  même,  pour  l'autre  facteur,  2sîn-^ sin 

•2  2 


On  en  conclut 


.    p  —  a    .    p  —  b    .    p  —  c    .    p  —  d 
sin sin sm sin  ' 


.   .  S  1      '  1  1  '>. 

sin«  -  = 7 

1  a        b         c         a 

cos  —  cos  —  cos  -  cos  — 

2  111 

G.    Q.    F.    D. 

Pour  établir  la  seconde  formule  énoncée,  il  suffit  d'écrire 

,S  .      S        {bfir^dgY-'bd 

cos'— =  1  —  sm' —  = 


>.  1  ibg,  dg 

{bg-\-dg  -\-  bd){bg  -\-  dg  —  bd) 

— —  ,         ,  _  • 

Mais  d'après  les  développements  ci-dessus,  on  trouve,  à  un 
facteur  près, 

,  ,         ,  ,  a  —  c  b  —  d 

bg  -H  dg  -^  bd  =  cos h  cos 

1  1 

a -h  b  —  c  —  d        a-\-d  —  c  —  b 

r=  2  cos cos  

1  1 

p  —  c  —  d        p  —  c  —  b 
=  1  cos cos > 

2  2 

,  ,         ,,  a  —  c  b  -h  d 

bg  -+-  dg  —  bd—  cos h  cos 

2  2 

a  -^b  -\-  c  -^  d        a  ■^-  c  —  b  ^'  d 
=  2  cos cos • 

2  2 

p         p  —  b  —  d 

=  2  cos—  cos • 

2  2 


(  a«8  ) 


On  a  donr  en  définitive 


ros-  — 
•À 


p        p  —  />  —  fi        p  —  c  —  d        p 

cos  —  COS <*OS  ■ cos  =— 

a  1  '?. 


-c-b 


a         b        c        d 
cos  -  cos  -  cos  -  cos  — 

•2  'X  1  '>. 


tonnulc  qui  ne  (liiïcre  pas  de  la  jjroposéc,  car,  en  veiiu  de  la 
relation  -ip  —  ^/.  -f- ^  -h  c  -f-  r/,  on  peut,  sous  le  signe  cosinus, 
remplacer  les  angles  p  —  c  —  d^  p  —  c  —  ù,  p  —  b  —  d  respoc- 
livcnient  par  —  (p  —  a  —  b).  —  (p  —  «  —  </),  —  (p  —  a  —  r). 

«:.  Q.  F.  D. 


Question  1032. 

(1871,  p.  .135. 1 

Trouver  trois  nombres  en  progression  géométrique  tels 
que  chacun  d'eu,r,  augmenté  d*une  unité,  donne  un  carre. 

(A.  Martin.) 

SOLUTION 
Par  .M.  II.  Bhocaiit». 


Les  équation*»  du  problème  sont 


(  i> 
(•2) 

(V) 


X      =  a^ 


.ry  =--  b-  — 


I, 
I. 


.rv«  —  c-  —  I 


On  en  déduit 


r»  — 1 


</*-     I 


.-  =  v^ 


c'est-à-dire  que  — -- —  doit  être  un  carré. 

Les  valeurs  de  r,  a  et  ^r,  qui  NÔrifient  celte  équation,  sont 
faciles  à  trouver.  Il  suflll  d'écrire  la  suite  des  nombres  (r'  — i). 
3,  8,  i5,  24,  35,  ...,  et,  au-de«isous  de  rhacun  d'eux,  les  quo- 
tients de  leur  division  par  les  précédents.  Les  carrés  qui  se 
trouvent  parmi  ces  quotients  ont  pour  valeurs  iG,  36,  ....  d'où 

l'on  déduit  j  =  4,  (i, Les  diviseurs  correspondants  ayant 

pour  valeurs  «---i,  expriment  les  valeurs  de  J".  Nous  avons 
donc  un  «ivstcme  de  solutions  des  équations  (i  )  et  (  '>.)  :  j*  —  3, 


(  ^»9  ) 

j^  =  4;  5?  =  8,  ^  =  6.  Or.  de  l'équation  (2)  on  tire 

Ainsi  la  différence  entre  x  et  y  doit  être  égale  au  moins  à  2. 

On  en  conclut  que  le  premier  groupe  de  valeurs  ne  saurait 

convenir.  Le  second  vérifie  l'équation  (3)  comme  on  peut  s'en 

assurer,  et  l'on  a 

X      =      S  =    32—1, 

xy  =    48  =    7*— I, 

xy^  =  288  =  17*  —  I . 

Notons  en  passant  que  le  produit  de  ces  trois  nombres  est 
un  cube  :  x^jr^=  ^H^. 

On  peut  remarquer  que  xy  et  xy^  sont  de  même  parité 
que  X.  Si  donc,  par  exemple,  x  est  pair,  on  en  déduira 

X  =  'ip  =  a^  —  1 , 
d'où 

a  =  2  n  -h  I , 
et  par  suite 

x  =  ^n(n-{-i)=Sm. 

Les  valeurs  paires  de  x  sont  donc  toutes  renfermées  parmi 

les  multiples  de  8.  La  question  revient  donc  à    résoudre   les 

trois  équations 

Sm  =  a^  —  I , 

8  my  =  6*  —  i , 

8  my^  =  €^  —  I , 

ou  à  chercher  les  multiples  de  8  qui  répondent  au  type  géné- 
ral  Sm  =  a^ — I,   car   cela   a   lieu    pour   les   deux    premières 
équations,  et  la  troisième  peut  s'écrire  Suy  =  c^ — 1. 
Ces  multiples  ont  pour  valeurs 

8,        16,       24,       32,       40)       4^>       56,       64, 
3«  — ï,  52  —  1,  7^  — ï, 

.  72,       80,       88,       96,     104,     112,     120,     128, 

i36,     i44>     ï  >2,     160,     168,     176,     ...,     ..., 

i3«  — I. 

Gomme  on  l'a  vu  plus   haut,  on  a   pour   tous  les  nombres 


(  «90  ) 

inipairs,  (2/1  -^  i)*—  i  =  M8,  et  pour  /i  =  o,  i,  2,  3,  . . .,  on  a, 
pour  les  valeurs  de  m,  les  nombres 

(B)    o,     I,     3,     6,     10,     i5,     gti,     28,     36,     4^>     ^^f     ••** 

Ainsi  les  seuls  multiples  de  8  à  considérer  et  qui  soient  les 
valeurs  de  x  sont  les  suivants  : 


(G) 


8,     24,     48,     80,     120,     168, 


Il  en  résulte  que  y  et  y^  doivent  se  trouver  parmi  les 
nombres  (B).  Mais  les  \aleurs  de  Hmy  se  trouvent  nécessaire- 
ment dans  la  série  (A).  II  faut  donc  chercher  ceux  de  ces 
nombres  dont  les  carrés  se  trouvent  dans  la  même  série.  Cela 
a  lieu,  par  exemple,  pour  le  nombre  (î  dont  le  carré  est  31). 
Ainsi  .r  =  8,  ^'  =  6  satisfont  à  ces  équations. 

Lorsque  x  est  impair,  xy  et  xy^  sont  impairs;  cr,  6,  c  sont 
donc  pairs.  Soit  donc  a  =  -in;  on  aura  j?  =  4/i* — i.  x  se 
trouve  donc  dans  la  série  des  nombres 

(D)     3,     i5,     3'"î,     G3,     99,     143,     195,    255,     3a3,     ..., 

parmi  lesquels  doivent  figurer  éj^alement  xy  et  xy^,  mais  ces 
nombres  sont  tous  le  produit  <le  deux  nombres  impairs  consé- 
cutifs  qui  ne  peuvent  avoir  de  diviseur  commun.  Par  consé- 
quent, il  n'existe  pas  de  solution  dans  Thypothèse  de  a:  impair. 


Question  1641. 

(189S.    pp.  .11*  et  k6'^ 

Si  un  cercfe  a  pour  centre  un  point  d*une  hyperbole 
équilatère  et  passe  par  le  symétrique  de  ce  point  par  rap- 
port au  centre  de  r hyperbole ^  il  coupe  cette  courbe  en 
trois  autres  points  qui  sont  les  sommets  d*un  trianf^le 
équilatêraL  Lbm.vire. 


SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE   ET   TRANSFOnMATION 
Par  M.  Mannheim. 

Le  numéro  de  mars  1896  renferme  une  bonne  vérificalion 
analytique  de  ce  joli  théorème,  mais  elle  ne  permet  pas  de  voir 
pourquoi  il  est  particulier  à  l'hyperbole  équilatère.  Nous  ajou- 


(  291   ) 

tons  alors  une  solution  géométrique  ayant  l'avantage  de  mon- 
trer que  ce  théorème  existe  pour  cette  courbe  parce  qu'elle 
jouit  de  cette  propriété  :  ses  diamètres  conjugués  sont  égale- 
ment inclinés  sur  ses  asymptotes.  Cette  solution  n'emploie,  en 
effet,  que  cette  seule  propriété. 

Soient  m  le  point  de  l'hyperbole  pris  pour  centre  de  la  cir- 
conférence, /  le  point  diamétralement  à  m  par  lequel   passe 


cette  courbe,  p,  y,  r  les  points  de  rencontre  de  cette  circon- 
férence avec  l'hyperbole.  Les  droites  ql,  qm  étant  deux  cordes 
supplémentaires,  sont  également  inclinées  sur  les  asymptotes; 
les  angles  en  c  et  €/  sont  alors  égaux. 

De  même,  les  angles  en  e  et /sont  égaux.  L'angle  def  t^t  le 
supplément  de  la  somme  des  angles  en  /et  d,  et  l'angle  cme 
est  le  supplément  de  la  somme  des  angles  en  c  et  e.  Gomme, 
d'après  ce  qui  précède,  la  somme  des  angles  en  /  et  d  est  égale 
à  la  somme  des  angles  en  c  et  e,  il  en  résulte  que  l'angle  qlp 
est  égal  à  l'angle  qmp.  Si  l'on  prend  sur  la  circonférence  les 
arcs  qui  mesurent  ces  angles  égaux,  on  voit  que  l'angle  qmp 
est  le  tiers  de  quatre  droits.  De  même  pour  l'angle  pmr\ 
donc,  etc. 

La  proposition  en  question,  transformée  par  polaires  réci- 
proques, par  rapport  à  la  circonférence  qui  conduit  à  son 
énoncé,  conduit  au  théorème  suivant  : 

On  donne  une  parabole  dont  le  foyer  est  /.  D*un  point  c 
de  la  directrice  de  cette  courbe,  pris  comme  centre,  on  dé- 
crit un  cercle  qui  a  pour  rayon  la  distance  de  c  au  point  e 


(  ^9^  ) 

milieu  de  cf.  En  plus  de  la  tarifée nte  en  e  à  la  circonfé- 
rence, il  y  a  trois  lanf^entes  communes  à  ce  cercle  et  à  la 
parabole  :  ces  droites  forment  un  triangle  èquilatéral. 

La  fléinonstralion  j;cc> nu* trique  de  c<*llc  propriété  peut  pa- 
raître plus  difficile  à  établir  que  ceJJc  du  théorème  proposé. 
Klle  est  pourtant  tout  aussi  simple,  puisqu'elle  n'est  autre 
que  la  transformée  de  la  démonstration  précédenle.  Pour 
obtenir  cette  transformation  de  démonstration,  on  doit  avoir 
soin  de  transformer  préalablement  le  théorème  sur  lequel  elle 
est  basée.  Voici  la  propriété  qui  résulte  <lc  cette  transforma- 
tion : 

La  droite,  qui  joint  un  point  c  de  la  directrice  d'une 
parabole  à  un  point  arbitraire  m  de  cette  courbe,  et  la 
droite  qui  joint  le  point  c  au  point  de  rencontre  de  la  po- 
laire de  ce  point  et  de  la  tangente  en  m,  sont  également 
inclinées  sur  les  tangentes  à  la  parabole  qui  sont  issues 
de  c. 

La  démonstration  directe  de  cette  pro|)riélé  est  des  plu* 
simples. 

Question  1674. 

(  189V,   p.  i\  » 

On  considère  tous  les  cercles  tangents  en  un  même  point 
à  une  conique  donnée.  Lieu  du  pôle  de  la  seconde  corde 
d'intersection  du  cercle  et  de  la  conique  par  rapport  à  la 
conique.  (Anuri^  Gaz.vmian.) 

'soLiiTiON  géomi^:triquk 
Par  M.  Maxnhkim. 

Quel  que  soit  le  cercle,  on  sait  que  cette  seconde  corde  a 
toujours  même  direction.  Donc  son  pôle  est  sur  le  diamètre 
conjugué  à  cette  direction. 

SOLUTION 
Par  M.  K.-N.  Bahisikn. 


F*renons   pour   axe   <les  x  la  tangente,  et  pour  axe  des  ^  la 
normale    au    point  donné  de  la  «conique  donnée.  L'équation  de 


(  293) 

la  conique  peut  donc  s'écrire 

(i)  Xx^-hiBjpy-^Cy^-hiEy  =  o. 

L'équation  d'un  cercle  tangent  à  la  conique  à  l'origine  est 
(  2  )  x^-hy^  —  9.  ky  =  o. 

Multiplions  l'équation  {i)  par  A,  et  retranchons-la  de  (i), 
on  trouve 

j^[2Bar -h  (G  —  A)7  +  a(E  +  A  A-)]  =  o. 

Cette  dernière  équation  représente  donc  deux  droites  pas- 
sant par  le  point  d'intersection  de  laconique  (i)  et  du  cercle  (2). 
L'une  des  droites  est  Taxe  des  x. 

La  seconde  corde  d'intersection  a  donc  pour  équation 

(3)  2BiF  +  (G  — A)jK-f-2(E-h  AÂ-)  =  o. 

La  polaire  d'un  point  (a,  P)  par  rapport  à  la  conique  (1)  a 
pour  équation 

(4)  (Aa-+-Bp)ar  +  (Ba-+-Gp-+-E)jK-+-K?=-o. 
Identifiant  (3)  et  (4),  on  obtient 

Aa-f-Bp  _  Ba-f-G^-^E  _  Eg 

2B        ""         G  — A         ~2(E-hAA)' 

On  aura  le  lieu  du  point  (a,  P)  en  éliminant  X:  entre  ces  deux 
dernières  équations. 

Or,  les  deux  premiers  rapports  étant  indépendants  de  A*, 
l'élimination  se  trouve  toute  faite.  Le  lieu  est  donc  la  droite 
ayant  pour  équation 

(5)  a[A(A  — G)  +  2B*]-4-B(A-f-G)p-+-2EB  =  o. 

Si  A  -h  G  =  o,  c'est-à-dire  si  la  conique  donnée  est  une  hy- 
perbole équilatère,  l'équation  (5)  devient 

EB 
a  =. 


A2-hB2 
C'est  une  droite  parallèle  à  Taxe  des  ^. 


(  ^9l  ) 
Question  1701. 

I  1895,  p.  W.) 

Le  lieu  géonictriquc  des  points  milieux  des  cordes  d^un 
limaçon  de  Pascal  y  qui  sont  vues  du  point  double  réel  sous 
un  anf(le  droit,  est  une  circonférence,  (A.  Droz.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.-N.  Barisien. 
Considérons  IVquation  polaire  du  limaçon  de  Pascal 

r  =  a-\-  b  cos9. 

Soit  OA   un   rayon   vecteur  passant  par  le  point  double  0. 

Alors 

OA  —  a  -+-  b  cos6. 

Le  rayon  vecteur  perpendiculaire  OB  a  pour  expression 

OB  =  rt— ôsinO. 

De  sorte  que  les  coordonnées  (^lyi),,  (^jJ'ï)  Jcs  points  A 
et  B  sont 

(  a7j  =  (a -i- ^  cosO)  cos6,         j~2  =  —  (a  —  6sinO)  sin0, 
(  j^i  =  (a -h  6  cos6)  sin  0,        yi=      («  —  6sin0)cos6. 

Les  coordonnées  du  milieu  de  AB  sont,  par  suite, 

9.x  =  xi-T-  ûr2=  a(cosO  —  sin6)  +  A, 

9,  Y  T=yi-\-y^=  rt(cosO  -h  sinO), 
ou 

aX  —  b  =  a(cos6  —  sin6), 

2  Y  =  a(cos6  -i-  sin6). 

Élevons  au  carré  et  ajoutons  ces  deux  équations;  on  troo^"* 

immédiatement  que  le  lieu  du  milieu  de  AB  est  le  cei*cle  quî     ^ 

pour  é({uati(>n 

(^X  —  ^)2+  i\i=}.a^. 

Autre  sol  u  II  un  i\c  M.  A.  Daiidès. 


(  »95  ) 
Question  1702. 

I  1895,  p.  18*.  ) 

Soient  Ah  et  A'B'  (/eur  diamètres  d'une  hyperbofe  é(jui- 
la  ter  e  et  G  un  point  tj  ne  l  conque  de  cette  dernière  :  les 
deux  triangles  A  A' G  et  BB'G  sont  ort/tocentriques. 

(A.  Droz.  ) 

SOLUTION 
par  M.  E.-N.  Barisien. 

Cette  propriété  est  la  conséquence  tle  la  suivante,  bien  con- 
nue : 

L" orthocentre  de  tout  trianfi^le  inscrit  dans  une  hyper^ 
bole  équilatère  est  situé  sur  cette  courbe. 

Or,  la  hauteur  du  triangle  GAA'  issue  «le  G  se  confond  avec 
la  hauteur  du  trian;;le  GBB'  issue  de  G,  puisque  AA'  et  BB' 
sont  parallèles. 

Le  point  H,  ortliocentre  commun  aux  deux  triangles,  est 
donc  situé  au  second  point  d'intersection  de  la  hauteur  com- 
mune aux  deux  triangles  avec  rhvperbole. 

Autre  solution  de  M.  A.  Dardks. 


QUESTIONS. 


1731.  Soient  n  et  k'[.n  <leu\  nombres  entiers  positifs  et  po- 
sons, en    désignant    par  K  l  y  |  le   plus    <;rand   nombre  qui  ne 

n 

surpasse  pas  jt 


en  sorte  que 
Démontrer  «|ue  l'expression 


n 


VU  —  Hi  )(  I  --  Hj  ,M  I  —  «3  ».  .  .(  I  —  H,,  ). 


ruilvcrjx»*  ^tîiî^  une  limite  «Irlerminée  pour  //  =  oc,  limite  qu'on 
peut  exprimer  par  le  produit  infini 


n('-,;r 


et  dont  la  valeur  numérique  est 

17ÎJ2.  Ktaul  «lonné  un  trianple  ABC,  reetanj^le  en  \  ;  sur  le> 
trois  ce»tés  BC  =  a,  C\  —  A,  A  Fi  =  r,  pris  eomme  diamètres, 
on  décrit  les  eirconférenees  7:6f,  ?:/>,  irr.  Les  trois  demi-circon- 
férenees  supérieures  eomprennent  entre  elles  deux  lunules,  que 
nous  désignons  par  /  et  /';  les  trois  demi-cireonférenccs  infé- 
rieures forment  entre  elles  un  trianj^le  curviligne  et  un  seg- 
uïent  biconvexe,  que  nous  représentons  par  /  et  s. 

Prouver  que  : 

i"  La  somme  l  ~r  /'  des  deux  lunules  est  équivalente  ù  la  sur- 
face \ùc  du  trianj^li*  reclanj^le  (théorème  connu  d'Hippocrate 
de  Ghio); 

2**  lia  dilîérence  /  —  s  entre  le  trian«;le  curvilij^ne  et  le  seg- 
ment biconvexe  est  aussi  équi\alente  à  la  mén)o  surface  \bc] 

V'  Les  centres  de  gravité  des  deux  surfaces  l  -\-  l' .,  t  —  s  sont 
situés  sur  la  pcrpeiuliculaire  élevée  par  le  milieu  de  rhvpo- 
ténuse  a,  symétriquement  placés  par  rapport  à  cette  droite, 
et  à  une  distance  d'elle  égale  au  huitième  {-«  de  la  circonfé- 
rence décrite  sur  l'hypoténuse  comme  diamètre. 

(G.  DOSTOR.) 


ERRATA. 


y  série,  l,  \ll,  iH()3,  Table  spéciale  des  exercices.  Les  questions 
ÎÔGO  et  16.VJ  sont  indiquées  connue  résolues  toutes  deux  à  la  pagefiS*. 
Or  la  question  1560  figure  seule  à  celte  page,  et  la  question  1059  n'a 
été  proposée  qu'en  189'!,  page  i*. 

y  série,  l.  \V,  i8<j6,  p.  <j(î,  ligne  ()  en  rcmonlanl,  au  lieu  de  <. 
lisez  y_. 

l*age  l'ii,  Iii;ne  iG  en  rcuiontant,  au  lieu  de  f{v).  lisez  /{v). 

F*agc  i»jij,  remplacez  les  signe*,  h-  par  >:. 
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[I25b]  SUR  LES  NOMBRES  PARFAITS; 

Par   m.   g.  BOURLET, 

Professeur  au  lycée  Henri  IV. 


J'ai  fait  le  présent  Travail  sans  connaitre  les  travaux 
qui  ont  paru  sur  ce  sujet ^  je  savais,  seulement,  qu'on 
avait  démontré  ([ue  tous  les  nombres  parfaits  pairs 
étaient  compris  dans  la  formule 

9.«(2«^-l—  l). 

C'est  en  cherchant  à  retrouver  ce  résultat,  que  j'ai  été 
amené  à  faire  cette  petite  étude. 

Vérifications  faites,  j'avais  retrouvé  presque  toutes 
les  propriétés  connues  des  nombres  parfaits.  De  plus, 
j'étais  amené  à  augmenter  les  restrictions  dans  la  re- 
cherche des  nombres  parfaits  impairs.  Mes  démonstra- 
tions sont  nouvelles,  à  ce  que  je  crois  du  moins,  et, 
comme  cette  élude  a  été  faite  d'un  seul  jet,  il  y  a  une 
certaine  unité  d'exposition  qu'on  n'obtient  pas  lorsqu'on 
rapproche  les  démonstrations  connues  jusqu'à  ce  jour. 
Pour  ces  raisons,  j'ai  pensé  qu'il  pouvait  être  intéressant 
de  publier  cette  JNote. 

Comme  le  dit  Edouard  Lucas,  «  l'étude  des  nombres 
parfaits  semble  archaïque,  mais  il  ne  faut  pas  oublier 
cju'elle  a  donné  naissance  aux  travaux  de  Fermât  sur 
l'Arithmétique  supérieure  ».  Un  sujet  qui  a  passionné 
des  mathématiciens  comme  Euclide,  Fermât,  Descartes, 
f  renicle,  le  P.  Mersenne  et  bien  d'autres,  peut  mériter 
tincore  quelque  attention,  ne  serait-ce  qu'au  point  de  vue 
liistorique. 

Afin,  de  Mathemat.,  3'  série,  l.  XV.  (Juillet  1896.)  20 
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1.  Oïl  appelle  nombre  parfait  un  nombre  égal  à  la 
somme  de  ses  parties  aliquotes  (c'est-à-dire  de  ses  divi- 
seurs plus  petits  que  lui).  Un  nombre  est  dit  abondant 
(redundans)  ou  déficient  (deficiens)  suivant  qu'il  est 
plus  petit  ou  plus  grand  que  la  somme  de  ses  parties 
aliquotes. 

Dans  la  suite,  nous  désignerons  toujours  par  a-(n)  la 
somme  des  diviseurs  du  nombre  n(y  compris  lui-même). 
On  a  donc 

2/1  =  (j(n)  pour  un  nombre  par/ait, 
in  <i  (j(n)  »  abondant, 

in^  ^{n)  »  déficient. 

2.  Je  rappellerai  d'abord  quelques  propriétés  de  la 
somme  (t(/2). 

1°  Si  /2,  décomposé  en  facteurs  premiers,  est  égal  à 
fl«6PcT...,  on  a 

a(n)  = i •  •  •• 

^    '  a  —  I         b  —  I        c  —  I 

2°  p  et  q  étant  deux  nombres  premiers  entre  eux,  on  a 

<j{pq)  =  (Jip)<j(q). 

3®  «,  b,  c,  . . .  étant  les  facteurs  premiers  distiti^^* 
du  nombre  n,  on  a 

'>,-^)>('-^)('-*-)0-O"" 

La  première  inégalité  est  évidente,  car  on  a  éviJ-^^' 

ment 

(7(/i)  >  n. 

Pour  prouver  la  seconde,  écrivons 

II  I 

a b  —  To  c 

,o  a^  b^  cY 

a(n)  =  a'^b^cy 7 ; 

^    ^  a  —  I       b  —  i       c  —  I 


(  299  ) 
on  en  conclut,  sans  conteste, 

/    X  abc 

^^  a  —  i  b  —  ic  —  I 

d'où 


^>0-^)G--;)0--0 


3.  Ces  propriétés  rappelées,  nous  établirons,  d'abord, 
<f«£lques  propositions  générales  sur  les  nombres  parfaits, 
abondanU  et  déficients'. 

Théorème  I.  -^  Un  nombre  est  abondant,  parfait 
ou  déficient  suii^ant  que  la  somme  des  ins^erses  de  ses 
diviseurs  est  plus  grande  que  2,  égale  à  2,  ou  plus 
petite  que  T.. 

Soit,  en  effet,  n  un  nombre  et  soient 

I,     <fi,    d^^     ...,     d/c-2y    djc-iy     n 

les  diviseurs  rangés  gar  ordre  de  grandeur  croissante. 
On  a,  comme  on  sait, 


dx  dk~\ 

= 

n, 

d^  dk- 

-J  = 

=  n, 

on 

a  donc 

n 

I 
n 

n 

H- 

d^ 
n 

-4-... 

-f- 

dk-i 
n 

H hl, 

n 


ce  qui  s'écrit,  à  cause  des  relations  précédentes, 
a(/i)        II  I  III 

^—^  =  -  -+-  -3 ^  ~i !-•••-+■  TT  +  •3-  H 

n  n       cLk-\        ^k—\  «2        »i        I 

Or  — — -  est  plus  grand  que  2,  égal  à  2  ou  plus  petit  que  a 

suivant  que  le  nombre  n  est  abondant,  parfait,  ou  dé6- 
cient. 

ThéorIeme  II.    —    Tout   nombre  divisible   par  un 
nombre  qui  n*est  pas  déficient  est  abondant. 


(  :^o()  ) 

Supposons,  (m  eflTcl,  (juc  le  nombre  n  aJnieltc  comme 
divisoiir  un  nombre  /;,  abondant  ou  parfait.  Soient  i, 
S,,  Oo,  .  .  .,  o>i_i,  p  les  diviseurs  de  p.  On  aura,  d'après 
le  théorème  I, 

g(/?)  __  £      L  _u  _L  _i_       '  > 

/?  I  Oi  Û2  0&_i  jO 

Or  /?,  admettant />  pour  diviseur,  aduiet  tous  les  diviseurs 
de  /?.  Ija  somuie  des  inverses  des  diviseurs  de  n  est  donc 
plus  grande  que  la  somme  des  inverses  des  diviseurs 
de  /?,  puis(|u'elle  est  égale  à  cette  somuie  augmentée  de 
la  somuie  des  inverses  des  diviseurs  de  n  qui  ne  divisent 
pas  p. 

On  a  donc 

^n)        a(p) 
n  p 

et,  par  suite,  certainement 

'-i^  > ,. 

n 

CoiiOLLAiRES.  —  Un  nombre  parfait  ne  peut  p(^ 
être  divisible  par  un  nombre  parfait,  autre  que  ImjX" 
même. 

Un  nombre  parfait  ne  peut  admettre  que  des  <I  dv^' 
seurs  déficients  autres  que  lui-même. 

Théorème  III.  —  a^  b^  c^  .  ,  .  étant  les  factf^^^'^ 
premiers  distincts  d\in  nombre  n  qui  nest  pas  d  ^fi' 
cienty  on  a 


(-i)(-;)(-;) 


1 


Car,  si  le  nombre  n  est  abondant  ou  parfait,  on  a 


(3o.  ) 
Or  on  a  aussi  (2,  3") 

n 


(-^)(-^)(-0 


< 


donc 


(-^)(-0(-0 


•    <.        ^ 

'2 


AppLrcVTioi^.  —  Ce  théorème  limite  la  reclierche  des 
nombres  parfaits  ou  abondants  ayant  un  nombre  donné 
de  facteurs  premiers  distincts. 

D*abord,  si  Tun  des  facteurs  premiers  est  égal  à  2 
Tinégalité  précédente  a  toujours  lieu.  Ceci  nous  conduira 
donc,  d'abord,  »i  chercher  les  nombres  abondants  et 
parfaits  qui  sont  pairs. 

Mais,  si  aucun  facteur  premier  n'est  égal  à  a,  il  n'y 
aura  qu'un  nombre  limité  de  combinaisons  d'un  nombre 
donné  de  facteurs  premiers  satisfaisant  à  l'inégalité. 
Ainsi  : 

I**  Parmi  les  nombres  de  la  forme  a^b?  il  n'y  a  que 
les  nombres  pairs  i/ui  puissent  être  parfaits  ou  abon- 
liants,  car  l'inégalité 


(-=)(-î)<j 


n'étant  pas  vérifiée  pour  a  =  3,  i  =  5,  n'est,  a  fortiori, 
vérifiée  pour  aucun  couple  de  nombres  premiers  a,  è  im- 
pairs, puisque,  quand  on  augmente  ri  ou  h,  l'expression 

(•-;ï)('-i)^"^'"*''"'*'"' 

2®  Parmi  les  nombres  impairs  de  la  forme  a^b^c^ 
il n^y  a  que  ceux  qui  admettent  Vun  des  trois  groupes 
suivants  de  facteurs  premiers 

3,     5,      II, 
3,     :>,      i3, 

^(ti  puissent  être  parfaits  ou  abo/i fiants. 


(3oO 
En  effet,  n,  A,  c  doîveiil  vérifier  l*iiiégalhé 

Coiiifiic  on  a 

il  faut,  néccssaireineiit,   (ju^uii   des    facteurs   soit  plus 
petit  (jiie  $,  donc  égal  à  3.  Soit  a  =  3  ;  on  aura,  pour  b 

.|(-i)(-0<;- 

(-0('  -;)<r 


Or  on  a 


(■-..)>4 


L*un  des  facteurs  b  ou  c  doit   donc  être  plus  petil 
«jue  1 1,  donc  égal  à  5  ou  ^.  Soit  b  =z  5,  on  devra  avoir 


ce  qui  donne 


U'-i)<3 


iG, 


et  c  ne  peut  prendre  que  les  valeurs  y,  i  i  ou  i3. 

Si  Ton  prenait  h  =  y,  on  trouverait  qu'on  doit  avoir 
c  <[  8,  ce  qui  donnerait  f  =  5  et  l'on  retrouverait  la 
combinaison  3,  5,  ^. 

3"  Si,  en  suivant  la  même  marclic,  on  cherchait  à 
déterminer  toutes  les  combinaisons  de  4  nombres  pre- 
miers impairs  a,  i,  c,  ^/,  ...  vérifiant  Tinégalilé 

(-:)(-ï)(-;)(-3)<;' 

on  trouverait  un  nombre  limité  mais  considérable  de 
combinaisons  possibles.    Il   en    serait  de  même  si  Ton 
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prenait   un    nombre   plus   grand  de  facteurs  premiers 
distincts. 

i.  Théorème  IV.  —  Tout  nombre  de  la  forme  a^, 
a  étant  premier^  est  déficient. 

On  a,  en  effet, 


'          a  —\ 

et  1 

'on  a, 

évidemment, 

a —  I 

ou 

2  a*-*-*  —  9.  a*  >  a*-^-*  —  i , 

ou 

encore 

cta+i  ;>  ia^~  i. 

Car,  a  étant  un  nombre  premier, 

donc  • 

et,  par  suite, 

a«+«  >  ^a»  — I. 

Corollaire.  —  //  n'y  a  pas  de  nombre  parfait  n'ad- 
niellant  qu'un  facteur  premier. 

Théorème  V.  —  Tous  les  nombres  parfaits  ou  abon- 
dants de  la  forme  a^b?  sont  pairs  et,  de  plus  : 
i"  Ceux  qui  sont  parfaits  sont  de  Informe 

a""^'  —  I  étant  premier  absolu; 

2**  Ceux  qui  sont  abondants  sont  de  la  forme 

n.  étant  premier  absolu  et  nu  plus  égal  à  a""*"'  —  i . 
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La  première  partie?  de  cette  proposition  résulte  d'une 
Remarque  faite  plus  haut  (3,  App,). 

Nous  n'avons  donc  qu'à  rechercher  les  nombres  par- 
faits ou  abondants  de  la  forme 

Or 

««-<-»  —  I 

(j(2«a«)  =  (a"-»*— l)  y 

a  —  I 

et,  pour  que  le  nombre  ne  soit  pas   déficient,  il    faut 
avoir 

^  a —  I 

ou 

Considérons,  maintenant,  le  polynôme  entier 

cp(a7)  —  :ra-4-i__2«-^»^a-+-('2«-«-i—  i). 

Remarquons  que  ce  polynôme,  n'ayant  que  2  varia- 
tions, ne  peut  avoir  au  plus  que  2  racines  positives.  Or, 
ces  2  racines  existent  et  sont  faciles  à  séparer.  L'une  de 
ces  racines  est  d'abord,  évidemment,  x  =  1,  puisque 

L'autre  est  comprise  enire  2"+*  —  i  et  2"+*. 
On  a,  en  effet, 

o(  2«H-i  —  i)  —  —  (  '2«^-ï  ■—  i)a  +  (2«-^i  --  l) 

=  —  (2«-4-l  — l)[(2«+l—  l)«-l— l]. 

La  quantité  entre  crochets  est  positive 5  sauf  dans  W 
cas  où  a  =  I ,  où  elle  est  nulle.  On  a  donc 

<p(2«-l-I —  i)£o. 

D'ailleurs, 

On  en  conclut  que  l'équation 
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a  une  racine  positive  .r'  telle  que 

Puisque  '>p(jr)  ne  s'annule  que  pour  les  deux  valeurs 
I  et  a:',  il  eu  résulte  que  : 

1°  Le  nombre  2"^*  ne  peut  être  parfait  que  sî  Ton  a 

a  =  x\ 

et,  comme  a  est  un  nombre  entier  et  premier  y  ceci  ne 
peut  arriver  que  si 

x'  =z  2"-^*  —  I         et        a  =  I. 

Les  seuls  nombres  parfaits,  admettant  2  facteurs  pre- 
miers distincts,  sont  donc  de  la  forme 

U"(2"+»—  l), 

OÙ  (a""*"'  —  i)  est  premier  absolu. 

2'*  Le  nombre  2" a"  ne  peut  être  abondant  que  si 

a  <  x'. 

Comme  a  est  un  nombre  entier  ceci  ne  peut  arriver 

(|ue  si 

a  7  '2"+* —  i. 

Thkorfwe  \  L  —   Tous  les  nombres  parfaits  pairs 
sont  compris  dans  la  Jormule 

tjii  (2""*"'  —  i)  est  premier  absolu. 

Soit,   en   (îffel»    2^13    un   nombre   pair,    H  étant   un 
nombre  impair  premier  ou  non. 

2"  et  B  étant  premiers  entre  eux,  on  a  (2,  2") 
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Pour  que  le  nombre  2"B  soit  parfait,  il  faut  donc 
avoir 

De  cette  égalité  on  conclut  d'abord  que  a""^'  —  i  doil 
être  premier.  Car  si  a""*"*  —  i  admettait  un  diviseur 
premier  «,  plus  petit  (|ue  lui,  ce  diviseur  diviserait  B 
(car  il  ne  peut  diviser  2""*"',  qui  est  premier,  avec 
2""*"*  —  i).  Le  nombre  2"  B  admettrait,  alors,  le  divi- 
seur 2"^,  qui  est  abondant,  d'après  le  théorème  V,  et 
2"B  serait  lui-même  abondant,  d'après  le  théorème  II. 
(a""*"*  —  i),  étant  premier,  divise  B.  Le  nombre  a"B 
admet,  alors,  le  diviseur  2"(2""*'*  —  1)  qui  v.si  parfait, 
d'après  le  théorème  V.  Par  suite,  le  nombre  a^B  est 
égal  à  son  diviseur  ^''(a"'*"*  —  i),  car,  d'après  le  théo- 
rème II  et  son  corollaire,  un  nombre  parfait  ne  peut 
admettre  d'autre  diviseur  parfait  <[ue  lui-même. 

5.  Résumé.  —  De  ce  qui  précède  il  résulte  que  la 
formule 

où  (2""*"'  —  i)  est  premier,  comprend  tous  /es  nombres 
parfaits  pairs  et  tous  ceux  qui  admettent  moins  de 
trois  fadeurs  premiers  distincts. 

S'il  existe  donc  des  nombres  parfaits  non  compris 
dans  cette  formule,  ces  nombres  sont,  nécessairement, 
impairs  et  admettent  au  moins  trois  facteurs  premiers 
distincts. 

Jusqu'ici,  on  n'a  pas  trouvé  d'exemple  de  nombre 
parfait  impair.  Nous  allons  encore  montrer  qu'il  ne 
peut  pas  exister  de  nombre  parfait  de  la  forme 

Il  faudra  donc  chercher  les  nombres  parfaits  impairs, 


(  3o7  ) 

s'il  en  existe,  parmi  les  nombres  admettant  au  moins 
quatre  facteurs  premiers  distincts  (*). 

6.  Théorème  VII.  —  Tous  les  nombres  parfaits  im- 
pairs, s'il  en  existe,  sont  de  la  forme 

où  4^  -f-  *  désigne  un  nombre  premier  et  A  un  nombre 
non  fli\fisible  par  4  A'  -f- 1  (^). 

Soit,  en  effet,  a*&PcT  .  . .  un  nombre  parfait  impair, 
on  devra  avoir 

aa^^PcT. ..  =  a(a'*)  X  (j(6?)  x  <t(cT)  x. . .  ; 

le  premier  membre  étant  simplement  pair,  un  seul  des 
facteurs  o"(û'*),  (j{b^)^  . . .  doit  être  pair.  Supposons  que 
ce  soit  le  premier,  on  devra  avoir 

(s{a^)  =  \  -^  a  -\-  a'^ -^ , ,  ,-h  a'^  =  mult.  de  a; 

a  étant  impair,  ceci  nécessite  d'abord  que  a  soit  impair 

a  =  aa'-f- 1, 
et  Ton  aura 

Mais,  <T(a*)  devant  être  simplement  pair,  a  +  i  doit 
être  simplement  pair  et  le  second  facteur  impair,  ce  qui 
entraîne 

D'ailleurs,  tous  les  autres  facteurs  (T(iP),  o"(cT),  ... 


(')  Celte  proposition  se  trouve  énoncée  comme  exemple  (n"  229, 
exemple  VII)  dans  la  Théorie  des  nombres  (I'Édouard  Lucas. 

(*)  Cette  proposition  a  été  énoncée  par  Lionnet  dans  \ts  Nouvelles 
-Annales  de  Mathématiques  (1879.  p.  3o6)  et  démontrée  par  Lucas 
*Jans  sa  Théorie  des  nombres  (t.  I). 
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doivent  élre  impairs,  ce  qui  nécessite  que  les  ex|>osants 
fi,  y,  ...  soient  pairs.  Le  produit  AP  cT  .  .  .  est  donc  un 
carré  parfait  A-  et  le  nombre  est  de  la  forme  annoncée. 

Remarque,  —  Il  résulte  de  là  que  si  un  nombre  par- 
fait impair  admet  un  facteur  premier  qui  n'est  pas  de 
la  forme  4^'  -1-  i^  l'exposant  dt;  ce  facteur  est  nécessai- 
rement pair. 

Théorème  VllI.  —  //  n^ existe  aucun  nombre  parfait 
rie  la  forme  a^  b?  cT,  a,  i,  c  étant  premiers. 

D'après  la  remarque  faite  au  n"  3  {Application)^  il  ne 
peut  y  avoir  que  les  nombres  «idmettant  l'un  des  trois 

groupes 

3,  "),  7' 

3,  5,  II, 

3,  5,  i3 

comme  facteurs  premiers,  qui  puissent  être  parfaits. 

1°  Prenons  le  groupe  3,  5,  -.  JNous  remar(|uerons, 
d'abord,  que  le  nombre  3^x5X7  ost  abondant  (*). 
Il  suffit  de  \i'  vérilîer.  Si  donc  \\n  nombre  parfait  admet 
l(îs  diviseurs  3,  5  et  ;;,  il  contient  le  facteur  3  à  un  ex- 
posant inférieur  à  3;  car,  sans  cela,  il  serait  divisible 
par  le  nombre  abondant  3*'  X  3x  7  c-t  serait  abondant. 

D'ailleurs,  d'après  la  remarque  précédente,  il  devrait 
contenir  3  à   une  puissance   paire   et,  par  suite,  con- 


(*)  Je  relève,  en  passant,  une  faute  d'impression  dans  la  Théorie 
des  nombres  d'EDOUAiU)  Lucas  :  on  tionvc  dans  le  tome  I,  p.  38a, 
l'exemple  V  <|ui  propose  «le  démontrer  que 

est  le  plus  petit  des  nombres  abondants  impaijs. 
11  faut,  évidemment,  lire 

-.'.  -  )  X  :• 
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tîet](lrail3  à  la  puissance  >.,  Mais,  alors,  il  serait  divi- 
sible par 

ce  (jui  n'est  pas  possible*,  s'il  n'a  que  les  trois  faeteurs 
3,  5  et  7. 

Ceci  nous  prouve,  en  passant,  qu'//  ne  peut  exister 
aucun  nombre  parfait  admettant  à  la  fois  les  facteurs 
premiers  3,5  et  7.  Car,  d'après  ce  qui  précède,  ce  nombre 
admettrait  encore  le  facteur  i3,  par  suite,  serait  divi- 
sible par 

qui  est  un  nombre  abondant,  comme  il  est  facile  de  le 
vérifier. 

2°  Considérons  le  groupe  3,  5,  11.  Kous  remarque- 
rons encore  qu(î  le  nontbre  3'X  5^X  11  est  abondant. 
On  voit  d'abord  qu'un  nombre  parfait,  admettant  seu- 
lement les  facteurs  3,  5  et  1 1 ,  ne  ])eiit  admettre  le  fac- 
teur 5  à  une  puissance  supérieure  à  2;  car,  alors,  il 
devrait  admettre  le  facteur  3  h  la  puissance  2  (pour  ne 
pas  être  divisible  par  le  nombre  abondant  3''  X  5'"Xi  i) 
et  serait  «livîsible  par  3'(.')^)  =-.  i3. 

Le  nombre  cherclié,  s'il  existe,  ne  peut  donc  être  qut^ 

de  la  forme 

)  X  3î2tx  ii^î^        (en  vertu  du  lli.  VII) 

et  l'on  devrait  avoir  l'égalité 

•jt2  X  ')*  X  3^3^-'  X  1 1»^*  =  (  3ï3t-+-i  —  i)(i  1 2?-^-»  —  I  ). 

Or,  cette  égalité  est  impossible:  car,  le  premier 
membre  étant  divisible  par  3,  il  faudrait  que  (i  i-î^"^*  —  i) 
soit  divisible  par  3.  Ceci  n'est  pas,  car  la  plus  petite 
puissance  de  ri,(jui  donne  i  pour  reste  de  division  par 
3,  est  II-  et,  par  suite,  d'après  la  loi  de  périodicité 
des  restes  des  divisions  des  puissances  d'un  nombre  par 
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itit  diviseur  premier  avec  lui,  il  u*y  a  que  des  puissances 
paires  de  i  r  qm  dounent  i  pour  reste  de  division  par  3. 
3"  Prenons,  enfin,  fe  dernier  groupe  3,  5,  i3.  D'abord, 
d'après  la  remarque  qui  suit  le  ihéorème  VILy  3  devra 
figurer  avec  un  exposant  pair.  Le  nombre  parraft,  s*il 
existe,  est  donc  de  la  forme 

et  l'on  devrait  avoir  l'égalité 

•26x  3»«-^»x  "i^x  i3Y=(3««+»  — i)(5P-^«  — i)(i3Y-^->  — I). 

5  ne  peut  pas  diviser  le  facteur  (3^*+*  —  i),  caria  plus 
petite  puissance  de  3,  qui  donne  i  pour  reste  de  divi- 
sion par  5,  est  3*;  une  puissance  impaire  de  3  ne  pcMit 
donc  donner  i  pour  reste  de  division  par  5.  Le  facteur  5, 
cpii  figure  dans  le  premier  membre,  devrait  donc  di- 
viser (iST"*"'  —  i).  Or,  la  plus  petite  puissance  de  i3,  qui 
donne  i  pour  reste  de  division  par  5,  est  i3*.  Le  second 
membre  de  l'égalité  d<»vrait  être  divisible  par 

i3^—  I  =  2*x  5  X  3  X  7  X  17, 

ce  qui  est  impossible,  puisque  les  facteurs  ^  et  17  ne  fi- 
gurent pas  dans  le  premier  membre. 

Ceci  nous  montre,  en  passant,  cya  un  nombre par^f ait, 
qui  admet  les  facteurs  3  et  5,  ne  peut  admettre  le 
facteur  i3  à  une  puissance  impaire;  car,  sans  cela,  il 
admettrait  li:  facteur  r  qui  divise  13^ —  i  et,  par  suite, 
admettrait,  à  la  fois,  les  facteurs  3,  5  et  7,  ce  qui  n'est 
pas  possible. 

7.  La  recherche  des  nombres  parfaits  impairs  est  donc 
circonscrite  à  celle  des  nombres  impairs  admettant,  au 
moins,    quatre    facteurs    premiers  distincts.   Cette  re- 
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i^lierche  peut  encore  être  restreinte,  lorsqu'on  connaît 
des  nombres  abondants. 

Ainsi,  nous  avons  déjà  vu  qu'un  nombre  parfait  ne 
peut  admettre  à  la  fois  les  facteurs  premiers  3,  5  et  7. 
En  remarquant  que  les  nombres  : 

S^x  5  X  II  X  i3, 
S^x  5  X  II  X  17, 
3*x  5  X  ii'x  19' 

sont  abondants;  on  en  conclut,  immédiatement,  qu'a/i 
nombre  par/ait  impair  ne  peut  admettre  à  la  fois  les 
facteurs 

3,     5,     II,     i3 


ou 


ou  encore 


Le  nombre 


3,     5,     II,     17 

3,     5,     II,     19. 

17  X  5«x  32  X132 


étant  abondant,  et  un  nombre  parfait  ne  pouvant  ad- 
mettre le  facteur  i3  qu'à  une  puissance  paire,  un 
nombre  parfait  ne  peut  admettre  les  facteurs  5,  3,  i3 
et  17,  sans  que  5  soit  à  la  puissance  i  et  17  a  une 
puissance  paire. 

On  pourrait  multiplier  les  exemples  de  cette  nature. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte,  évidemment,  que  tout 

nombre  parfait  impair  est  certainement  plus  grand  que 

!e  nombre 

5  X  32x132x172  =  2197845; 

>iî  voit,  par  suite^  q"^,  s'il  existe  des  nombres  parfaits 
lîipairs,  ces  nombres  sont  très  grands. 

On  peufassurer  que,  dans  les  deux  premiers  millions 
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de  nombres  entiers,  il  n'y  a  pas  d'autres  nombres  par 
faits  que  les  nombres  pairs. 

C^eci  suffit  à  montrer  la  difficulté  qu'il  peut  y  avoir 
trouver  des  nombres  parfaits  impairs,  s'il  en  existe. 


[M^3f] 

THÉORÈME  SUR  LA  DÉTERMINATION  D'UNE  SURFACE 
DU   TROISIÈME   ORDRE   GÉNÉRALE   PAR    SA   HESSIENNB; 

Par    m.    F.    DUMONT    (»), 
Professeur  au  lycée  d'Annecy. 


C'est  un  théorème  bien  connu  qu'une  courbe  plane  du 
troisièuie  ordre  donnée  est  la  courbe  Iiessienne  de  trois 
cubiques  du  même  plan. 

La  bessienne  d'une  surface  cubique  est  du  quatrième 
ordre,  elle  n'est  pas  générale  de  son  degré  puisqu'elle 
possède  lo  j)oints  doubles,  sommets  d'un  pentaèdre.  La 
question  analogue  à  se  poser  pour  l'espace  h  3  dimen- 
sions est  donc  la  suivante  :  Une  surface  du  quatrième 
ordre  à  lo  points  doubles,  sommets  d'un  pentaèdre  étant 
donnée,  peut-elle  être  la  bessienne  d'une  surface  ou  de 
plusieurs  surfaces  du  iroisièuie  ordre? 

La  réponse  est  fournie  par  le  théorème  suivant  : 

Thkorème.  —   Une  surface  du  troisième  ordre  est 


(  '  )  L'auleur  de  celle  Note  profite  de  l'occasion  qui  se  présente  à 
lui  pour  reconnaître  que  les  théorèmes  relatifs  aux  polygones  tracés 
sur  les  surfaces  du  troisième  ordre,  théorèmes  qu'il  a  donné  dans 
une  théorie  élémentaire  de  ces  surfaces,  ont  déjà  été  publiés  en  i883 
par  M.  Uudolf  Sturm,  dans  un  petit  Mémoire  paru  dans  les  Mathe- 
matische  Annafcn,  lc(|uel  ne  lui  a  été  communiqué  que  récemment. 


tléterininée  sans  anibignïtr  quanfl  on  donne  une  sur- 
face du  quatrième  ordre  à  lo  points  doubles,  sommets 
d'un  pentaèdre  pour  sa  liessienne. 

Soil  la  sut  face 

(Itîs  indices  i,  li,  3,  4  se  rapporleiit  respectivement   à 
u,y,  z  et  /). 

L'équation  de  la  qnadrique  polaire  de  x,,  j,,  C|,  /i, 

€*St 

a-,[A,i,a-2-4-  yV,2î^2  -^- . . .  -^  9  Ania;^'  -T-. . .-+-  •^- A,34  ;;/  | 

^  r  1  [  Ajii  XÎ  -h  Ajjî/*  -T-  .  .  .  -f-  '2  A„  j  JT'  -h  .  .  .  -H  2  Aî3;  5  / 1 
-r-  -3,  [Asita-î-h  A3«J«-l-...-r-'2Asijjrj'  -+-... -f-  2  Aaa;^  /  | 

-f-  /|  [A^na-^'-f- A4„^«-f-...-r-9.Ai,jjrjH-...-haAt34;;/]  =  o, 

OÙ  Ton  suppose  hijk  =■  ^ihj  =  ''^fùj  =  . . . . 

L'équation  du  plan  polaire  de  x^^y^^  z^^  t^  s'obtient 
en  permutant  dans  la  précédente  les  coordonnées  cou- 
rantes Xj y^  Zy  t  et  celles  du  point  X| , y^ ,  z^^  t^. 

On  sait  que  chaque  point  double  A  de  la  liessienne  a 
pour  qnadrique  polaire  un  système  de  2  plans  ayant 
pour  axe  celle  des  10  arêtes  du  pentaèdre  qui  n'est  dans 
aucune  des  3  faces  du  pentaèdre  passant  par  A  et  for- 
mant, avec  les  deux  faces  du  pentaèdre  qui  passent  par 
cette  arête,  un  faisceau  harmonique. 

Par  suite  le  plan  polaire  de  A,  qui  est  aussi  le  plan 
plan  polaire  par  rapport  à  cette  quadri<]ue  dégénérée, 
passe  par  cette  même  arùte. 

Cherchons  la  forme  que  prendra  ré(|uation  de  la  sur- 
face, si  les  4  sommets  du  tétraèdre  de  référence,  ainsi 
cpie  les  6  intersections  de  ses  arêtes  avec  le  plan 

V  -7=  /, X  -+-  Ity  -^  t^z  -h  /s,t  —  o. 
Afin,  de  Mathénutt,,  3'  sénp,  i.  \V.  (Juillet  iSi^i.)  M 
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sonl  los  lo  points  de  la  liessioniir,  e*esl-à-tlirc:  ïvs  ic> 
points  satisfaisant  à  la  condition  C|UO  leur  plan  |>o]airc*' 
passe  par  Tarôte  qui  leur  est  opposée  dans  le  pentaèdrc^ 
(X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o,  T  r=  o,  V  =  o). 

Supposons  que  O,  A,  B,  C,  L,  M,  N,  P,  Q,  R  dé- 


signent respectivement  les  sommets 
X  =  Y  =  Z  =  o,        Y  =  Z 

X  r^  Z  =  T  =  o,  X   r-.   Y 

Y  =  Z  r^  V  rr.  O,  X  =  Z  =^  V   "^  O, 

X  =  T  =  V  =  O,         Y  =r.  T  =  V  =  o, 

Nous  avons  : 

Conditions  pour  que  le  plan  polaire  :   i"  De  O  pasî 
par  PQR  : 


T- 

o. 

T  = 

o, 

X  = 

:  Y 

r= 

\ 

^z 

O, 

Z  = 

T 

^-^ 

\' 

— 

O. 

/l 


vi"  De  A  passe  par  MPiN  : 


/.i 


A3  II 


3"  l)«'  H  |»a.sso  pai'  LQN  : 


■*3îi 


A| 
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) 

4" 

DiiC 

passe 

pariMLR  : 

/»     ~    l, 

ï=: 

Aî3S. 

5"  De  L  passe  par  BPC  : 


A„,  /J  -h  A,44^î  —  2  A,jv/,  /4  =  O. 

Aaii/J-h  Aju/J  — •aAnv/i/4  =  o; 


6"  Do  M  passe  par  CQA  : 


Aitî  /J  -h  Ai4v  /|  —  A  A,  j4  /,  /v  =  o, 
Asjs/Jh-  A344/I—  •2A,3v/,/4  =  o; 


7"  De  iV  passe  par  BAR  : 


Aj3,  Il  -+-  Aju  /|  —  a Aj34  /s  /4  =  o, 
A 13S  II  -H  A144  /^  —  2  A, 34  /,  /4  =  <>  ; 


8"  De  P  passe  par  OAL  : 


Auî  /§  -f-  Ai,3  /}  —  2  Au,  /,  /,  =  o, 

A4,,  /|  H-  A483  ^l  —  a  A,34  /,  /,  =  O  ; 


9"  De  Q  passe  par  OBM  : 


A,ii/J-f- A,33/î  —  vîA|, 3/1/3  =  0, 
A411/3-H  A433/}—  v>  A, 34/1/3=  o; 

10"  De  R  passe  par  ONC  : 

Ajii  II  -\-  A3,, /}  —  -2  Ai,3  /,  /,  =  o, 
Am  /|  -H  A4,,  l\  —  1  A|,4  /|  /,  =  o. 

On  déduit  aisément  de  ce  Tableau,  le  suivant 
l  A|,,  =  -.-Al, 3,         A, 11=  j-Ai,3,         A3,,=  ^ At,s, 

A|,3t  ^31!  =    7- A|2:,,  A533=  -p  Ai,3, 


Ia     -^' 


'i  «1 
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Am  = 

«4 

Aîii-- 

'4 

Au4  = 

''A 

Aui  = 

'•a 

7-  AiJ4, 

Au4  = 

'*A 

*3 

A4ll  = 

'•a 

'3 

Al33  = 

''A 

A311=- 

A4Ji  = 

f    A.JS4, 
«3 

A2U  = 

7-  A 134» 
'3 

A  483  = 

''A 

7- Ajs4, 

'2 

Asvi- 

Avîj 

Aju 
A3VV  = 

A433  = 
A3JÎ  = 

As3»  = 


=    7-  ^»l2i- 
'1 


7-'*^H4» 

«1 

7- A|3ïi 
'1 


—  Aj3v, 


Aj34. 


En  égalant  les  deux  valeurs  de  A, 22  d<*  ^^  Taldea»-* 
puis  les  deux  de  Ans,  les  deux  de  A 23 3,  on  a  les  coiiclî  - 
lions 

A.J34  ^1  =  A341  /j  =  Avij  /s  =  A  i  J3  /v. 

Soit  X  la  valeur  eomniune  des  quatre  membres. 
En  transportant  les  valeurs 


A234  =  T-> 


A  ^  A  ^^ 

A341  =    -7-»  A4ij=    yy 

f  j  «3 


A 


A|îJ=    7- 
«4 


dans  les  équations  précédentes,  on  déduit 


Aijj  = 

Aj3S  = 


U 


'3 '4 


i, 


A  las  = 


i,  . 


/*/ 


! 


''^  A  444  = 


133  —    /    / 
/4 


A  /3 


A,  A, 44  — 

^M         Ajii  = 


Asu  —  7-7-  'm  A311  =  7—7"  '»•  A3JJ  — 

'1  *î  'î'V 


A) 

un  ' 


L  , 


Am  —  -,— pX,  Aijt  —  '7~/~  ^" 


A»a}  = 


Posons,  pour  éviter  les  dénominateurs,  \zs^  l^l^m 
Téquation  générale  de  la  surface  devient 

AnjJ-'H-  AîjjJ^'-f-   A833-*-4-  A44i/^ 

-+-  jxf  3/}  liT^r  -^3/7  /v'^'-    t- . . .--  ^'»/i  /s/a.rrc  H-. .  .J 


ui 
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Or,  en  posant  A,v,=  ci,-i-  /?  jt,  elle  prend  la  forme 

a,a:»-t-ai^>  +  aia»+ «»(»-+-  [i(/iar -+- /,j  H-  /.a  4-  /tO'  =  0- 
La  liessîeime  de  cette  surface  est,  si 

I  «  «  n      ,        H 

V  «I  «»  "»  "i 

L'équation  d'une  surface  du  quatrième  ordre,  ayant 
10  points  doubles  en  O,  A,  B,  C,  L,  M,  N,  P,  Q,  R,  est 
de  la  forme 

kayrzt  +  Byzli'-i-  Cxxte -i-D^nytv  +  Exyzv  =  o. 
Si  l'on  identilte  les  deux  équations,  on  a  les  conditions 

»A  HA  «A  IIK 

«,=  -L_(,,         ,.=  ^t..         a,=  ^^         «.=  -^^ 

qui  montrent  que  A,  B,  C,  D,  E  étant  donnés,  on  a  pour 
les  rapports  de  4  des  quantités  ot),  «g,  aj,  a^,  [/.  à  la 
cinquième  des  valeurs  déterminées,  ce  qui  démontre  lu 
ihéorème. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  donnée  des  i  o  points 
doubles  de  la  bessienne,  seule,  u'équivaut  qu'à  i5  con- 
ditions simples  car  les  rapports— >  — .  — )  —■  restent  alors 
'^  i^t^        («.     [i     [j     (1 

indéterminés.  Si  l'on  donnait  lo  points  quelconques 
avec  la  condition  que  leurs  plans  polaires  passent  res- 
pectivement par  lo  droites  quelconques,  on  obtiendrait 
un  système  de  lo  X  a  ^  20  équations  linéaires  par  rap- 
port aux  coelficienls  de  l'équation  de  la  surface  générale 
du  troisième  ordi-e,  c'est-à-dire  quel'on  aurait  une  équa- 
tion de  trop  en  général. 


i 
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[M<8b] 

SUR  L4  REPRÉSENTATION  DE  L4  SURF4CE  GURIQUE  GÉNÉRALE 

SUR  UN  PLAN; 

Par  m.  F.  DUMONT, 

Professeur  au  lycée  d'Annecy. 


Les  divers  modes  de  représentation  (i,  i)  d'une  sur- 
face sur  un  plan  ont,  en  général,  une  assez  grande  im- 
portance, chacun  d'eux  pouvant  devenir,  par  une  trans- 
position convenable  des  propriétés  des  lignes  du  plan 
représentatif,  la  source  d'un  grand  nombre  de  proposi- 
tions relatives  à  la  surface  représentée. 

Pour  les  surfaces  cubiques,  les  deux  plus  connus 
sont  : 

I**  Celui  dans  lequel,  la  surface  étant  supposée  en- 
gendrée à  l'aide  de  trois  gerbes  de  plans  deux  à  deux 
homograpliiques,  on  rapporte  corrélativement  chacune 
d'elles  à  un  système  plan,  dételle  sorte  qu'à  trois  plans 
homologues  P< ,  P2,  P3  des  trois  gerbes,  corresponde  un 
même  point  du  plan.  Ce  point  correspond  alors  à  un 
point  unique  de  la  surface,  savoir  (P|,  P2,  Ps)  et  réci- 
proquement, (uotr  Reye,  Géométrie  de.  position,  trad. 
Chemin,  p.  208  et  suiv.). 

2°  Celui  dans  lequel  les  points  correspondants  de  la 
surface  cubique  S  et  du  plan  P  sont  donnés  par  les  in- 
tersections de  la  surface  et  du  plan  avec  une  droite  mo- 
bile /  assujettie  à  s'appuyer  sur  deux  droites  d,  d'  de 
la  surface,  ne  se  coupant  pas  {voir  Salmoiî,  Géo- 
métrie à  trois  dimensions  (trad.  Chemin),  3*  Partie, 
p.  i33). 

En  traduisant  ces  deux  modes  par  des  formules,  on 


(3i9) 
s'assure  aîsétueiil  que,  si  x^  y\  z^  t  désignent  les  coor- 
données d*un  point  de  la  surface,  X,  Y,  Z  les  coordon- 
nées lioinogèncs  du  point  correspondant  du  plan,  les 
formules 

^'^  P  ~  Q  ~  R  ~  s' 

où  P,  Q,  R,  S  représentent  des  fonctions  homogènes  en 
X,  Y,  Z,  sont  du  troisième  degré  dans  le  premier  cas, 
du  (juatrième  dans  le  second. 

Pour  que  les  formules  (i),  P,  Q,  R,  S  étant  du  qua- 
trième degré,  traduisent  une  représentation  (i,  i)de  la 
surface  générale  du  troisième  ordre,  il  faut  que  les 
courbes  P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o,  S  =  o,  aient  treize 
points  fixes  en  commun,  afin  que  les  deux  courbes 

a'P-H|iJ'QH-7'R-i   o'S  =  o 

n'aient  plus  que  trois  points  d'interseclion  variables, 
lesquels  représenteront  alors  les  trois  points  d'intersec- 
tion de  la  surface  avec  la  droite 

I    nx  -r-  3  k  -f-  Y5  -i-  o<  =  o, 
/   rL  X  -h  P'/  -r  y'^  -h  o'/  =  o. 

Il  faut  de  plus  que  les  courbes  aP-+-  ^Q-f-YR-+-SS=o 
soient  du  genre  i  afin  de  pouvoir  représenter  les  sec- 
lions  planes  de  la  surface,  qui  sont  des  cubiques  géné- 
rales. Par  suite,  P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o,  S  =  o  doivent 
avoir  en  commun  deux  points  doubles.  Ces  points  de- 
vant être  comptés  en  tant  que  points  d'inlerseclion, 
chacun  pour  quatre  points  simples,  les  courbes  P  =  o, 
Q  =  o,  R  =  o,  S  =  o  doivent  avoir  encore  cin(|  points 
simples  en  commun. 

Si  Ton  se  reporte  au  mode  de  représentation  2",  on 
Voit  immédiatement  (pie  les  deux  points  doubles  rom- 
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muiis  aux  biquadraliques  du  plan  P  qui  représeiitenl 
les  sections  planes  de  la  surface,  sont  les  deux  points 
(rf,  P)  et  d'^  P)  et  que  les  cinq  points  simples  sont  les 
cinq  points  (.v/,  P),  5/  étant  Tune  des  cinq  droites  de  la 
surface  S  coupant  à  la  fois  ^  et  d!. 

Il  existe  des  modes  de  représentation  (i,  i)  de  la  sur- 
face cubique,  daus  lesquels  les  fonctions  P,  Q,  R,  S 
sont  d'un  degré  supérieur  à  4  et  qui,  cependant,  ont 
une  délinition  géométrique  simple. 

Soit  n  le  degré  de  ces  fonctions  (supposé  >4)-  On 
s'assure  aisément  que  les  quatre  courbes  ne  peuvent  pas 
n'avoir  que  des  points  simples  en  commun.  Supposons 
qu'elles  aient  d  points  doubles  communs;  pour  que  les 
deux  courbes 

aF-4-pQ  ~-  yR  -h  SS  =o, 

n'aient  que  trois  points  d'intersection  variables,  il  faut 
que  P,  Q,  R,  S  aient  encore  en  commun  n^  — /^d  —  3 
points  simples. 

Chaque  point  double,  comptant  pour  3,  en  tant  que 
point  servant  à  la  détermiuatioii,  le  degré  d'indétermi- 
nation du  système  de  biquadra tiques  planes  représen- 
tant les  sections  planes  de  la  surface  est  donné  par 

•  —  J  a  —  (  /i*  --  4  «  —  3  ), 

'2 
OU 

3/1— n2 -1-6 


'1 


Or  ces  sections  planes  constituent  un  système  triple- 
ment indéterminé  (l'équation  d'un  plan  a  trois  paramè- 
tres). Donc,  on  doit  avoir 


3//    -/i«      (i 
•1 


(  -^^I  ) 

d'où 

,_  71* — 3/1 (n  —  i)(re  —  '.) 


'2  2 


résultat  qui  nous  montre  que  ces  biquadratîqucs  seront 
alors  du  genre  i . 

Si  71  =  5,  on  a  rf  =  5  et  le  nombre  des  points  simples 
est  20  —  20  —  3  =  2. 

Sî  n>6,  on  a  d^g,  maïs  on  trouve  pour  le  nombre 
de  points  simples  un  résultat  négatif. 

C'est  qu'en  effet,  pour  n  =  6^  par  exemple,  les  neuf 
points  doubles  communs  équivalent  à  irenle-six  points 
simples  et  les  biquadratiques  ne  forment  plus  un  réseau 
pouvant  représenter  les  sections  planes.  Ainsi,  à  partir 
de  71  =  6,  les  courbes  du  plan  P  =  o,  ♦ .  .  doivent  avoir 
en  commun  un  ou  plusieurs  points  triples. 

Les  quatre  courbes  peuvent  déjà,  pour  le  cas  /z  =  5, 
avoir  en  commun  un  point  triple.  En  recommençant  le 
raisonnement  précédent  et  tenant  compte  de  ce  qu'un 
point  triple  équivaut  à  six  simples,  en  tant  que  point  dé- 
terminatif,  et  à  neuf  simples,  en  tant  que  point  d'inter- 
section de  deux  courbes  Tayant  toutes  deux  pour  point 
triple,  on  trouve  que,  si  P,  Q,  R,  S  sont  des  quintiques 
ayant  en  commun  un  point  triple,  elles  doivent  avoir  en- 
core en  commun  cinq  points  simples. 

On  a  un  exemple  de  représentation  de  ce  genre,  si 
Ton  imagine  une  droite  mobile  /  s'appuyant  sur  une 
conique  C  de  la  surface  et  une  droite  d  de  cette  surface, 
coupant  la  conique.  Les  intersections  de  /  avec  la  sur- 
face S  et  le  plan  P  ont  évidemment  une  correspon- 
dance (i,  i). 

Soit  s  la  droile  de  la  surface  située  dans  le  plan  de  C. 
Le  double  (  *  )  (r/,  s)  de  la  surface  S  a  cinq  sécantes  coni- 

(')  Systcinc  de  deux  droile??  non  situées  dans  un  même  plan. 
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plètcs  (c'est-à-dire  coupant  à  la  fois  dut  5),  donc  les 
cinq  autres  sécantes  à  (1^  situées  sur  la  surface,  coupent 
la  conique  C,  puisqu'elles  coupent  nécessairement  la 
section  plane  (C,.ç). 

Les  pieds  de  ces  cinq  droites  sur  le  plan  P  représen- 
tent chacun  tous  les  points  d'une  droite  de  la  surface. 
Par  suite,  toute  courbe  du  plan  P  représentant  une  sec- 
tion plane  de  S  passe  par  ces  cinq  points  qui  eu  sont^ 
d'ailleurs,  des  points  simples. 

Soient  A  et  B  les  points  (C,  P)  et  I  le  point  (rf,  P); 
toute  courbe  représentative  d'une  section  plane  aura  A 
et  B  pour  point  double,  I  pour  point  triple.  En  eilet, 
soit  n  le  plan  d'une  section  plane  (H).  La  droite  d'inter- 
section des  plans  H  et  (A,rf)  coupe  la  section  (II)  en 
trois  points,  dont  Tun  est  le  point  (II,  d);  les  deux  autres 
M|  et  Mi  sont  des  points  de  la  courbe,  qui  sont  tous  les 
deux  représentés  par  A,  et  les  points  voisins  de  M|  et 
M2  sur  la  section  (II)  fournissent  les  deux  branches  de 
la  courbe  représentative  qui  passent  par  A. 

Considérons  maintenant  le  cône  de  sommet  I  et  ayant 
(G)  pour  directrice.  Son  intersection  avec  le  plan  II  est 
une  conique  rencontrant  la  section  (II)  en  six  points, 
dont  trois  sont  les  points  (  J,  H)  et  [(C),  (H)].  Les  trois 
autres  sont  des  points  de  la  cubique  plane  représentés 
pari  et  les  points  voisins  de  ces  trois  points  sur  (II) 
fournissent  sur  la  courbe  représentative  trois  branches 
passant  par  I. 

On  voit  aisément  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  points  mul- 
tiples sur  cette  courbe.  Elle  est  donc  du  genre 

(n  — i)(n  — 9.) 

2  —  J 

2 

(le  point  triple  équivaut  à  trois  doubles). 

Or  ce  genre  est  égal  à  celui  de  (II),  c'est-à-dire  est  i. 
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On  a  donc 


(n  —  i)(n  —  2)  _  g 


% 


ou 


d'où 


n^ —  3/1  — 10  =  o, 


n  =  D. 


Aînsî  les  i'onclions  P,  Q,  R,  S  seraient  du  cinquième 
degré;  mais  les  quatre  courbes,  au  lieu  d'avoir  deux 
points  simples  en  commun,  comme  dans  le  cas  où  elles 
ont  cinq  points  doubles  et  aucun  point  triple,  ont  ici 
cinq  points  communs  simples,  deux  doubles  et  un 
triple. 

Il  a  déjà  été  dit  que,  si  /i  ^6,  il  esl  nécessaire  que  les 
nombres  P,  Q,  R,  S  aient  en  commun  des  points  triples. 
Supposons  qu'elles  en  aient  ^  et  de  plus  d  points  doubles. 
Il  faut  alors  qu'elles  aient  encore  en  commun 

n^ — 9^  —  4^ —  3 
points  simples. 

Le  degré  d'indélerminalion  est  alors 

ou 

3/1  — wî  +  6 


3^ 


'1 
Pour  qu'il  soit  3,  on  doit  avoir 

/i*  —  3/1 


d-h3t  = 


1 


Supposons  alors  //  =  6,  on  a 

d  -h3t  =  g, 

et  alors,  suivant  que  Ton  aura  f  =1,  2  ou  3,  on  aura 
d  =  6,  3  ou  o,  et  il  faudra,  en  outre,  un  nombre  de 
points  simples  égal  à  o,  3  ou  6. 


(  3^4) 

On  a  un  exemple  de  ce  dernier  cas  dans  le  mode  de 
représentalion  dans  leque],  une  droite  /  mobile  étant 
assujetlie  à  rester  constamment  corde  d'une  cubique 
gauche  F  de  la  surface  S,  on  fait  correspondre  le  point 
(/,  P),  P  étant  le  plan  de  la  représentation  avec  le  troi- 
sième point  d'intersection  de  /  avec  la  surface. 

Cette  représentation  est  évidemment  de  l'espèce  (i ,  i  ), 
puisque  d'un  point  de  l'espace  passe  une  seule  corde 
der. 

On  sait  qu'il  y  a  sur  la  surface  six  sécantes  doubles 
(ou  cordes)  de  la  cubique.  L'intersection  de  chacune 
avec  le  plan  P  représente  la  sécante  entière  et  par  suite, 
les  six  intersections  sont  des  points  communs  à  toutes 
les  courbes  de  P  représentant  des  sections  planes. 

Chacun  des  trois  points  (F,  P)  est  un  point  triple  de 
toutes  ces  courbes  représentatives.  En  effet,  soit  I  l'un 
d'eux,  considérons  le  cône  quadratique  de  sommet  I, 
ayant  F  pour  directrice.  La  conique  suivant  laquelle  il 
rencontre  le  plan  II  d'une  section  (II)  a  six  points  d'in- 
tersection avec  (n).  Trois  de  ces  points  sont  sur  la  cu- 
bique gauche  F;  les  trois  autres  A,  B,  C  fournissent 
chacun  une  branche  de  courbe  passant  par  I,  chacun 
d'eux  étant  représenté  par  ce  point. 

Les  courbes  représentatives  n'ont  d'ailleurs  pas 
d'autres  points  multiples.  Ainsi,  leur  genre  est 

2 

11  est  égal  h  celui  de  (H),  c'est-à-dire  égal  à  i .  On  a  doue 

(n  —  i)(n  —  2) 

— =  10 

2 

ou 

n'^ —  3/1  —  18  =  0, 

don  l'on  lire  //  r-  6*. 
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Les  fonctions  P,  Q,  R,  S  sont  donc  bien  du  sixième 
ordre  et  Ton  est  dans  le  cas  où  les  quatre  courbes  ont 
en  commun  trois  points  triples,  o  double  et  six  points 
simples. 

[Cla]  [H12aa] 

SUR  LA  DÉRIVÉE  DES  PONCTIONS  INTERPOLÉES; 

Par  m.  E.-M.  LÉMERAY. 


Considérons  une  fonction  définie  par  les  valeurs 
qu'elle  prend  pour  une  infinité  de  valeurs  de  la  variable 
différant  entre  elles  d*une  unité.  Je  supposerai  la  fonc- 
tion développable,  dans  tout  le  plan,  par  la  série  de 
Taylor.  Soit  x  une  des  valeurs  de  la  variable  pour  les- 
quelles on  connaît  celle  de  la  fonction,  et  proposons- 
nous  d'obtenir  la  valeur  de  la  dérivée  correspondante. 
Désignons  fBvfp  la  valeur  de  la  fonction  quand  la  va- 
riable a  pour  valeur  x  -h  p^  p  pouvant  être  positif  ou 
négatif.  On  a  en  général 


Si  Ton  pose 


f-p-fo       P    j     -^P     ,^.^^ 


2  /?  n\ 


et 


/o  =  Ko, 

on  obtient,  en  donnant  à  /^  la  suite  des  valeurs  i ,  :^- ,  3 ,  . . . , 
les  équations  suivantes 

Ki=  Ko+    A3   H-    A3  -f-..., 

K2=  Ko-H22A3-H2*A5-+-..  ., 

K3  =  Ko4-  32A3-f-  3*A54-. . ., 


(  :^.i8  ) 

Je  dési'încrai    les   rédiiilcs  successives  par— >^j  •••> 

où  les  p,  q  doivent  ôtre  définis  comme  des  nombres 
sans  diviseur  commun,  (|ui,  du  reste,  peuvent  être 
affeclés,  d*une  manière  quelconque,  du  signe  4-  ou  du 
signe  — .Je  considère  maintenant  le  système  habituel 
de  coordonnées  X,  Y  et  je  l'orme  le  réseau  correspon- 
dant de  points  nombres  entiers;  parmi  eux,  je  re- 
cberclie  ceux  pour  lesquels  x,  y  =  Py,  ^v  On  sait  quo 
ces  points  (^ approximation  (ndherungspunckte)  sont 
situés  alternativement  du  coté  droit  et  du  côté  gauche 

de  la  ligne  droite  —  =  (o. 

Mais  il  est  extrêmement  facile,  comme  je  Tai  décou- 
vert, de  présenter  à  ce  sujet  une  courte  interprétation 
géométrique. 

J'envisagerai  ici  seulement  celui  des  deux  quadrants  de 
notre  système  de  coordonnées  qui  est  partagé  en  deux 
parties  par  la  droite  w.  Ce  quadrant  sera  décomposé, 
par  ladite  droite,  en  deux  secteurs  dont  Tun  est  limité 
par  Taxe  X,  l'autre  par  Taxe  Y.  Je  les  désignerai,  pour 
abréger,  sous  les  noms  de  secteur  X  et  secteur  Y. 

On  considérera  maintenant  les  points  nombres  en- 
tiers de  chaque  secteur  pris  séparément. 

Il  est  évident  que  nous  pouvons  les  entourer  par  un 
contour  polygonal  rectiligne,  par  exemple  en  concevant 
que  les  points  nombres  entiers  aient  été  marqués  par  des 
épingles,  et  que  Ton  ait  alors  enl  relacé  un  fil  entourant 
le  tout.  Les  points  p^^  q^  \  p^j  q^\  .  • ,  ne  sont  alors 
autre  chose  que  les  sommets  du  contour  polygonal 
appartenant  au  secteur  Y;  les  points  p^^  q^>\  /?.», 
qi^\  ...  appartiennent  de  même  au  secteur  X.  Chaque 
côté  du  contour  polygonal,  par  exemple  le  côlé  allant 
de  (/?2v-o  <72v-0  à  (/^2v+o  <72v+i)  (pour  nous  eu  tenir 
au  secteur  Y),  envisagé  séparément,  peut  en  outre,  c'est 
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possible,    contenir    des   points    nombres    entiers.     Le 
nombre  des  parties  en  lesquels  ledit  côté  est  ainsi   dé- 
composé, par  ces  points,  est  exactement  égal  à  [jl,v. 

Telle  est  V interprétation  simple  des  quotients  in- 
complets (X  qui  se  présentent  dans  un  dév'eloppement 
en  fraction  continue. 

En  s'appuyant  sur  la  représentation  ci-dessus,  Ton  a 
une  vue  géométrique  claire  de  toutes  les  propriétés  du 
développeraient  en  fraction  continue  ordinaire  et  des 
méthodes  analytiques  qui  en  dérivent. 

A  ce  point  de  vue,  je  vais  ici  donner  quelques  éclair- 
cissements relatifs  aux  formes  quadratiques  binaires  in- 
définies (*). 

Soii  fzr^  a x^-{- h xy -^-cy-  une  telle  forme  dont  le 
discriminant  b^ —  ^ac  n'est  pas  un  nombre  carré  par- 
fait. Alors /=  o  fournît  deux  valeurs  réelles  irration- 
nelles de  -)  que  je  désignerai  par  w',  to".  Dans  notre 

système  de  coordonnées,  je  mène  alors  les  deux  lignes 
droites  considérées,  et  je  construis  ce  que  je  nomme 
les  encadrements  polygonaux  naturels  correspondants, 
c'est-à-dire  les  contours  polygonaux  à  sommets  points 
nombres  entiers  qui  sont  chacun  renfermés  dans  les 
secteurs  ayant  pour  limites  to'  et  w'^  Chaque  polygone 
de  cette  nature,  envisagé  séparément,  peut,  dans  tout 
son  cours,  être  comparé  à  une  branche  complète  d'hy- 
perbole (qui  s*étend  de  deux  côtés  h  l'infini).  L'on 
peut  maintenant  affirmer  en  toute  rigueur  que  la  théorie 
des  formes  f  due  à  Lagrange  et  Gauss,  revient  à 
l* étude  de  ces  polygones,  et  nous  trouvons  que  /'o/i 
peut  encore,  de  différentes  manières^  simplifier  cette 


(')  Dont  les  coefficients,  bien  entendu,  sont  des  nombres  entiers. 

{Note  du  Traducteur .) 

Ann.  de  Mathémat,,  3»  série,  l.  XV.  (Juillet  1896.)  23 
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théorie  par  V introduction  explicite  de  ces  polygones, 
11  est  en  outre  avantageux,  en  s'appuyant  sur  la  dé- 
termination projective   de  la   mesure  «  Maasbestim- 

mung  »  de  Cayley  (*),  de  désigner  y/f  comme  étant  la 
distance  du  point  x^  y  k  Torigine  des  coordonnées  et 
de  parler  des  déplacements  correspondants  (j'aî  fait 
déjà  allusion  à  ceci  dans  une  Communication  de  jan- 
vier 1893).  Je  ne  poursuivrai  pas  ce  sujet  plus  long- 
temps-, j'attirerai  seulement  encore  l'attention  sur  le 
rôle  que  joue,  dans  cette  théorie,  le  développement  en 
fraction  continue  des  racines  w',  tù" {^),  Ici,  cela  revient 
à  dire  :  les  contours  polygonaux  dépendant  des  axes  des 
coordonnées  et  tirant  leur  origine  des  développements 
en  fraction  continue,  finissent  nécessairement,  après 
un  nombre  fini  de  côtés,  par  s'emboîter  (ein-mûnden) 
en  les  contours  polygonaux  naturels  dont  nous  venons 
de  parler. 

Jusqu'ici,  nous  avons  indiqué  seulement  une  inter- 
prétation géométrique  ou  encore  une  simplification  de 
méthodes  de  traitement  connues.  Mais,  ce  qui  est  beau, 
c'est  que  notre  indication  s'étend  à  des  cas  plus  élevés, 
non  encore  traités  ainsi.  Je  considérerai  ici  par  exemple 
deux  types  de  formes  ternaires.  So\if{xyz)\xTLe  forme 
quadratique  indéfinie,  tandis  que  ¥{xyz)  désignera 
une  forme  cubique  décomposable  en  trois  facteurs  li- 
néaires réels.  Je  construirai,  dans  le  système  habituel  de 
coordonnées,  le  côney=o  et  le  triplet  de  plans  F  =  o; 
je  considère  alors  tous  les  points  nombres  entiers  ren- 


(  »  )  Gayley,  Sixth  Memoir  on  quantics^  Collectée  math.  Pa- 
persy  t.  II,  n"  158  et  note  Ibid.y  p.  604.  —  Klein,  Math,  Ann.j 
t.  IV;  1871,  et  Bulletin  de  M.  Darboux,  p.  34i  :  Sur  la  Géométrie 
dite  non  euclidienne.  (  Note  du  Traducteur.  ) 

(')  Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen  ûber  Zahlentheorie,  4*  édi- 
tion, p.  174  et  suivantes.  {Note  du  Traducteur,) 


\ 
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fermés  soit  dans  une  moitié  du  côney=  o,  ou  dans  un 
des  demi-quadrants  de  l'espace  (oclanten)  formés  par 
F  =  o.  Il  est  clair  que,  pour  ces  points  nombres  en- 
tiers, ou  peut,  d'une  façon  analogue,  construire  un 
encadrement  polyédral  à  faces  planes.  La  considéra- 
tion de  cet  encadrement  polyédral  fournit  une  nouvelle 
théorie  simple  des  formes/  et  F.  Relativement  à  F  un 
travail  de  M.  Furtwangler  paraîtra  bientôt;  quant  aux 
formes  y*,  elles  seront  traitées  de  la  manière  indiquée 
dans  un  Ouvrage  sur  les  fonctions  automorphes  que 
je  prépare  en  collaboration  avec  M.  Fricke. 


[K14d] 

SUR  ÏM  QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  RELATIVE 

AUX  POLYÈDRES  ; 

Par  m.  R.  BRIGARD, 

Ingénieur  des  Manufactures  de  l'État. 


La  mesure  de  la  surface  du  triangle  s'établit,  en  Géo- 
métrie plane,  à  l'aide  de  considérations  très  simple.  Il 
n'en  est  pas  de  même  pour  la  question  analogue  de  la 
Géométrie  de  l'espace,  relative  au  volume  du  tétraèdre. 
On  sait  en  effet  que  l'on  démontre  l'équivalence  de  deux 
tétraèdres  ayant  même  hauteur  et  des  bases  de  même 
surface,  en  les  décomposant  en  tranches  parallèles  infi- 
niment minces,  équivalentes  deux  à  deux.  Cette  démon- 
stration ressortit  en  réalité  au  Calcul  infinitésimal. 

On  peut  se  demander  si  cette  décomposition  est  né- 
cessaire et  s'il  serait  possible  de  montrer  l'équivalence 
des  deux  tétraèdres  en  question  par  une  voie  plus  élé- 
mentaire, ce  qui  serait  intéressant  au  point  de  vue  de  la 
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doctrine.  L'étude  de  cette  dernière  question,  que  nous 
avons  entreprise  sur  le  conseil  de  notre  ami  M.  Hoff- 
bauer,  lieutenant  d'Artillerie,  mène  à  cette  conclusion 
qu'il  faut  se  prononcer  pour  la  négative. 
Posons-nous  le  problème  général  suivant  : 

Etant  donnés  deux  polyèdres  équivalents,  peut-on 
toujours  décomposer  l'un  d^eux  en  un  nombre  fini  de 
polyèdres,  qui,  assemblés  d'une  manière  différente, 
reconstituent  le  second  polyèdre? 

Soit  P  un  polyèdre  quelconque,  et  /7|,  p2,  pzy  ••• 
les  polyèdres  eu  lesquels  on  le  décompose  par  un  certain 
nombre  de  plans  arbitrairement  tracés. 

Les  polyèdres  p,  assemblés  différemment,  constituent 
un  nouveau  polyèdre  P'. 

Dans  le  premier  mode  d'assemblage,  ceux  des  dièdres 
des  polyèdres  p  qui  ont  une  arête  commune  ont  pour 
somme  un  dièdre  de  P,  ou  7t  ou  27:.  Dans  le  deuxième 
mode,  la  même  somme  a  pour  valeur  un  dièdre  de  P', 

IZ  ou  2  7r. 

En  partant  de  cette  remarque,  on  arrivera  facilement 
à  établir  la  congrucnce 

//lA  -h  nB  4-. .  .-h  m'A' H-  n'B'-f-..  .=  0        (modic), 

A,  B,  . . . ,  A',  B',  . . .  désignant  les  dièdres  des  polyèdres 
P  et  P',  et  m,  «,  . . . ,  m',  7i\  . . .  des  entiers  qui  ne  sont 
pas  tous  nuls.  Cette  conclusion  subsiste  si,  parmi  les 
polyèdres  p^  quelques-uns  sont  extérieurs  aux  polyèdres 
P  et  P',  de  manière  que  ces  derniers  soient  égaux  à  leur 
somme  algébrique. 

Ainsi,  pour  que  deux  polyèdres  soient  susceptibles 
d'être  transformés  l'un  en  l'autre  par  une  décomposition 
de  chacun  en  un  nombre  fini  de  polyèdres,  superpo- 
sables  deux  à  deux,  il  faut  qu'une  certaine  fonction  li- 
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néaire  de  leurs  dièdres,  à  coeflîcîents  entiers,    soit  un 
multiple  de  deux  angles  droits. 

Or  réquîvalence  de  deux  polyèdres  n'entraîne  en  au- 
cune façon  une  relation  de  ce  genre.  Le  fait  est  à  peu 
près  évident;  on  peut  s'en  convaincre,  si  l'on  veut,  par 
rexamen  d'un  cube  et  d'un  tétraèdre  régulier  équiva- 
lents (*). 

La  transformation  en  question  sera  donc  impossible 
dans  le  cas  général .  Il  en  résulte  que  l'on  ne  peut  établir 
l'équîvalence  de  deux  tétraèdres  ayant  même  base  et 
même  hauteur,  et  ne  satisfaisant  pas  à  d'autre  condition 
particulière,  sans  avoir  recours  à  la  décomposition  en 
éléments  infiniment  petits. 

Le  problème  analogue  relatif  à  deux  polygones  équi- 
valents est  au  contraire  toujours  possible.  C'est  un  fait 
connu  et  dont  la  démonstration  est  aisée.  Dans  ce  cas, 
le  succès  tient  à  ce  que  les  sommes  des  angles  de  deux  po- 
lygones dînèrent  toujours  d'un  multiple  de  deux  angles 
droits. 

Pour  les  polyèdres,  la  relation  que  nous  avons  trouvée 
est  nécessaire,  mais  elle  n'est  sans  doute  pas  suffisante. 
Caserait  un  problème  intéressant,  mais  difficile,  que  de 
rechercher  les  conditions  précises  permettant  la  trans- 
formation qui  nous  occupe,  et  le  moyen  de  réaliser  cette 
transformation  dans  les  cas  où  elle  est  possible. 

Nous  terminerons  en  montrant  qu'elle  peut  se  faire 
dans  le  cas  de  deux  tétraèdres  symétriques  et  par  consé- 

(')  Le  dièdre  du  tétraèdre  régulier,  dont  le  cosinus  est  égal  à  ^> 
est  en  effet  incommensurable  avec  i:.  S'il  en  était  autrement,  il  exis- 
terait une  équation  binôme  ayant  une  racine  égale  à  r  H-i^>  et 

dont  le   premier  membre  admettrait  comme  facteur  le  polynôme 
3  07» —  2.r  H-  3,  ce  qui  est  impossible. 
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quent  dans  celui  de  deux  polyèdres  symétriques,  que  l'on 
peut  décomposer  en  tétraèdres  symétriques  deux  à  deux. 
Soient  ABCi),  A'B'C'D'  deux  tétraèdres  symétriques. 
Décomposons  le  premier  en  1 2  tétraèdres,  au  moyen  de 
droites  joignant  le  centre  de  la  splière  circonscrite  aux 
sommets  et  aux  centres  des  cercles  circonscrits  aux 
faces.  EQectuons  la  même  décomposition  sur  Je  té- 
traèdre A'iyC'I)'.  Deux  éléments  correspondants  de 
AIÎCD  et  A'B'C'D'  sont  superposables  en  même  temps 
que  symétriques,  car  ils  possèdent  un  plan  de  symétrie. 
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C.  BouRLET,  Docteur  es  Sciences,  professeur  au  lycée 
Henri  IV.  —  Leçons  d^ Algèbre  élémentaire  (collection 
d'Ouvrages  de  Mathématiques  élémentaires  publiée  sous 
la  direction  de  M.  Darboux).  i  vol.  in-8",  xii-548  pages. 
Paris,  A.  Colin  et  0\  Prix  :  f'^o^. 

Les  Leçons  d^ Algèbre  de  M.  Bourlet  forment  le  troisième 
Volume  de  la  collection  d'Ouvrages  élémentaires,  publiée  sous 
la  haute  direction  de  M.  Darboux,  membre  de  Tlnstitut,  doyen 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Elles  s'adressent  aux  élèves 
de  la  classe  de  Mathématiques  élémentaires  et  contiennent, 
avec  les  Appendices,  toutes  les  matières  dont  la  connaissance 
est  exigée  pour  Tadmission  à  l'École  de  Saint-Gyr. 

L'auteur  a  fait,  dans  ce  Volume,  quelques  innovations.  Il 
débute  par  l'exposition  directe,  détaillée,  de  la  théorie  des 
nombres  négatifs.  Cette  théorie  est  précédée  de  quelques  no- 
tions sur  les  segments  portés  par  un  axe,  notions  qui  lui  servent 
à  alléger  les  démonstrations  et  à  leur  donner  une  forme  plus 
concrète. 

Dans  l'étude  des  équations  du  premier  degré,  il  a  introduit 
quelques  rudiments  de  Géométrie  analytique  qui  sont  d'une 
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Utilité  incontestable  pour  éclairer  la  discussion  de  la  résolution 
de  deux  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues  et  qui 
préparent  le  lecteur  à  la  représentation  graphique  de  la  varia- 
tion d'une  fonction. 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  caractéristique  dans  ce  Livre,  c'est  l'ex- 
clusion systématique  des  méthodes  dites  élémentaires ^  pour 
étudier  la  variation  d'une  fraction  rationnelle.  M.  Bourlet,  fort 
de  l'assentiment  de  M.  Darboux,  a  résolument  exposé  la  mé- 
thode des  dérivées.  Il  s'est  d'ailleurs  borné,  comme  cela  se 
conçoit,  aux  polynômes  entiers,  fractions  rationnelles  et  irra- 
tionnelles du  second  degré^  et  il  est  parvenu  ainsi  à  donner, 
en  trois  Chapitres  assez  brefs,  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour 
étudier  avec  rigueur  la  variation  d'une  fonction  simple  de  la 
nature  de  celles  qu'on  étudie  en  Elémentaires. 

Il  n'est  pas  parlé,  dans  le  corps  du  Volume,  des  nombres 
imaginaires.  L'auteur  a  considéré,  avec  juste  raison,  que  la 
connaissance  de  ces  nombres  n'était  nullement  nécessaire  aux 
élèves  de  Mathématiques  élémentaires,  proprement  dits.  Il  a 
réservé  l'Appendice  I  à  cette  étude  et  a  adopté  la  belle  méthode 
de  M.  Méray  qui,  quoiqu'un  peu  abstraite,  est,  sans  nul  doute, 
celle  qui  satisfait  le  mieux  l'esprit  au  point  de  vue  de  la 
logique  pure. 

Ajoutons,  en  terminant,  que  le  Livre  contient  de  nombreux 
exercices,  choisis  avec  un  très  grand  soin  et  signés,  pour  la 
plupart,  de  noms  célèbres  dans  la  Science. 

Exercices  de  Géométrie  descriptiv^e,  par  F.  J.,  3®  édi- 
tion. Tours  et  Paris,  Marne  et  Poussielguc. 

Après  avoir  rendu  compte  des  Exercices  de  Géométrie  élé- 
mentaire (1896,  p.  245),  nous  croyons  utile  de  dire  aussi 
quelques  mots  des  Exercices  de  Géométrie  descriptive,  car 
ce  dernier  Ouvrage,  de  degré  plus  élevé  que  le  premier,  est 
remarquable  à  plusieurs  titres.  ~ 

Dans  une  magistrale  introduction  de  120  pages,  sous  le  nom 
de  Compléments  et  méthodes  de  Géométrie  descriptive, 
Tauteur  passe  en  revue  une  foule  de  notions  qu'on  trouverait 
difficilement  ailleurs,  et  dont  plusieurs  nous  paraissent  inédites  ; 
ne  pouvant  tout  citer,  bornons-nous  à  signaler  le  Chapitre  IV  : 
Généralisation  des  solutions  (p.  68  à  iia);  les  problèmes 
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classiques  relatifs  aux.  quadriques,  pour  déterminer  les  points 
d'intersection  d'une  droite  et  les  plans  tangents  menés  par  une 
droite,  y  sont  traités  dans  toute  leur  généralité,  et  par  diverses 
méthodes  dont  plusieurs  sont  d'une  rare  élégance.  Les  Exercices 
proprement  dits  sont  très  variés  et  bien  classés;  plusieurs  sont 
enrichis  de  notes  fort  intéressantes.  Les  questions  nouvelles  ou 
peu  connues  sont  nombreuses  et  se  trouvent  notamment  dans 
le  Chapitre  complémentaire  de  la  droite  et  du  plan  (p.  3i3) 
et  dans  la  seconde  Partie  de  l'Ouvrage  :  Sections  planes  et 
autres  Intersections  des  surfaces  (p.  49*^»  6i4)' 

Une  Table  analytique  très  complète  facilite  les  recherches  et 
montre  la  richesse  de  l'Ouvrage;  enfin,  la  partie  matérielle, 
gravures  et  impression,  si  importante  en  Géométrie  descrip- 
tive, ne  laisse  rien  à  désirer;  en  un  mot,  elle  répond  aux  autres 
qualités  du  remarquable  Travail  que  nous  venons  d'analyser. 

GiNO  LoRiA,  Professeur  à  rUiiîversîté  de  Gènes.  — 
Il  passato  ed  il  présente  délie  principali  teorie  geo- 
metriche,  i  vol.  in-8®,  346  pages.  Toriuo,  Carlo  Clau- 
seii.  Prix  :  8  fr. 

Cet  Ouvrage  considérable  et  d'une  profonde  érudition  rap- 
pelle V Aperçu  historique  de  Ghasles,  et  il  en  est,  en  quelque 
sorte,  le  prolongement.  D'une  lecture  extrêmement  captivante, 
il  fourmille  de  renseignements  précieux  sur  tout  ce  qui  con- 
cerne, ainsi  que  son  titre  l'indique,  le  passé  et  le  présent  de  la 
Géométrie.  A  ce  titre,  il  mérite  de  figurer  dans  les  bibliothèques 
de  ceux  qui  s'intéressent  aux  progrès  de  la  Géométrie  moderne 
et  qui  tiennent  à  être  exactement  renseignés  sur  l'état  actuel 
de  cette  Science. 

Nous  signalons  particulièrement  à  l'attention  de  nos  lecteurs 
le  Ghapitre  I  intitulé  :  «  Goup  d'œil  sur  les  origines  et  le  dé- 
veloppement de  la  Géométrie  jusque  vers  i85o.  »  Ce  coup 
d'œil  est  donné  de  main  de  maître  et  la  lecture  du  Ghapitre  est 
tout  ce  qu'il  y  a  de  plus  attrayant.  Voici,  du  reste,  l'énunnéra- 
tion  des  autres  Ghapitres  : 

Théorie  des  courbes  planes  algébriques.  — Théorie  des  sur- 
faces algébriques.  — Théorie  des  courbes  algébriques  à  double 
courbure.  —  Géométrie  différentielle.  —  Recherches  sur  la 
forme  des  courbes,  des  surfaces  et  des  autres  figures  géomé- 
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triques.  Ànalysis  situs.  Configurations.  —  Géométrie  de  la 
droite  dans  l'espace.  —  Correspondances,  représentations  et 
transformations.  —  Géométrie  énumérative.  —  Géométrie  non 
euclidienne.  —  Géométrie  des  espaces  à  autant  de  dimensions 
que  l'on  veut.  —  Épilogue.  X.  A. 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  SECTION  DES  SCIENCES. 

CONCOURS  DE  1896. 


Mat  hé  ma  tiq  ues . 

I.  On  considère  une  courbe  plane  telle  que  les  coordonnées 
rectangulaires  d'un  quelconque  de  ses  points  s'expriment  au 
moyen  du  paramètre  t  par  les  formules 

X  —  at^-\-  bt^-\-  cty        y  —  O, 

Quels  doivent  être  les  coefficients  a,  b,  c  pour  que  les  cosi- 
nus directeurs  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
courbe  soient  des  fonctions  rationnelles  de  *?  Démontrer  que 
toutes  les  courbes  que  l'on  obtient  ainsi  sont  semblables  et 
semblablement  placées. 

II.  Evaluer,  pour  l'une  d'elles,  la  longueur  de  la  boucle  si- 
tuée au-dessous  du  point  double. 

m.  Considérant,  en  particulier,  la  courbe  (C)  que  repré- 
sentent les  formules 

on  lui  mène  deux  tangentes  parallèles,  de  coefficient  angulaire 
m  :  Déterminer,  en  fonction  de  /w,  les  coordonnées  du  point 
où  la  courbe  (C)  est  rencontrée  par  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact  de  ces  deux  tangentes,  et  trouver  l'enveloppe 
(E)  de  cette  même  droite,  variable  avec  m. 

IV.  Former  les  équations  des  tangentes  menées  à  la  courbe 
(  E)  par  un  point  Ao  de  la  courbe  (C),  correspondant  à  la  va- 
leur ta  du  paramètre  t.  Quelle  est  celle  de  ces  droites  qui  ren- 
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contre  la  courbe  (C),  abstraction  faite  de  \oj  en  deu\  points 
où  les  tangentes  sont  parallèles? 

V.  Dans  Tespace,  on  considère  la  courbe  (K)  défînie  par  les 
équations 

ainsi  que  les  cylindres  (S)  et  (S')  qui  la  projettent  respective- 
ment sur  les  plans  des  xy  et  des  xz.  Ces  deux  cylindres  se 
coupent  suivant  une  autre  courbe  (K').  Former  Féquation  du 
cylindre  qui  projette  (K-)  sur  le  plan  dcs^^. 

VI.  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  tangentes 
à  la  courbe  (K')  en  deux  points  situés  sur  une  même  généra- 
trice du  cylindre  (S').  On  figurera  la  projection  de  ce  lieu  sur 
le  plan  des  yz. 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE.  -  CONCOURS  DE  1896. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne  un  cercle  G  qui  a  pour  équations,  en  coordonnées 
rectangulaires,  x  =  a  cl  j^*-4-^*  =  a*.  On  considère  :  i*  le 
cône  S  qui  a  pour  base  ce  cercle  et  pour  sommet  le  point  de 
l'axe  Oz  qui  est  à  la  dislance  Xa  de  l'origine;  2"*  la  surface  Si 
engendrée  par  des  droites  parallèles  au  plan  des  xy,  et  qui 
s'appuient  sur  l'axe  Oz  et  sur  le  cercle  donné. 

On  demande  : 

I.  De  former  les  équations  des  deux  surfaces  S  et  Si  ; 

II.  De  trouver  l'expression  du  sinus  de  l'angle  des  plans 
tangents  aux  deux  surfaces  en  un  point  du  cercle  qui  a  pour 
côté  z  =  [xa  et  de  calculer  ce  sinus^  avec  3  décimales  seule- 

ment,  pour  A  =  -  et  a  =  - —  ; 

III.  De  déterminer  l'intersection  des  deux  surfaces;  d'en 
construire  deux  projections  pour  X  =  -;  d'en  suivre  les  prin- 
cipales  transformations  quand  X  varie  de  o  à  Tinfini. 
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On  donne  :  i°  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical, 
ayant  son  foyer  à  57""  au-dessous  du  sommet,  lequel  a  ses 
projections  horizontale  et  verticale  à  170""  et  à  875°""  au  des- 
sus du  bord  inférieur  de  la  feuille,  et  à  220*"'"  du  bord  gauche; 
a*  un  cône  de  révolution,  dont  une  section  méridienne  se  com- 
pose de  deux  lignes  droites  :  Tune,  parallèle  aux  deux  plans 
de  projection  et  passant  par  le  sommet  du  paraboloïde  ;  l'autre 
verticale  se  projetant  à  100""  du  bord  gauche  de  la  feuille.  On 
ne  considérera  que  la  nappe  de  ce  cône  qui  se  projette  verti- 
calement au-dessous  de  la  première  des  deux  lignes  indiquées 
et  à  droite  de  la  seconde. 

La  courbe  d'intersection  de  ce  cône  et  du  paraboloïde  sert 
de  directrice  à  un  second  cône  ayant  même  sommet  que  le 
paraboloïde. 

On  demande  de  représenter,  par  ses  projections,  le  solide 
commun  aux  deux  cônes  supposés  pleins,  et  limités  inférieure- 
ment  par  un  plan  horizontal  H,  situé  à  54"'"  au-dessous  de 
leurs  sommets. 

On  tracera  en  traits  pleins  noirs  les  lignes  d'intersection  des 
deux  cônes  et  du  plan  II. 

On  indiquera  en  traits  rouges  le  contour  apparent  vertical 
du  paraboloïde  et  la  construction  :  i^des  points  les  plus  hauts 
et  les  plus  bas  de  la  courbe  d'intersection  des  deux  cônes  li- 
mitée au  plan  H;  2**  d'un  point  de  la  trace  du  cône  de  révolu- 
tion sur  le  plan  II  et  de  la  tangente  en  ce  point. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1707. 

(1896,  p.  55). 

Les  courbes  (M)  et  (M')  sont  caustiques  réciproques  par 
rapport  à  la  courbe  {k)^  c* est-à-dire  que  les  tangentes  MA 
^t  M'A  aux  courbes  (M)  et  (W)  font  des  angles  égaux  avec 
la  normale  A     en  Pl  à  la  courbe  (A),  a  étant  le  centre  de 
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courbure  correspondant.  La  perpendiculaire  abaissée  de  M 
sur  A  a  coupe  A  M'  en  M|.  Démontrer  que  la  perpendiculaire 
élevée  en  M  à  iMMi  et  la  perpendiculaire  élevée  en  ]\I|  à 
AMi  se  coupent  sur  la  droite  a  M',  ce  qui  permet  de  con- 
struire le  point  M'  lorsque  M  et  a  sont  connus, 

CoROLLAiRK.  —  Si  la  courbe  (A)  est  une  conique  de  foyers 
M  et  M',  ce  théorème  fait  connaître  le  centre  de  courbure  a 
répondant  au  point  A  de  la  conique,  (M.  d'Ocagne.) 

son  TION 

Par  M.  K.  DrroucQ. 

Si  l'on  remplace  la  courbe  (A)  par  une  autre  courbe  oscu- 
latrice  à  la  première  au  point  A,  le  point  M'  ne  changera  évi- 


>-'-" 


// 


//  / 


demment  pas  sur  la  droite  A!M':  en  choisissant  comme  courbe 
(A)  la  conique  de  foyer  M  qui  passe  par  A  et  admet  a  comme 
contre  de  courbure  correspondant,  on  voit  que  la  démonstra- 
tion de  la  question  revient  à  celle  du  corollaire  qui  en  termine 
l'énoncé. 

Soit  donc  Pi  le  point  où  se  coupent  la  perpendiculaire  élevée 
on  M  à  MM|  et  la  perpendioulairo  élevée  en  Mi  à  AM|  :  nous 
voulons  montrer  que  la  droite  Pi  M'  et  la  perpendiculaire  A  a  à 
M.Mi  ont  pour  point  de  concours  a,  le  centre  de  courbure  ré- 
pondant au  point  A  de  la  conique  de  foyers  M  et  M'  normale 
en  A  à  A  a.  Soient  (•>  le  milieu  do  MM',  n  le  point  où  A  a  coupe 
MM',  enfin  N,  N,,  P  et  Q  les  points  où  la  parallèle  à  MMi 
menée  par  n  coupe  respectivement  les  droites  AM.  AM|,  Ao) 
et  la  parallèle  menée  par  A  ji  MM'.  Le?  triangles  M  PiM|  et  n  3t^l 
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étant  homothéliqaes  par  rapport  au  point  M',  on  voit  que  Ni 
est  la  projection  de  a  sur  AMi.  D'ailleurs,  les  points  P  et  Q 
sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  N  et  Nj  ; 
on  a  donc 


nP  /iQ  =  /iN  /i>ii  =  —  «i\i  =  /la/iA. 

L'égalité  des  termes  extrêmes  montre  que  P  est  l'orthocentrè 
du  triangle  AaQ.  Par  suite,  aP  est  perpendiculaire  à  MM'.  La 
détermination  du  point  a  au  moyen  des  droites  wA,  /iP  et  Pa 
est  une  construction  connue  du  centre  de  courbure  de  la 
conique  de  centre  to,  d'axe  MM',  normale  en  A  à  An.  Le  théo- 
rème en  résulte. 

Remarque.  —  La  construction  du  point  M'  se  simplifie  ainsi  : 
N  étant  la  projection  de  a  sur  AM,  et  n  celle  de  N  sur  A  a,  la 
droite  MM'  passe  par  n. 

Question  1708. 

(1896,  p.  55.) 

Soit  M  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
fixe  0  sur  la  tangente  en  k.  à  la  courbe  (A).  Le  point  M 
décrit  la  podaire  (M)  de  la  courbe  (A)  pour  le  point  0. 
La  perpendiculaire  élevée  en  O  à  OM  coupe  la  normale 
en  K  à  la  courbe  (A)  au  point  m.  On  sait  que  Mm  est  la 
normale  à  la  podaire  (M). 

Soient,  en  outre,  aet  [i  les  centres  de  courbure  des  courbes 
(A)  et  (M)  répondant  aux  points  A  et  M. 

On  a  les  théorèmes  suivants  : 

I.  Si  la  perpendiculaire  élevée  à  OA  au  point  O  coupe 
A  a  au  point  B,  et  si  MB  coupe  Oa  au  point  D,  la  droite  AD 
passe  par  [i. 

II.  Si  la  perpendiculaire  élevée  à  M  m  en  m  coupe  OM  au 
point  H,  la  droite  qui  joint  le  point  H  au  milieu  l  de  Oa, 
passe  par  [ji. 

in.  Si  J  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  a 
"^ur  OM,  K  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  J  sur 
Mm,  L  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  K  surAa, 
la  droite  OL  passe  par  (jl. 

Le  théorème  I  a  été  démontré  par  M .  Ilusquin  de  Rhé- 
ville  dans  les  Nouvelles  Annales  (3*^  série,  t.  IX,  p.  i^i).Tai 
obtenu  les  théorèmes  II  et  \ll  par  des  voies  absolument  dif- 
férentes. Je  propose  ici  de  déduire  ces  deux  théorèmes  du 
précédent.  (M.  d'Ocagne.) 
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SOLUTION  (  *  ) 

par  M.  Ë.  DuPORGQ. 

II.  Les  points  fi  et  a  se  correspondant  de  manière  que  la 
propriété  I  soit  satisfaite,  il  s'agit  de  prouver  que  le  point  1, 
où  se  coupent  OD  et  Hfi,  est  le  milieu  de  Oa.  Je  désigne  par 
V  et  E  les  points  d'intersection  de  OA  avec  Mm  et  MB.  Évi- 
demment 

(M{jLvm)  =  (MDKB), 

d'où 

H(MiJLv//î)  =  0(MDEB). 

Les  rayons  IIM  et  OM  coïncidant,  les  intersections  des 
autres  rayons  conjugués  sont  en  ligne  droite  :  le  point  I  est 


donc  sur  la  droite  qui  joint  V  au  point  commun  à  OB  et  mH, 
La  propriété  à  démontrer  en  résulte. 

m.  Il  s'agit  de  prouver  que  le  point  L,  où  0[x  coupe  AB 
est  la  projection  de  K  sur  cette  droite,  ou  encore,  en  désignant 
par  N  la  projection  de  K  sUr  MJ,  il  faut  prouver  que 


LA 

La 


NM 
iMJ 


OM 
OH 


Or,  soit  K  le  point  où  AD  coupe  OM;  on  a 

i^  =0(AD{jLK)  =  M(ADaK)=:^, 


C.   Q.    F.    D. 


(*)  La    proposition    I    est  déjà    démontrée,  comme    le    rappelle 
renoncé  de  la  question. 
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Question  1718. 

(1896,  p.  i5i.) 

f{z)  désignant  un  polynôme  entier  en  z,  on  a  Végalité 

2iTi[/(a7)  -/(o)]  =ff\z)hzdz, 

fiz)  désignant  la  dérivée  de  f(z)  et  l'intégrale  étant 
prise  dans  le  sens  positif  le  long  d^un  contour  fermé  G 
simple,  partant  du  point  x  pour  y  revenir  après  avoir  en- 
touré Vorigine  O.  (G.  Bourlet.) 

SOLUTION 
Par  M.  AuDiBERT. 

Décrivons  du  point  x  un  lacet  dont  Tentrée  est  en  x  et  la 
boucle  un  cercle  de  rayon  e  infiniment  petit  enveloppant  Pori- 
gine  O.  L'intégrale  prise  le  long  du  contour  G  et  du  lacet  sera 
nulle,  car  il  n'e\iste  dans  le  champ  ainsi  délimité  aucun  point 
critique  de  la  fonction  y^'(^)  ^zdz. 

Précisons  maintenant  la  valeur  de  l'intégrale  sur  chacune 
des  branches  de  ce  parcours.  Désignons  par  A  sa  valeur  prise 
de  â7  à  o  dans  le  sens  direct,  le  long  de  la  branche  rectiligne  du 
lacet  au-dessus  de  la  droite  xO,  Le  point  z^  après  avoir  con- 
tourné Porigine,  revient  en  x  sur  la  branche  rectiligne  infé- 
rieure du  lacet,  dans  le  sens  inverse.  Mais  après  que  z  a  tourné 
autour  de  0,  L^  a  crû  de  27ci;  donc  l'intégrale  sur  la  deuxième 

branche  du  lacet  sera  — A  —  itzi  j    f\z)dz.  Quant  à  sa  va- 

leur  I  sur  le  petit  cercle,  elle  est  nulle.  En  effet,  en  posant 
z  =  2c^^,  on  aura 

car  à  la  limite  e  =  o  et  eLe  =  o. 
Finalement,  on  a  l'équation 


d'où 


o  =  Ah-ï  — A  — 2Tri  f  f'{z)dz—  ff(z)hzdz, 
Jf{z)\.zdz^-,.-i\f{x)-f(o)\. 


(  M^  ) 


Remarque  sur  la  question  1644  (*). 

Pour  résoudre  cette  question,  il  suffisait  de  dire  ; 
La  normale  en  A  rencontre  de  nouveau  la  parabole  en  B.Le 
diamètre  qui  passe  par  le  pôle  G  de  Â6  coupe  ce  segment  en 

son  milieu  F.  On  a  alors  -r-.^  -h  2-rw«  Donc,  etc.  Z. 

A  F  AB  ' 


QUESTIONS. 


1733.  Étant  donné  un  cercle  dont  le  diamètre  AG  est  verti- 
cal, deux  points  pesants  partent  du  repos  en  A  et  en  B,  et  dé- 
crivent les   deux   cordes  complémentaires  AB,  BG  ;  les  deu^ 
mobiles  seront  sur  une  même  verticale  au  bout  d'un  temps 
indépendant  de  la  position  du  point  B  sur  la  circonférence. 

(B.  NlEWENGLOWSKI.) 

1734<.    Si  n  —  i  et  /?  -m  sont  deux  nombres   premiers  pli»'® 
grands  que  5,  n  est  nécessairement  de  la  forme  n  =  3om,  o^-i 
de  la  forme  ti  =  3o/7i  ±  12,  et  n^(n^-h  16)  est  toujours  divî  — 
sible  par  720.  (  Wolstenholme.) 

173o.  Si  n  —  2  et  71  -i-  2  sont  deux  nombres  premiers  pi 
■grands  que  5,  n  est  nécessairement  de  la  forme  /i  =  Som  -+- 1 
ou  de  la  forme  n  =  Som  dz  9.  (Wolstenholme.) 

1736.  n  étant  un  nombre  entier,  32«-4-« — 8/i  —  9  est  to 
jours  divisible  par  64.  (Wolstenholme.) 

1737.  n  étant  un  nombre  entier,  3*«-*-*-4- 2'*+*  est  toujou 
divisible  par  7.  (Wolstenholme.) 

1738.  Huit  points  étant  donnés  sur  un  plan,  il  existe 
points  tels  qu'en  les  joignant  aux  buit  points  donnés,  on  0 
tienne  des  faisceaux  en  involution,  (Ed.  DewulF.) 


(•)  Voir  p.  1^7. 
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■  '        ~  ^ — ■ 1 —  ^  ,  j  ^  ^^  |-|MMM|-MIIIMIM._  J 

[Ba] 

EXPOSÉ  D  UNE  THÉORIE  NOUVELLE  DES  SUBSTITUTIONS 

LINÉAIRES; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


I.   —  Préliminaibes. 

J'appelle  substitution  linéaire  ropération  qui  a  pour 
but  de  remplacer  des  variables  par  des  fonctions  linéaires 
et  homogènes  de  nouvelles  variables. 

Une  substitution  linéaire  pourra  donc  se  représenter 
au  moyen  des  formules 


(1) 


yi  =anXi  ■+-  cci2^2  ...  -H  v-m^n , 

^j  =  a2i  Xi-h  (X,22Xi  ...  -h  a^n^n  > 

? 

y„  =  3t/ii37i  -h  a/i2^2  ..--+-  ^nn^ni 


x^^  x^-i  . . . ,  x,i  désignant  des  variables,  a/y  des  coeffi- 
cients constants,  j^ ,  ^2^  •  •  •  j  JK«  de  nouvelles  variables. 

Le  déterminant  S  =h  a^  CL22  •  •  •  ^nn  est  dit  le  déter- 
minant de  la  substitution  ;  le  nombre  n  des  variables  j? 
on  y  est  le  degré  de  la  substitution. 

Considérons  la  fonction  linéaire  des  x/y 

(2)  s  =  I^acijZij, 

nous  dirons  que  cette  fonction  s  représente  la  substitu- 
tion (i),  et,  en  effet,  à  chaque  substitution  (i)  correspond 
une  et  une  seule  fonction  linéaire  telle  que  (2),  et  vice 
versa.  Les  T/y  seront  des  imaginaires  ou  des  clés  assu-- 
jetties  aux  relations 

I  ZijXXki  =  o     si    j>k, 
Ann,  de  Mathémat.^  3*  série,  t.  XV.  (Août  1896.)  23 
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Il  résulte  dcî  In  qiu»,  si  .v  =  Sa/yT/y  et  ^  =  S ^,7 T,y  repré- 
sentent deux  substitutions,  .ç  -h  /  représentera  une  sub- 
stitution que  nous  pouvons  appeler  la  somme  des  deux 
premières,  et  2(a/y-f-  '^ij)'^ij  sera  la  substitution 

» 

On  appelle  produit  de  deux  substitutions  s  et  f  la 
substitution  équivalente  à  la  substitution  s  suivie  de^ 
ou  vi(ie  versa;  ce  produit  dépend  d'ailleurs  de  Tordre 
dans  lequel  on  effectue  les  substitutions  :  st  est  le  ré- 
sultat obtenu  en  effectuant  d'abord  f,  puis  s. 

Si  l'on  appelle  s  la  substitution  (i)  ou  loLijZij,  et  th 
substitution 

-2  =  ^21^1  -f-  ^22^2.  .  --H  hn^ny 


on  aura 

-f-  ar2(p/iai2  -f-  Pi2a22 .  •  .-f-  ^^««2) 


^y(Paaiy  -4-  P/2a/y  . .  .-h  ?ma;,y) 


cette  substitution  sera  la  substitution  ts  représentée  par 

( 4  )  s  (  p/i  a/y  -h  p,-j  aay  . . .  -f-  P/«  a„y  )T/y  ; 

or,  si  Ton  effectue  le  produit 

en  tenant  compte  des  relations  (3),  on  trouve  précisé- 
ment le  résultat  (4)-  Donc  le  produit  de  deux  substi- 
tutions est  représenté  par  le  produit  des  Jonctions 
linéaires  qui  représentent  ces  substitutions. 
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11.  —  Des  fonctions  de  substitutions. 

Si  Ton  donne  plusieurs  substitutions  5,  /,  //,  . . . ,  les 
notations  s  -h  t,  5  -r  /  4-  ",  st,  Av,  stu^  ...  sont  bien 
définies  d'après  ce  qui  précède,  la  notation  s  —  t  se 
comprend  d'elle-ménie. 

La  substitution 


Tji  -+-  ^jj  -\- ,  .  »-\-  T 


nn 


joue  le  rôle  de  Tunité,  elle  remplace  Xt  par  Xi,  Xn  par 
^2,  .  • .  ;  d'ailleurs 

nous  poserons  donc 

Tii  -f-  T21  .  .  .  -f-  Trtrt  =   I, 

et  I  sera  le  symbole  de  la  substitution  de  nul  effet  ^ 
de  même,  a  étant  un  nombre,  on  pourra  poser 

a,  =  c^~ii  ~+~  ^  ~2î  •  -  •  ~+~  "  */!«  > 
car 

(rtTii  -f-  «Tjs . . .  )  X  y^oLij-Zij  =  ZaoLijZij; 

les  symboles  a-h^s-^ct-h,.,  sont  donc  mainte- 
nant bien  déflnis  et  représentent  des  substitutions.  Les 
formules 

serviront  à  définir  5°,  5',  5^  3:1  _  ^  (*t  alors  /"(x)  dési- 
gnant un  polynôme  entier  en  x,  J{s)  sera  bien  défini 
et  représentera  une  substitution. 

11  faut  remarquer  que  -Zij  représente  une  substitution 
dite  élémentaire,  qui  remplace  Xé  par  Xj  et  les  autres 
variables  par  zéro. 

Les  substitutions  de  la  forme  a  -f-  b'Zij  sont  dites 
primaires. 
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III.  —  Décomposition  d*une  substitution  en  facteurs 

PRIMAIRES. 

Si  Ton  multiplie  une  substitution  Sa/yT/y,  dont  le  dé- 
terminant est 

*!1      *12       •••       ^in 

.  ast     ass      . . .      (Xin 


a«i     a„2 


a 


nn 


par  la  substitution  primaire  i  -h  /^T/y ,  elle  devient 

cette  multiplication  a  pour  eflet  de  remplacer,  dans  le 
Tableau  (i),  la  colonne  a^y,  a2y,  . . .,  ol^j  par  ol^j  -\-  poL^^ 
OL.yj  ■+■  poLiij  . . .,  oLftj  -^  poLni,  La  multiplication  est  censée 
elïectuée  à  droite  par  (i+pT/y);  si  Ton  multipliait  à 
gauche,  on  obtiendrait  un  résultat  analogue,  dans  lequel 
les  lignes  joueraient  le  rôle  qu'avaient  joué  tout  à  l'heure 
les  colonnes. 

11  résulte  de  là  que,  en  multipliant  la  substitution 
Sa/yT/y  successivement  à  droite  par  des  facteurs  pri- 
maires, on  fera  prendre  la  forme 

/?11  au  -1-^21^12  ••  •  +  7'«l^l«)      Pli^ll  -i-' '  '  Pnt^lni       •••« 
Pli^U -^  Pu  ^22  •• '-^P  ni  °^inj     Pl2^2l  -^- '  '  Pn2'^2ni      •••> 


à  son  déterminant ,  en  sorte  que  ,  si  Ton  prend 
ïl(Xij'Zij=  I,  on  voit  que  la  substitution  'Spij'Zij,  dont 
le  déterminant  est 


Pli       P\2 
P'il      Pl2 


Pin 

P2n 


peut  s'obtenir  en  multipliant  entre  elles  des  substitu- 
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tions  primaires  de  la  forme  a  +  b'Zij^  et  il  est  visible 
que  la  substitution  ^pij-Zij  est  quelconque*,  donc  toute 
substitution  est  décomposable  en  facteurs  primaires. 


IV.   —  Equation  caractéristique. 


Posons 


■^i  =  Yi  '=11  -^  72*^12  •••-'-  Y«'^ln> 


'/  =  Yl  '^i\  -*-  Y2'^*2  ...  -H  -in-^iny 


S  =  "LOLij-Zij, 


on  aura 


SZi   =  (ail  "Cil  -i-  3t2lT2i  .  .  .  )  Yl  -H  (aiiXi2  -T-  «21  "^22  •••)  Y2  •+■•••  > 

c'est-à-dire 

5<Si  =  ai,(Yl^ll  -f-  Y2'^I2---)-^«2i(Yi'^21  ■+-Y2'^22  ...)... 


ou 


SZi  =  aii5i  -f-  (X.i\Zi  -+-...  ^nX^H') 


en  sorte  que  Ton  aura 

(    («11—^)51-+-  «21         ^t 

(i)  l  a,2     ZiH-(a22— 5)^2 


a»i'S«=  o, 


désignons  par  y^(^)  le  déterminant 


Ctn  —  S  «12  .  .  .      ^\n 

«21  «22 —  ^        •  •  •        ^2/t 


•  .         .  •  • 


on  déduit  des  équations  (i) 

/(5)^l=0,  /(5)4Î2=0, 


f(s)Zn=0. 


Or  Yf ,  Ya?  •  •  •  sont  quelconques,  en  les  remplaçant  par 
Tn,  Y«2»   •••?  Y<«'  P^^s  P^^  Ï2*5  T22,  ..  .,  Y««5  •••>  ^" 
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appelant  z^^  Zr2,  ...  ce  que  devient  alors  ^/,  on  a 

et,  par  suite, 

Or,  Zu  -+-  ^12 +  •  •  •  est  une  substitution  quelconque 
égale  à  I,  si  l'on  veut;  donc 

Donc  toute  substitution  de  degré  n  satisfait  à  une 
équation  de  même  degré  que  Von  appelle  son  équation 
caractéristique. 

Le  terme  constant  de  Téquation  caractéristique  n'est 
autre  chose  que  le  déterminant  de  la  substitution.  Une 
substitution  peut  satisfaire  à  une  autre  équation  qu'à 
son  équation  caractéristique;  si  cette  équation  est  de 
degré  inférieur  à  /z,  on  dit  que  la  substitution  est  sin- 
gulière; au  contraire,  une  substitution  est  normale 
quand  elle  ne  satisfait  à  aucune  équation  de  degré  infé- 
rieur à  son  degré. 

Il  est  évident,  d'après  la  définition  du  produit  de  deux 
substitutions,  que  le  déterminant  d'un  produit  de  sub- 
stitutions est  égal  au  produit  des  déterminants  de  ces 
substitutions. 

Si  l'on  considère  une  équation  de  la  forme 

st  =0, 

où  5  et  t  sont  deux  substitutions,  il  n'en  résulte  pas  né- 
cessairement 5  =  o  ou  f  =  o,  mais  il  faut  que  le  déter- 
minant de  ^  ou  de  ^  soit  nul. 

Cela  posé,  supposons  que  f(s)  =  o  soit  l'équation 
caractéristique  de  s^  supposons  que  s  satisfasse  à  une 
autre  équation  cp(.y)  de  degré  (*gal  ou  supérieur  à  n,  degré 


(  -^5;.  ) 
de  5.  Soit  8(5)  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f{x) 
et  f  (x),  s  satisfera  à  O(^)  =  o.  Ainsi  Ton  aura 

6(5)  =0. 

Donc,  si  la  substitution  s  n'est  pas  normale,  elle 
satisfait  à  une  équation  8(5)  =  o  où  8(5)  est  un  divi- 
seur de  f{s)^  f{^)  désignant  le  premier  nombre  de  son 
équation  caractéristique . 

Dans  le  cas  oà  la  substitution  s  n^est  pas  normale, 
son  équation  caractéristique  n  est  pas  irréductible. 

Il  est  facile  de  voir  en  eflèt  que  6(5)  est  à  coefficients 
commensurables  avec  les  a,y.  Soit 

^{s)  =  sP-\-  ki sP-^  -4- . . . -f-  Ap. 

On  peut  poser 

5  =  2  aijZijj  .  . . ,         5-/  =  2  a<j^  T/y,  . . . , 

alors 

0(5)  =  i:':o(«l.J^-f-A,ai.;-»'  +  ...); 

mais  comme  6(5)  =  o,  on  aura 

«/y  -+- Aia^y     H- o, 

ce  qui  montre  que  les  A  sont  fonctions  rationnelles 
des  oL^^y  et,  par  suite,  des  a/y.  Donc  f(s)  =  o  n*est  pas 
irréductible  si  8(^)  existe,  c'est-à-dire  si  s  n'est  pas  nor- 
male. 

V.  —  Fonctions  rationnelles  d'une  substitution. 

Etant  donnée  une  substitution  s  =  ^oLijiij^  il  existe 
une  autre  substitution  s"^  =  SP/yT/y  telle  que 

s  X  5-1  =  5-^X5  =  1, 

pourvu  que  le  déterminant  de  s  ne  soit  pas  nul. 


(    ,«2    ) 

En  effet 

et  si  Ton  veut  que  ss~*  =  i ,  il  faudra  poser 

aiipii-+-a,jpj,-f-...-+-a,„P;,i  =  l, 


et  les  valeurs  de  ^  sont  bien  déterminées  si  Sdzana,,,... 
n'est  pas  nul  ;  on  trouve  d'ailleurs 

Deux  substitutions  5,  t  sont  dites  échangeables  quand 
^^  =1=  /5^  5~^  et  5  sont  donc  échangeables,  deux  fonctions 
entières  de  s  sont  échangeables. 

Si  s  est  échangeable  av^ec  t^  5*  le  sera  aussi,  s~^  et  ses 
puissances  5""*  aussi. 

En  effet,  si 


sf  =  fs, 

on  a 

sis  —  tss, 

ou 

s^t=  ts^, 

On  a  de  même 

sts-^  =  tss--^  =  tj 

et  en  multipliant  à  gauche  par  s"* 

ts-^=  S'U. 

Si  .9  et  t  sont  échangeables,  on  peut  poser 

fs-^  =  s-U  —  -. 

s 
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Le  symbole  ^^^—^  >  où  y  et  cp  sont  des  polynômes  entiers, 

est  alors  bien  défini,  pourvu  que  le  déterminant  de  ^{s) 
ne  soit  pas  nul. 

Toute  Jonction  entière  dUine  substitution  de  degré  n 
est  égale  à  une  fonction  de  degré  n  —  i  au  plus. 

En  effet,  toute  fonction  entière  F(s)  de  s  donne  lieu 
à  une  identité  de  la  forme 

où  f{s)  est  le  premier  membre  de  l'équation  caracté- 
ristique (ou  de  l'équation  de  degré  moindre  à  laquelle 
s  satisfait)  et  où  ^(s)  est  de  degré  inférieur  à  f(s)  (est 
de  degré  n  —  i  au  plus);  et  comme  f(s)  =  o,  on  a 

F(*)  =  R(5)  C.  Q.  F.  D. 

Il  résulte  de  là  que  si  v  est  le  degré  de  l'équation  de 
degré  minimum  à  laquelle  s  satisfait  (v  =  72,  si  s  est 
normale)  et  si  l'on  a 

Ao5^-^-4- Ai5v-2-i-...=  o, 
il  faut  que 

Ao  =  Al  =. .  .=  o. 

fis) 
Toute  fonction  rationnelle  ^^-^-^  d'une  substitution  s 

^  <p(5) 

de  degré  n  peut  se  mettre  sous  une  forme  entière  (de 
degré  n  —  i  au  plus,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  voir). 
En  effet,  soity(5)  =  o  l'équation  caractéristique  de  5. 
Il  existe  des  polynômes  0(5)  et  ^{s)  tels  que 

^(s)^{s)-\-m{s)f(s)  =  i, 
ou  comme  y(.ç)  =  o,  tels  que 
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donc 


Itt]"'^^''^'?^*^*        ^'  ^'  ^'  ^ 


VI.  —  Substitutions  de  déterminant  nul. 

Aux  substitutionsde  déterminant  nulne  correspondent 
pas  de  changements  de  variables  proprement  dits,  et  il 
n'y  aurait  pas  lieu  de  les  étudier  si  elles  n'étaient  pas  de 
précieux  auxiliaires  dans  les  calculs. 

Cherchons  d'abord  dans  quelles  conditions  le  produit 
de  deux  substitutions  s  et  t  peut  être  nul. 

Soit 

En  égalant  le  produit  st  à  zéro,  on  a  n^  équations 
telles  que 

et  si  l'on  considère  les  a/y  comme  des  inconnues,  plu- 
sieurs cas  peuvent  se  présenter. 

i"  On  peut  satisfaire  à  l'équation.  5t  =  o  en  prenant 
tous  les  a  nuls,  c'est-à-dire  en  supposant  5  =  0;  et 
Ton  ne  pourra  y  satisfaire  autrement  si  le  déterminant 
B  =  S  zb  ^n  P22  •  •  • ,  P/irt  n'est  pas  nul. 

2°  Supposons  B  =  o,  sans  autre  condition  entre 
les  j3/y.  Les  équations  (i)  se  partageront  en  n  groupes 
dans  lesquels  les  rapports  de  n  —  i  inconnues  à  la  n**"°* 
seront  déterminés  ;  ces  groupes  seront 

^12j       3t22,        .  .  .,       OCnij 

•     •«  •••*  ••••  •••« 

et  comme  pour  chaque  groupe  les  coefficients  seront  les 
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mêmes,  on  aura 

Qtii  _  «21  __        _  ^«2^ 

tous  les  mineurs  du  second  degré  du  déterminant  A  de  5 
seront  nuls. 

3^  Supposons  que  non  seulement  B  soit  nul,  mais 
que  ses  mineurs  soient  nuls  sans  autre  condition  entre 
les  P/y.  Les  groupes  d'équations  contenus  dans  le  type  (i) 
se  réduiront  à  des  groupes  den —  a  équations  distinctes, 
deux  des  inconnues  déterminent  les  autres,  et.  comme  les 
n  groupes  ont  les  mêmes  coeflScients,  les  mineurs  du 
troisième  degré  de  A  sont  nuls. 

En  continuant  cette  discussion ,  on  voit  que ,  en 
général,  si  les  mineurs  d'ordre  p  de  t  sont  nuls,  les  mi- 
neurs de  degré  p  -\-  2  de  s  devront  être  nuls. 

Considérons  maintenant  un  système  de  n^  quantités 

^ll>      ^12»       •  •  •  >      ^iny 
»^21>      •^22i       •••»      ^2ni 

•    •    %  y  m    •     m   y  •••«  m    •    •  ^ 

dont  le  déterminant  S  zt:  ^^  «^22- •  •=  X  ne  soit  pas 
nul  ;  posons 


^•--il 


dX 


Zij  Xi. 


(I)  {    ''       X^''''^''dxj, 

dX 


11  est  facile  de  voir  que  Ton  aura 

,    .   __    I    /         ()X  f)X  \  ^  dX 
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donc 

(    I       SI     /)  =  7. 

On  a  ensuite  en  ajoutant  (1) 

(3)  Ç,4-Çj-H...-H  ^„=  I. 

Les  substitutions  $  sont  telles  que,  si  a<,  «2,  ...  dési- 
gnent des  nombres,  régalilé 

entraîne  «4  =  «2  =  •  •  •  =  ^'//  =  o,  ear  en  la  multipliant 
par  Ci,  en  vertu  de  (2)  on  a 

rt,  5i  =  o         ou         rti  =  o. 

Cela  posé,  nous  pouvons  maintenant  démontrer  qu'il 
existe  des  substitutions  normales  et  des  substitutions 
singulières.  D'abord  si  54,  So-,  . . .,  Sn  sont  des  nombres 
différents  entre  eux, 

sera  une  substitution  normale;  en  effet,  si  Ton  pose 
(x  —  Si)(x  —  ^2). .  .(.r  —  Sfi)  =zf[x)f  on  aura  d'abord 
en  vertu  de  (1) 

5Î  =  5f$iH-...-h.ç2? 


n^ni 


î 

/;*)  =  /(-^"i)li-+-/(^2)$2-H...-H/(5«)U, 

donc  y(5)  =  o,  v.l  s  a  pour  équation  caractéristique 
f(s)  =  o;  si  elle  pouvait  satisfaire  à  une  autre  équation 
de  degré  p=n,  o(s)  =  o,  comme 

'^(5)  =  '^(5i)^i-f-.  ..-4-  cp(5„)?/i=  o, 
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il    faudrait   que    '^(^i  )  =  cp(.V2)  =. .  .=  o,    ce   qui   est 
absurde. 

Au  contraire,  si  les  quantités  5|,  ^2,  ...  ne  sont  pas 
toutes  différentes,  si,  par  exemple,  s^  =  ^2,  la  substitu- 
tion 5  =  S5|Ç|  sera  singulière,  car  elle  satisfera  à  Téqua- 
tion  (x  —  .^4  ){x  —  52)..  .{x  —  Sfi)  ^  o. 

Nous  pouvons  donc  former  à  volonté  des  substitutions 
normales  ou  singulières. 


VII.  —  Pivots  d'une  substitution. 


Considérons  maintenant  la  substitution  Sa/yT/y  ou 


î 


si  nous  posons 

yi==kxi,         y%=kxt,  ...,         y,t=kxnj 

nous  trouvons 

!(«!! —  k)xi-\-  oL^iX^-^.  .  ,-^  ainX,i=  o, 

de  ces  équations  on  tire  d'abord 

ety(/r)  =  o  est  Téquation  caractéristique  de  Si.  Soient 
s^^  S2^  . . .,  Sfi  ses  racines,  en  les  mettant  successivement 
à  la  place  de  k  dans  (i),  on  en  déduit  pour  les  rapports 
Xi,  X2,  . . .,  Xfi  un  système  de  n  valeurs. 
Soient 

les  valeurs  de  Xi ,  Xz-,  >  ^  *  ^  Xn  correspondant  à  la  valeur 


(  ,H58  ) 


Si  de  k,  on  aura 


(^) 


/  (an  — 5/)j:-, /-+-... -h        ci\„3rnt        =  o, 


2/11  JJ"!!-^-.  •-»-  («/i/i — Si)Tni=  o. 


Si  l'on  pose  X  =  ï  =ii  .r , ,  .1-22  •  •  •  ^/i/m  ^'^  déduira  de  (2) 

I   /  d\  ()\  \ 

et  en  posant 


on  aura 


Nous  voyons  le  rAle  iinportanl  que  jouent  les  Xij  dans 
la  théorie  des  substitutions,  x^'i  J^ai»  •  •  »  >  ^ni  constitue- 
ront ce  que  nous  appellerons  un  pwot. 

Les  quantités  Çi,  $21  •  •  •  peuvent  s'exprimer  facile- 
ment en  fonction  de  s  \  en  effet,  comme 


*/»$/I« 


on  a,  en  appelant  F  un  polynôme  entier, 

F(.s-)-_.F(.s-,)$,-+F(^,)$2-f-..., 

fis) 


et  SI 


on  a 


K(.v)  = 


éa =/■'■-)!.. 


ce  qui  justifie  le  nom  de  substitutions  ùiterpolaires  que 
nous  donnerons  aux  substitutions  \, 

La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  est  subordonnée 
à  un  grand  nombre  d'hypothèses  restrictives  et  sur  les- 
quelles nous  allons  maintenant  porter  notre  attention- 
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En  général,  quand  f(k)=:o  aura  des  racines  multi- 
ples, la  substitution  ne  pourra  plus  se  mettre  sous  la 
forme 

Cependant  quand  tous  les  mineurs  de  /(k)  sont  nuls 
/(k)  a.  une  racine  double  et  les  pivots  correspondant  à 
cette  racine  sont  indéterminés,  et  s  peu\^  encore,  et  cela 
d'une  infinité  de  manières,  prendre  la  forme  précédente; 
mais  alors,  dans  cette  forme,  il  y  aura  des  coefficients 
égaux. 

Ce  qu'il  faut  remarquer,  c'est  que  c'est  seulement 
dans  des  cas  exceptionnels  que  notre  théorie  sera  en 
défaut  et  X  ne  sera  jamais  nul  puisque  les  cuij  sont  bien 
déterminés. 

VIII.  —  Substitutions  échangeables. 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  substitutions 

soient  échangeables.  Supposons,  ce  qui  est  le  cas  gé- 
néral, que  5  et  t  puissent  se  mettre  sous  la  forme 

Si?  Sîî  '  '  -y  f\\'i  "^2?  •  •  •  désignant  des  interpolaires,  on 
pourra  poser 


dX 

^7-  \2d^j^dy-''^j' 


en  désignant  par  X  et  Y  les  déterminants 

X  =  2  dz  3711  ...  Xnnj  Y  —  S  dz  y IX  J^22  .  •  .  ynn- 


(2) 
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Pour  que  Ton  ail  st  =  ts  il. faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 
^pT^q  =  r\g\p.  Cela  suffit  évidemment.  Ensuite,  cela  est 
nécessaire  ;  car  si  5^  =  /5  on  a 

s^t  =  sts  —  ts^f         s^  t  —  tS^f  .  .  .  , 

Or  on  a 

et  pour  que  Ç^Tj^  =  r\g^pf  il  faut  que  Ton  ait 

Laissons  /^,  7,  j  fixes,  multiplions  les  deux  membres  de 
cette  formule  par  j/^  en  faisant  «  =  1,  2,  3,  . . .,  n  et 
ajoutons,  nous  aurons 

/  d\  dX  \         „ 

/  dY  f)Y  \  /  dX  dX  \ 

laissons   p   ai  c/   fixes,   multiplions   par  -r — >    faisons 


dxjp 


7  =  1,  2,  3,  . . .,  71  et  ajoutons,  nous  aurons 

dX  d\  \  ^„ 


6^071  ^.-^     ^  6^372;, 


/  d\  ()\  \  /  àX  dX  \2 


de  là  on  conclut,  ou  bien 


(  36.  ) 
OU  bien 

^^       /  àY  ÔY  \  /  dX  dX  \ 

En  multipliant  (2)  par-r — >  •  •  •  faisant  y  =  i,  2,  ...,  72 
et  ajoutant,  on  a 

Si  Ton  considère  l'équation  (3)  elle  ne  peut  avoir  lieu 
quel  que  soit  ^,  sans  quoi  on  aurait  Y  =  o,  il  y  aura  donc 
des  valeurs  de  p  et  (f,  telles  que  (4)  ait  lieu,  en  vertu 
de  (5)  ^  si  p  el(f  sont  de  telles  valeurs,  il  n'y  aura  qu'une 
valeur  de  p  qui,  associée  à  des  valeurs  de  ç,  ne  satisfait 
pas  à  (3).  Des  n  —  i  équations  (3)  on  déduira 

yip'  -  ^\p  =  yip'  *  ^tp  = . . . , 

el  si  p^^  q*  on  n'aura  pas  /?  =  9?  sans  quoi  on  aurait  Y  =:  o; 
il  en  résulte  que  l'on  peut  poser 

J^21  =  ^îl»  J^Î2=^Î2>  .••, 


et,  par  suite, 

\\  =  yu       ?2=  y^t       •  •  •  • 

Les  substitutions  échangeables  ont  donc  mêmes  inter- 
polaires et,  par  suite,  sont  des  fonctions  d'une  même 
substitution  normale. 

Cette  conclusion  suppose  que  s  e\t  sont  des  substitu- 
tions tout  à  fait  générales,  et  si  l'une  d'elles  ne  pouvait 
pas  affecter  la  forme  Sk  \k  4-  ^2^2  -F--  •  •  oïi  ferait  varier 
ses  coefficients  infiniment  peu,  de  manière  à  lui  faire 
Ann,  de  Mathémat,,  3«  série,  t.  XV.  (Août  1896.)  24 
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affecter  la  forme   en  question,  et  Ton   arriverait   aux 
mêmes  conclusions. 

IX.  —  Substitutions  quasi-échangeables. 

Maintenant  proposons-nous  de  trouver  deux  substi- 
tutions 5  et  ^  telles  que  Ton  ait 

St    =    ttSy 

t  désignant  un  nombre.  Si  n  désigne  le  degré  de  s  et  /, 
€  ne  saurait  être  quelconque;  en  elfet,  le  déterminant 
de  st  devant  être  égal  à  celui  de  Is  et  à  celui  de  (ef)s] 
si  donc  les  déterminants  de  5  et  £  ne  sont  pas  nuls 
il  faudra  que  £"  =  1  :  ainsi  e  devra  être  racine  /i»®"«  de 
Tunité. 

Mais  supposons  s  donné  et  cherchons  t;  pour  cal- 
culer les  p,  il  faudra  résoudre  n^  équations  de  la  forme 
linéaire 

en  éliminant  les  ^on  aura  une  équation  en  e  du  degré  n', 
dont  chaque  racine  fera  connaître  un  système  de  valeurs 
des  p. 

D*abord  si  l'on  suppose  s  normale,  toutes  les  fonctions 
de  s  au  nombre  de  n  linéairement  distinctes  seront  pour 
c  ==  I  des  solutions  des  équations  (i)  dont  les  mineurs 
d*ordre  n  —  i  seront  nuls  :  donc  e  =  i  sera  racine 
d'ordre  n  de  l'équation  en  e. 

Toute  racine  de  l'équation  en  s  sera  d'ordre  de  mul- 
tiplicité /?,  car  si 

st     =     ZtSy 

on  aura 

(st)  X  t  =  t  f  X  (st); 

donc  si,  pour  une  valeur  de  e,   t  est  une  solution  5/, 
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s'^  tj  , . .,  f{s)t  seront  encore  des  solutions  ;  le  raisonne- 
ment fait  pour  la  racine  i  s'applique  donc  aux  autres 
racines. 

Si  nous  supposons  toujours  s  normale,  son  équation 
caractéristique  sera,  par  exemple, 

s^  -+-  ai  5»-*  -f. . . .  -4-  a;»  =  o, 
et,  par  suite, 

ts"^-^  ai/5«-i-H...-!-  tan=  o, 
c'est-à-dire 

£«5»  f  4-  a,  e^-i  5'»--*  «  -H ...  -f-  an  f  =  o  ; 
donc  le  déterminant  de  t  est  nul,  ou  le  déterminant  de 

e«  5»  -h  ai  £«-*  s^-i  H- ...  H-  a^, 
OU  enfin 

cette  dernière  hypothèse,  puisque  5  est  normale,  donne 
ait~^  =  aij         aje~*=a2,         ...,         a/ie-'*  =  a/t: 

donc  e  est  racine  de  e"  —  i  =  o  et  a^  =  o,  a2  =  o.  . .  .  ; 
l'équation  caractéristique  de  s  est  une  équation  binôme. 
Voici  un  exemple  de  substitutions  quasi-échangea- 
bles : 

S=     Xi2 -h        Tj3-4-...-}-         T^i, 

/  =  £Tii-!- £'t22-1-.  .  .-h  e'»Xrt„,  £'»=!. 

En  effet 

5f  =  e*Xii-hÊ3x23-+-...-4-e«-^-*Tni,  Jf  =  tts. 

La  substitution  5  est  une  substitution  circulaire;  les  in- 
terpolaires de  l  sont  Thî  '^23?  •••?  '^/i«?  J  et  f  sont  nor- 
males; on  a 

^•^  =  ''^iy-i-i  ■+■  "^îy+î  -+"  X3y-t-8  -H . .  . , 
t^sJ  =  e'Tiy+1  -H  £*»■  T2y-»-î  -!-••.. 
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X    —  Forme  remarquable  que  peut  prendre 

L']NE    substitution    QUELCONQUE. 

Soient  ^  et  /  deux  substitutions  normales  non  échan- 
geables, soient  Çi,  $2,  . . .,  $„  les  interpolaires  de  ^;  t^i, 
"^27  "M  ■'l/i  celles  de  t.  Supposons  que  Ton  n'ait  pour 
aucune  valeur  de  i  ou  de  j, 

il  n'existera  pas  de  relations  de  la  forme 

car  s'il  existait  une  semblable  relation,  en  la  multipliant 
à  gauche  par  ^p  à  droite  par  y\^,  on  aurait 

^pq^P^q—  ^  ""  ^pq  =  0, 

puisque  ^pfiq  ne  peut  être  nul. 

Considérons  maintenant  une  substitution  de  degré  n 

posons 

on  satisfera  à  cette  équation  en  remplaçant  Ç,- et  y\j  par 
leurs  valeurs  T/y  et,  en  identifiant,  on  aura  ainsi  des 
équations  linéaires  pour  calculer  les  a/y;  le  déterminant 
de  ces  équations  ne  sera  pas  nul  sans  quoi  il  existerait 
des  relations  de  la  forme 

où  les  aij  ne  seraient  pas  tous  nuls. 
Ainsi  V  peut  être  mis  sous  la  forme 

donc  toutes  les  substitutions  peuvent  être  considérées 
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comme  des  fonctions  entières  des  deux  mêmes  substitu- 
tions. 

On  peut,  par  exemple,  prendre 


al 


5=     XiiH-       TJ3  4-...H-        T/tij 


ors 


et  Ton  n'a  jamais 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  a 

[Fld] 

REMARQUE  SDR  LA  FORMULE  TflÉTA  DE  JACOBI  ('); 

Par  m.  a.  GUTZMER, 

Professeur  à  l'Université  de  Halle. 

(Traduit,  avec  rautorisation  de  l'auteur,  par  M.  L.  LAUGEL.  ) 


L'étude  de  Kronecker  (  ^  )  Sur  V époque  et  sur  le  mode 
d'origine  des  formules  thêta  de  Jacobi  a  de  nouveau 
attiré  l'attention  sur  la  relation  qui  a  lieu  entre  les 
produits  de  quatre  fonctions  thêta,  relation  que  Jacobi 
a  prise  pour  principe  de  base  de  la  Théorie  des  fonctions 
elliptiques  dans  son  Cours  de  Konigsberg  (^).  Il  ne  me 


(*  )  Journal  de  Crelle,  t.  CX,  Cahier  3.  • 

(")  Crelle,  t.  108,  p.  325.  Sitzungberichte  der  Berlin.  Acad,  1891 

(»)  Jacobi,  Œuvres,  t.  I,  p.  497-538. 
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semble  donc  pas  superflu  de  comtnuuiquer,  dans  ce  qui 
suit,  une  démonstration  simple  de  la  formule  en  ques- 
tion à  laquelle  j'ai  été  conduit,  depuis  assez  longtemps, 
par  les  Leçons  de  M.  Fuchs  et  par  une  communication 
orale  de  ce  géomètre,  démonstration  qui  présente  une 
déduction  de  la  relation  entre  les  tli^ta  conforme  à  la 
nature  des  choses. 

Prenons  comme  point  de  départ  cette  remarque  que 
la  relation  de  Jacobi,  qui  se  présente  dans  la  notation 
employée  par  Kronecker  (  *  )  sous  la  forme 

(  T,(Ço,Ci,îî,Î8)-+-T,(Ço,îi,Cî,Cs)» 

(      =  T,(U  îî,  C„  C»)  -+-  T3(îo,  Çî,  îi,  C3), 

où  l'on  a  posé 

TA«o,îi,Cî,W  =  3r>i(Ço-HÎi)3rA«o-îi)3^A(C«-HW3rA(î,-Ç;3), 

peut  être  représentée  comme  une  relation  entre  fonc- 
tions thêta  du  second  ordre.  On  sait  (^)  que,  par  fonc- 
tion ^  d'ordre  A,  on  entend  une  fonction  qui  satisfait 
aux  relations  fonctionnelles 

<ï>(ç+i)  =  *(0, 

La  première  de  ces  équations  fournit,  comtne  l'on 
sait,  un  développement  de  la  forme 


(  •  )  Remarques  sur  les  formules  thêta  de  Jacobi  (  Crelle,  t.  102, 
p.  260). 

(")  Hermite,  Note  au  Calcul  différentiel  de  Lacroix  (6* édition). 
Hermite,  Cours  de  la  Faculté,  lithographie,  4*  édition,  p.  219. 
Comparer  KôNiGSBERaER,  Z,epo/t5  ^ur  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques; Leipzig,  Teubner. 
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et  de  la  seconde  équation  fonctionnelle  s'ensuit  alors 
pour  les  coefficients  la  condition 

de  sorte  que  en  ^(^)  renferme  k  constantes  arbi- 
traires. De  ceci  résulte  directement  qu'entre  k-h  i  fonc- 
tions de  cette  nature  a  lieu  une  équation  linéaire  homo- 
gène à  coefficients  constants.  La  considération  de 
l'intégrale 


/ 


rfç, 


prise  le  long  du  contour  du  parallélogramme  des  pé- 
riodes, montre  ensuite  d'une  manière  connue  (*)  qu'à 
l'intérieur  dudit  parallélogramme,  la  fonction  thêta 
d'ordre  k  possède /r  zéros  dont  la  somme  est  ^  ^Âr(i  -I-  t) 
(modules  i,  t). 

Entre  k  H-  i  fonctions  thêta  d'ordre  k  aux  mêmes  pé- 
riodes (^)  a  lieu  par  conséquent  une  équation  linéaire 
homogène,  à  coefficients  constants^  il  doit  donc  être 
possible  de  tirer  de  la  relation  la  plus  générale  de  cette 
nature  toutes  celles  qui  restent. 

Si  nous  appliquons  ce  principe  aux  fonctions  2r  du 
second  ordre,  il  est  aisé  de  voir,  puisqu'en  ce  cas  la 
somme  des  zéros  est  ^o,  que  la  fonction  3r  la  plus 
générale  du  second  ordre  est  donnée  par 

* 

3^A(îo-4-îi)2r/,(Ço-Çi), 

lorsque  Ton  regarde  Ço  comme  la  variable  indépendante. 
Toute  autre  fonction  thêta  du  second  ordre  (aux  mêmes 
périodes)  ne  peut  en  différer  que  par  un  facteur  con- 


(*)   HeRMITE)  loC.  cit.,   p.   223. 

(•)  A  Tcxemple  de  M.  Weber  {Fonctions  elliptiques  et  nombres 
a.lgébriques,  p.  43),  on  pourrait,  pour  abréger,  employer  la  termi- 
nologie «  fonctions  thêta  parentes  ou  alliées  (verwandte)  >». 
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slant.  Entre  fr^w  pareilles  fonctions  doit  avoir  lieu  une 
relation  linéaire.  Cette  dernière  peut,  sans  nuire  à  la 
généralité,  s'écrire  sous  la  forme 

(  c,3r,(Ço-+-Ç,)3r,(Ço~Ç,)-Hc,3ri(Ço+W3r,(Ço-î,) 
^'^^  \  -hC8  3r,(Ço-hÇ3)3r,«o-îs)=o, 

où  les  grandeurs  Ci,  C2,  C3  dépendront  de  ^1,  2^2?  ^3- 

Si  maintenant,  dans (2),  Ton  pose  ^0=  ^o  le  premier 
terme  s'évanouit,  d'où 

C3  3ri(îi-HÇ,)3^i(îi--î«)' 

et  par  conséquent 

Cî=K3^i(Ç8+îi)3ri(Çs-îi), 
ca=K3ri(ïi-+-îî)3^i(Ci-Cî)» 

de  telle  sorte  que  (2)  prend  la  forme 

^3^i(îo-t-îi)3^i(îo-Ci) 
H-3ri(îo-hÎj)3^i(Co-C2)â^i(C3H-Çi)3ri(Ç,-C,) 

-+-  3ri(Ço-H  Ç3)2r,(Ço-  W^iat-^Ki)^^!-  M  =  o; 
on  obtient  la  grandeur  C|  en  y  faisant  Çq  ==  ^2>  d'où 

et  l'on  arrive  ainsi  à  la  relation 

3ri(îo-f-C3)3ri(Co-C3)3^i(ÇiH-Î2)2ri(Ci~Ç,)  =  o 

qui  est  précisément  l'équation  à  trois  termes  pour  la 
fonction  sigma  de  M.  Weierstrass  (^  ),  écrite  ici  daus  la 

(')  Sitzungberichte  der  Berlin,  Akad,,  1882,  p.  5o5.  Formeln 
und  Lehrsàtze,  etc.  herausgegeben  von  H.  A.  Schwarz,  p.  47» 
Ouvrage  dont  une  traduction  de  M.  Padé  vient  de  paraître  récem- 
ment (Paris,  Gauthier-Villars  et  fils).  Voir  aussi  Scheibner  {Crelle, 
t.  102,  p.  255). 
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notation  des  thêta.  Or,  on  sait  que  de  cette  formule,  par 
des  transformations  simples^de  JJo  et  JJ3,  et  par  la  réunion 
des  équations  ainsi  obtenues,  Ton  peut  déduire  la  rela- 
tion de  Jacobi,  de  même  que  de  cette  dernière  on 
peut  inversement  déduire  la  précédente  formule.  L'on  a 
en  même  temps,  par  conséquent,  aussi  démontré  la  re- 
lation (i)  de  Jacobi  à  Taide  du  principe  en  question,  ce 
qui  était  notre  but. 

Dans  un  Travail  suivant,  il  sera  montré  comment 
le  principe  très  simple  dont  il  a  été  fait  usage  ici  peut 
servir  à  établir  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les  fonc- 
tions thêta  à  plusieurs  variables. 

[P6f] 
SUR  UN  CAS  REHAROUABLE  DE  LA  PROJECTION  GADCflE; 

Par  m.  g.  FONTENÉ, 
Professeur  au  collège  RoUio. 


1.  On  connaît  ce  théorème,  donné  par  la  notion  du 
point  autohomologue,  de  deux  figures  semblables  en 
Géométrie  plane  : 

Étant  données,  dans  un  plan,  deux  figures  sem^ 
b tables  F  et  F',  ax^ec  même  sens  de  rotation ,  si  Von 
partage  dans  un  même  rapport  les  droites  AA',  BIV, 
ce,  . . .  qui  joignent  deux  points  correspondants,  les 
points  de  partage  A'',  B'',  C,  .  .  .  déterminent  une 
figure  ¥"  semblable  aux  deux  premières. 

On  en  déduit  immédiatement  cet  autre  théorème, 
dont  la  première  idée  appartient  à  Tun  de  mes  anciens 
élèves,  Jean  Siegler  : 

Etant  données^  dans  deux  plans  parallèles  P  et  V\ 
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deux  figures  semblables  F  et  V\  a\^ec  même  sens  de 
rotation^  les  droites  A  A',  BI3',  CC',.»-  qui  joignent 
deux  points  correspondants  rencontrent  un  plan  P^ 
parallèle  aux  deux  premiers  en  des  points  A*',  B^, 
C/', .  .  .  qui  déterminent  une  figure  F"  semblable  aux 
deux  premières. 

On  ramène  ce  théorème  au  premier  en  projetant 
obliquement  les  ligures  F'  et  F"  sur  le  plan  P  :  la  direc- 
tion des  projetantes  étant  A  A'  par  exemple,  le  point  A 
est  le  point  autoliomologue  pour  la  Ggure  plane  obtenue. 

2.  On  peut  disposer  des  deux  paramètres  du  point 
courant  M  de  la  figure  F  pour  faire  que  la  droite  MM'M'' 
soit  perpendiculaire  au  plan  P,  et  je  le  désigne  alors 
par  00' O"  :  si  Ton  projette  orthogonalement  les  figures 
F'  et  F''  sur  le  plan  P,  le  point  O  est  le  point  autoho- 
mologue pour  la  figure  plane  obtenue.  On  peut  démon- 
Irer  le  théorème  en  employant  la  propriété  bien  connue 
du  quadrilatère  gauche,  et  en  faisant  une  rotation  autour 
de  OO'O''  \  on  prend  sur  OB  et  sur  O'B'  les  longueurs  O  a, 
O'a'  respectivement  égales  aux  longueurs  OA,  O'A',  on 
mène  aa'.  ... 

3.  La  correspondance  entre  les  points  courants  M, 
M\  M"  est  déterminée  dès  que  l'on  connaît  les  deux 
segments  homologues  AB  et  A'B',  ou  encore  les  deux 
droites  AA'  et  BB'.  Avec  des  coordonnées  polaires,  les 

pôles  étant  A  et  A',  les  axes  polaires  étant  hx  et  A'x' 

A'B' 
dirigées  suivant  AB  et  A'B',  et  en  posant  Âr'=  Xr"*  ^^ 

peut  dire  :  à  tout  point  M  du  plan  P,  de  coordonnées 
9  et  r,  répond  un  point  M'  du  plan  P',  de  coordonnées 
8  et  k' r\  en  remplaçant  A' j?'  par  A'Ç'  parallèle  à  A  j:,  les 
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coordonnées  de  M'  sont  a' -h  6  et  /r'r.  Ce  point  de  vue 
conduit  à  une  démon tration  analytique  du  théorème  : 

On  prend  A  pour  origine^  A  A' A"  pour  axe  des  Zy 
et,  dans  le  plan  V,  des  axes  rectangulaires  dont  l'un 
Ax  est  suwant  AB;  on  trouve  que,  par  rapport  au 
pôle  A'^  et  à  l'axe  polaire  A!'^'  parallèle  à  A  a:,  les 
coordonnées  de  W  sont  a!' -\-  6  et  A"/*,  ai'  et  h!'  étant  des 
constantes  ;  on  a  par  exemple 

„  a  k  sina 

'""S"  =  «'^'cosa'  +  («'-a')' 

a'  et  a"  étant  les  z  des  points  A'  et  A!' , 

4.  Relativement  aux  droites  MM'  ou  [jl,  qui  forment 
une  congruence,  on  a  ce  théorème  : 

Les  droites  [a  sont  les  droites  qui  rencontrent  deux 
droites  fixes  A  et  A'  ;  celles-ci  sont  les  parallèles  au 
plan  P  qui  s'appuient  sur  A  A',  sur  BB',  et  sur  le  cercle 
de  l'infini f  ou  encore  les  droites  gui,  partant  des  points 
cycliques  du  plan  P,  rencontrent  AA'  et  BB'. 

On  le  démontre  facilement  en  cherchant  par  la  Géo- 
métrie analytique  une  droite  z  =  h,  y  =  mx^  qui  ren- 
contre la  droite  MM'  quels  que  soient  /*  et  6;  on  trouve 


a 


m=-àziy         1 — -j- =  X:'(cosa'±  fc  sina';. 

En  appelant  A|  et  A2  les  deux  valeurs  de  h  qui  sont 
imaginaires  conjuguées,  on  a  la  formule 


^'-('-ï)(-f-:)' 


A. 
qui  donne  k'  en  fonction  de  a'  supposé  variable,  el  l'un 


(  ^7^  ) 
a  ensuite  a'  par  les  formules 

/  sin a'  =  (  1  —  —  j  :  A', 

a'~isina'=  (i— ^)  :  f^ \ 

si  le  point  A  de  la  droite  A  M  A"  est  choisi  tel  que  ron 
ait  /i|  -h  A2  =0,  on  a  simplement 


cosa 


COSi 


la 


tanga'=  -r-,  k' = 


hi  cosa' 

Parmi  les  droites  [a  qui  rencontrent  les  deux  droites 
fixes  A  et  A',  on  doit  remarquer  la  perpendiculaire  com- 
mune 00'. 

On  voit  que  la  correspondance  entre  les  points  homo- 
logues M  et  M'  des  deux  plans  P  et  P'  est  en  somme 
établie  par  une  projection  gauche;  on  appelle  ainsi 
(Steïner,  Abel,  Ïranson,  Nous^elles  Annales  de  Mathé- 
matiqueSy  i865,  p.  385,  et  1866,  p.  63,  2i3)  un  mode 
de  projection  dans  lequel  les  projetantes  sont  assujetties 
à  rencontrer  deux  droites  fixes  A  et  A';  ces  droites  fixes 
sont  ici  deux  isotropes,  le  plan  P  de  la  figure  à  projeter 
et  le  tableau  P'  sont  deux  plans  parallèles  à  ces  isotropes, 
et  il  arrive  alors  que  la  figure  projetée  et  la  projection 
sont  deux  figures  semblables. 


[E5] 

SUR   LES   INTÉGRALES   DE   FRESNEL; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Dans  le  calcul  des  intégrales  de  Fresnel 


(30  ^« 
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on  rencontre   la  difficulté  suivante   :    Démontrer    que 

l'intégrale  j  e~^*  dz,   calculée  tout  le  long  d'un  arc 

égal  au  jd* une  circonférence  ayant  pour  centre  l'ori- 
gine, tend  Ders  zéro  lorsque  le  rayon  de  cette  circon- 
férence croît  au  delà  de  toute  limite.  Les  démonstra- 
tions qu'on  en  trouve  dans  divers  Traités  de  Calcul 
intégral  sont,  ou  très  pénibles,  ou  insuffisantes  sous  le 
rapport  de  la  rigueur.  J'espère  que  la  démonstration 
suivante  sera  suffisamment  claire  et  rigoureuse. 

Construisons  la  courbe  représentée,  en  coordonnées 

polaires,  par  l'équation  r  =  é/tang  (  9  +  j  )  •  Elle  pré- 
sente une  branche  infinie  partant  d'un  point  A,  situé 


sur  Taxe  polaire  à  une  distance  de  l'origine  égale  à 
Tunité^  elle  admet  une  asymptote  OB  issue  de  l'origine 

et  faisant  avec  Ox  un  angle  égal  à  -r«  Sur  cette  branche 

infinie,  prenons  un  point  M,  dont  les  coordonnées  po- 
laires seront  R  et  Gq,  R  étant  aussi  grand  que  nous  le 
voudrons,  et  traçons  un  arc  de  cercle  BMC,  ayant  R 
pour  rayon,  O  pour  centre,  et  limité  aux  points  C,  B, 
où  il  coupe  Taxe  polaire  et  l'asymptote  de  notre  courbe. 

L'intégrale  /  e""\/z,  calculée  le  long  de   cet    arc   de 

cercle,  se  divise  en  deux  parties.  Tune  relative  à 
l'arc  CM,  l'autre  à  l'arc  MB.  Je  dis  que  chacune  d'elles 
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a  un  module  iufiiiiiuent  petit  avec  p-*  Eu  eOct,  si  l'on 

pose 

z  =  R(cos6  -+-  ï'sinO), 

notre  intégrale  se  transforme  comme  il  suit  : 


dz 


»  0 


^*       -û/^  ^  .  n        e^idb 


^K*(COJlS6-MKii 


Mtbi-^^'J^^  <rK« 


(coBt9-i-<«int6)  * 


La  première  partie  de  cette  somme  a  un  module 
moindre  que  la  somme  des  modules  de  ses  éléments, 
savoir 


(A) 


^»     rfô 


et,  comme  e^^'^®»*^  est  constamment  supérieur  à  R*  cos  2  9, 
cette  dernière  intégrale  est  inférieure  à 

i     r^*    d^  I    ,  /.       Tt\       logR 

rjI  ^s^-^^^s^^"n'^"^4>)=-l- 

Donc  l'intégrale  (A)  tend  vers  zéro  avec  k- 
Considérons  encore  Tintégrale 


elle  est  inférieure  à 


'0. 


ro«sO 


?-e. 


Mais  le  facteur  R  sin  (~  —  Bo  )  est  la  mesure  de  la 

distance  du  point  M  à  Tasymplote  OB  de  notre  courbe 
auxiliaire;  donc  ce  fadeur  tend  vers  zéro,  tandis  que  le 
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facteur  suivant  tend  vers  i;  donc  Tin tégrale  (B)  a  pour 
limite  zéro.  En  résumé,  l'intégrale  /     g~*'  dz  se  décom- 

pose  en  une  somme  de  deux  parties,  ayant  chacune  un 

module  infiniment  petit  avec  ^;  donc  elle  a  elle-même 

un  module  infiniment  petit. 

On  connaît  la  suite  de  la  démonstration.  L'intégrale 

/e~*'rf^,  calculée  tout  le  long  du  contour  OCMBO, 

étant  nulle,  on  trouve 

/       <?-'•  dx-h         c-«'  dz—  ;,       e-'" dl  =  o, 


et,    en    supposant  'que   OC  croisse   au  delà   de  toute 
limite, 

Tenant  compte  de  Tégalité 


r- 


r'da^^^-. 


démontrée  quand  x  varie  par  des  valeurs  réelles  et  sépa- 
rant les  parties  réelles  des  parties  imaginaires,  on 
trouve 

4/-  =  f    cos  l^dl-\-  f    sin  /«  dl, 


.90  >*9e 


0=  /     cos/îrf/—  /     sin  l^dl. 

D'où 


(  -^76  ) 
OU,  résultat  équivalent, 


cos  —  c'  dv  =  l     sin  -  p*  é/i'  =  - . 


[K23a] 

SUR  LA  PERSPECTIVE  DES  ARCADES; 

Par  m.  a.  BOULANGER. 


Proposons-nous  de  déterminer  les  cordes  communes 
aux  perspectives  de  deux  coniques  situées  sur  un  même 
cône  du  second  degré. 

Ces  coniques  ont  pour  corde  commune  dans  l'espace 
la  droite  A  d'intersection  de  leurs  plans,  et  la  perspec- 
tive A'  de  cette  droite  sera  corde  commune  des  perspec- 
tives des  coniques.  Quelle  est  la  corde  commune  conju- 
guée de  A'  ? 

Les  génératrices  G|  et  (t^  de  contact  des  plans  tan- 
gents au  coue  mené  par  Tœil  rencontrent  respectivement 
les  coniques  aux  points  «< ,  A^  et  a^yb^.  Les  perspectives 
des  droites  a^a^  et  h^  h^  sont  les  cordes  de  contact  des 
perspectives  des  coniques  avec  les  traces,  sur  le  tableau, 
des  plans  tangents  au  cône,  c'est-à-dire  avec  les  perspec- 
tives de  (j|  et  G2  qui  forment  un  couple  de  tangentes 
communes  aux  perspectives  des  coniques.  D'autre  part, 
a^n^  et  h^h^  sont  situées  dans  les  plans  respectifs  des 
coniques  et  dans  le  plan  G|(j2,  et  passent  donc  par  un 
même  point  de  A.  Par  suite,  les  cordes  de  contact  des 
perspectives  des  coniques  avec  les  perspectives  G,,  G^ 
de  G|  G2  se  coupent  sur  A'.  Or,  quand  une  conique  est 
bitangente  à  deux  autres  coniques,  les  cordes  de  contact 
et  les  sécantes  communes  concourent  et   forment  un 
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faisceau  harmonique.  Donc,  puisque  A'  concourt  avec  les 
perspectives  CL^a\^  et  h\h\  de  a^a^  et  h^h^^  la  corde 
commune  conjuguée  passera  par  le  point  de  concours  et 
sera  conjuguée  harmonique  de  A'  par  rapport  à  ol^cl^  et 
b\  b\. 

Application  à  la  perspective  des  arcades,  —  On 
rencontre  dans  ce  problème  deux  cercles  verticaux  dé- 
crits sur  des  diamètres  égaux  et  parallèles,  situés  à  un 
même  niveau.  (îes  deux  cercles  ont  pour  perspectives 
deux  ellipses  dont  on  cherche  les  cordes  communes. 

A'  est  la  ligne  de  fuite  des  plans  des  deux  cercles. 

Les  cordes  de  contact  se  déterminent  aisément  sur 
l*épure  et  la  droite  demandée  sera  conjuguée  harmo- 
nique de  A'  par  rapport  à  ces  cordes. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d*une  Lettre  de  M.  Astor, 
professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble, 

Les  quelques  mots  qui  indiquent  le  sens  de  la  solution 
de  la  question  de  Mécanique,  énoncée  à  la  fin  de  la 
page  33,  supposent,  ou  que  le  cylindre  est  homogène, 
ou  tout  au  moins  (|ue  A  =  B. 

Les  équations  du  mouvement  autour  du  centre  de 
gravité  sont,  en  prenant  pour  axe  fixe  Cr,  la  verticale 
du  centre  de  gravité  : 

AjD»  -+-B^2^_Gr2    =  h, 
Kpy  -\-  Bqy'-h  Cry''=  A% 

h  et  k  étant  deux  constantes  dont  la  première  est  >>  o. 

Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  XV.  (Août  1896.)  2'J^ 


(  -^7»  ) 
Or  ici  6  r=  90",  cl  l'on  a  par  suilc  : 

(i'\f  d^  d^ 

r=sino,  y=cos(p,  r'=o- 

Les  intégrales  premières  sont  donc  : 


dt^  dt' 

di 
dt 


d^ 
(A  sin^cj -h  B  cos'o)-7^  =k 


(f  est  donné  par  la  quadrature 


Jr^^y  —     /(^A  —  A*)sin'^cp-f-(/tB  — A:')cos«cp 
ôri'  -  V  Alm^oH-  Bcos^cp 


et  par  suite  i  par  la  quadrature 


/(A  sin^cp  -h  B  c()s2ç))[(/iA  —  A:2)sin2çpH-(AB— A:2)cos2b] 

Ces  ([uadratures  sont  en  général  elliptiques;  ou  peut 
les  obtenir  par  les  fonctions  élémentaires  si  h  =  k^Hf 
en  supposant  A  ^  B.  tj>  détermine  Torientation  de  Taxe. 

Si  A  =  B,  -^  et  -j7  sont  constants. 
'  dt       dt 

Extraits  d^une  Lettre  de  M.  Sentais, 
professeur  à  l' Université  de  Gand, 

i"  Dans  un  article  Sur  les  cordes  normales  de  la  pa- 
rabole [N.  A,  M,^  p.  274),  M.  d'Ocagne  établit  les  deux 
théorèmes  suivants  :  M^  M2  étant  la  corde  normale  au 
point  Ml  d' une  parabole  :  i®  L'angle  des  tangentes 
en  Mi  et  M2  à  la  parabole  est  égal  à  Vinclinaison  sur 
V axe  de  la  droite  qui  joint  le  point  M|  au  sommet i 

2"  Le  rapport  du  rayon  de  courbure  en  M,,  à  la 
corde  normale  correspondant  à  ce  point,  est  égal  au 
rapport  de  l'abscisse  du  point  M|  au  paramètre. 
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On  obtient  la  première  propriété  eu  remarquant  que 
les  pieds  des  normales  issues  du  point  M2  sont  sur  un 
cercle  passant  par  le  sommet  O  de  la  parabole  et  par  le 
milieu  R  de  la  projection  de  OM2  sur  la  tangente  au 
sommet.  Car  le  point  R  étant  sur  la  tangente  au  point  M2, 
si  N  est  le  point  commun  h  l'axe  de  la  parabole  et  à  la 
normale  au  point  M^,  le  cercle  considéré  a  pour  dia- 
mètre RN.  De  là  résulte  Tégalité  des  angles  MiON 
et  M^MaN. 

L'égalité 

R       xi 
7  =  7' 

établissant  le  second   tliéoième,  ne  diffère   pas   de  la 

suivante  : 

2R 

-  -  —  tangua; 

OL  étant  Tangle  que  la  normale  au  point  M|  fait  avec 
Vaxe  {Bulletins  de  r  académie  royale  de  Belgique  y 
3*  série,  l.  XVII,  p.  38o)^  car 

tanjî'a  =  • 


2®  Généralisation  de  la  question  1641. 

Une  conique  S|  a  pour  centre  un  point  G  d^une 
conique  2,  et  passe  par  le  symétrique  de  ce  point  par 
rapport  au  cenfre  O  de  H.  Si  des  parallèles  aux 
asymptotes  de  ]S  et  ^i  forment  un  faisceau  harmonique, 
S|  coupe  Z  en  trois  autres  points  A,  B,  C,  formant  un 
triangle,  dont  G  est  le  centre  de  gras^ité. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques,  ciiconscrites  au  qua- 
drangle  ABCG,  est  une  conique  S2  passant  par  le 
rentre  O  de  S,  par  les  milieux  de  GA,  GB,  GG  et  dont 
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les  points  à  rindiii  sont  conjugués  par  rapport  à  S.  St  6sl 
donc  hoiuolhélique  à  ïl^,  le  rapport  d'iiomothëlie  étant 
égal  à  j.  Les  côtés  opposés  G  A  et  BC  du  quadrangle  ABCG 
déterminent  sur  la  droite  de  Tinfini  deux  points  con- 
jugués par  rapport  à  S2;  par  suite,  BC  est  une  corde 
conjuguée  du  diamètre  GA.  Le  point  G  est  donc  le 
centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 

Remarque.  —  Si  S<  est  un  cercle,  S  est  nécessairement 
une  hyperbole  équilatère;  on  retrouve  alors  le  théorème 
énoncé. 

Remarque  sur  la  question  1653. 

(Extrait  d'une  Lettre  de  M.  M.  d'Ocagne). 

J'ai  démontré  dans  le  Journal  de  Mathématiques 

spéciales  (1891  j  p.  99)  que  si  le  cercle  osculateur  C  en 

un  point  (Vune  parabole  coupe  cette  courbe  au  point  V 

et  si  la  droite  MV  rencontre  l'axe  de  la  parabole  au 

point  I,  0/1  a  IV  =  3MI,  et  d'autre  part  (même  page) 

que  si  le  cercle  G  rencontre  en  M'  le  diamètre  relatif 

au  point  M,  on  a 

arc  MM' =  arcM'V. 

Prenons  le  point  D  symétrique  du  point  M' par  rap- 
port à  la  normale  en  M.  Ce  point  D  se  trouve  sur  le 
cercle  C  et  la  droite  MD  passe  par  le  foyer  F.  En  outre, 

on  a 

arcMD  =  arcMM'=  arcM'V. 

Donc  VD  est  parallèle  à  MM',  c'est-à-dire  à  FI,  et 

Ton  a 

MF       MI       ï 


FD        IV        3 


7:> 


d'après  le  théorème   ci-dessus.  On  est  ainsi  amené  à 
l'énoncé  de  la  question  16o3  (iSgS,  p.  2*). 
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CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1896. 


Mathématiques  élémentaires. 

Soit  0/VB  un  triangle  rectangle  en  0  ;  soient  AA',  BB'  les 
bissectrices  intérieures  des  angles  aigus  A  et  B  ;  on  demande 
de  calculer  les  côtés  OA  =  x^  OB  =  y^  AB  =  -s  de  ce  triangle, 
connaissant  les  longueurs  0A'=  a,  0B'=  6,  et  de  démontrer 
le  résultat  suivant  : 

En  supposant  entiers  les  nombres  a,  b^  pour  que  les  nombres 
X,  y,  z  soient  aussi  entiers,  il  faut  et  il  suffît  que  l'un  des 
nombres  a,  b  soit  de  la  forme 

l'autre  étant  de  la  forme 

jo,  q^  m,  sont  des  nombres  entiers  positifs,  vérifiant  la  condi- 
tion 

'^P>q>P' 

Mathém,atiques  spéciales. 

On  donne  une  ellipse  E  qui,  rapportée  à  ses  axes,  a  pour 
équation  — r  -H  ^r-  —  i  =  o. 

i®  On  considère  des  ellipses  S  dont  les  axes  coïncident  en 
position  avec  ceux  de  l'ellipse  E  et  ont  2  A,  2B  pour  longueur. 
Trouver  la  relation  qui  doit  lier  A,  B  pour  que  l'on  puisse 
inscrire  dans  E  une  infinité  de  triangles  PQR  circonscrits  à  S 
et,  dans  ces  conditions,  trouver  le  lieu  des  sommets  des  rec- 
tangles formés  par  les  tangentes  aux  ellipses  S  en  leurs  som- 
mets. 

Montrer  que,  dans  ces  mêmes  conditions,  les  normales  à  E 
aux  points  P,  Q,  R  concourent  en  un  point  N. 

a**  Examiner  si  les  ellipses  S,  obtenues  au  n**  i",  représentent 
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toutes  les  ellipses  concentriques  à  Ë,  et  telles  qu'on  puisse 
inscrire  dans  E  une  infinité  de  triangles  PQR,  circonscrits  à  S, 
les  normales  à  F  aux  points  P,  Q,  R  étant  concourantes. 

3°  Montrer  que,  parmi  les  ellipses  S,  il  y  en  a  pour  lesquelles 
les  normales  PN,  QN,  RN  aux  points  P,  Q,  R  de  l'ellipse  E 
passent  respectivement  par  les  pùles  P',  Q',  R'  par  rapport  à 
E  des  côtés  QR,  RP,  PQ  des  triangles  PQR. 

4°  S  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  au  n**  3*,  trouver  le 
lieu  des  centres  des  cercles  conjugués  aux  triangles  P',  Q',  R', 
l'enveloppe  de  ces  cercles  et  le  lieu  des  points  de  rencontre  N 
des  normales  PN,  QN,  RN  à  l'ellipse  E. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 
CONCOURS  DE  1896. 


Mathématiques  élémentaires. 

On  considère  une  sphère  variable  2  orthogonale  à  une  sphère 
fixe  S  et  tangente  à  une  autre  sphère  fixe  Si. 

1°  Lorsque  la  sphère  S  est  assujettie  à  la  condition  d'avoir 
son  centre  dans  un  plan  P,  le  lieu  du  point  de  contact  de  2  et 
de  Si  est  un  cercle. 

Démontrer  que,  si  le  plan  P  est  tangent  à  la  sphère  S,  le 
lieu  du  centre  de  la  sphère  S  est  une  section  conique  ayant 
pour  foyer  le  point  de  contact  de  S  et  de  P. 

Examiner  le  cas  où  le  plan  P  est  tangent  à  la  sphère  S  en 
un  point  du  cercle  d'intersection  de  S  et  de  Si. 

2"  On  peut  déterminer  sur  la  ligne  des  centres  de  S  et  de  Si 
un  point  f  tel  que  la  sphère  Sq  concentrique  à  S  et  passant 
par  y  reste  toujours,  quand  S  varie,  tangente  à  une  sphère 
fixe  D  ayant  pour  centre  le  point /i,  centre  de  Sj. 

3'  Soient  m,  le  centre  de  Sq  et  m!  le  point  de  contact  de  £o 
et  de  D.  Lorsque  le  point  m'  décrit  un  cercle  de  D,  le  point  m 
reste  dans  un  plan  et  décrit,  dans  ce  plan,  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole. 

Discuter,  en  supposant  que  le  plan  du  cercle  considéré  sur  D 
e  déplace  parallèlement  à  lui-même. 
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4"  Soit  T  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  qui 
joint  le  point /à  un  point  m'  pris  sur  la  sphère  D;  lorsque  le 
plan  T  passe  par  un  point  fixe  y,  le  lieu  du  point  m!  est 
un  cercle  y*/» 

Si  le  point  q  vient  à  se  déplacer  dans  un  plan  fixe,  le  cercle  -^q 
reste  orthogonal  à  un  cercle  fixe  de  la  sphère  D.  Examiner  le 
cas  où  le  point  q  décrit  une  droite  fixe. 

5*  Soit  c  le  milieu  ^t  ff\t  prouver  que  les  droites  cm  et /m' 
se  coupent  en  un  point  qui  demeure  dans  un  plan  fixe  lorsqu'on 
fait  varier  la  sphère  Sq. 

Ma théniaiiq lies  spéciales . 

Etant  donnés,  en  coordonnées  rectangulaires,  l'ellipsoïde 

x^        v2        z^ 

«2  h^  c^  » 

et  la  sphère  concentrique 

on  prend  les  plans  polaires  d'un  même  point  M  par  rapport  à 
ces  deux  surfaces.  Ces  plans  se  coupent  suivant  une  droite  A. 

1°  On  demande  quel  lieu  2  engendre  la  droite  A  quand  le 
point  M  décrit  une  droite  quelconque  D  de  l'espace. 

2°  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  M  pour  que  la  droite  A 
passe  par  un  point  fixe  P?  Quel  est  le  degré  du  cône  décrit 
par  la  droite  A? 

3®  On  demande  quelle  relation  géométrique  doit  exister 
entre  deux  points  M,  M'  pour  que  les  droites  correspondantes 
A,  A'  se  coupent. 

4°  Quel  lieu  F  doit  décrire  le  point  M  pour  que  la  droite  A 
demeure  dans  un  plan  fixe  H, 

ux-\-vy-\-%vz-\-p:=o. 

Les  coordonnées  du  point  M  s'expriment  alors  rationnelle- 
ment en  fonction  d'un  paramètre. 

Trouver  l'enveloppe  E  de  la  droite  A  dans  le  plan  H. 

5°  Quel  est  le  lieu  de  cette  enveloppe  quand  le  plan  D  se 
meut  parallèlement  à  lui-même? 

6°  D'après  la  4^  partie,  à  tout  plan  II  se  trouve  attachée  une 
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ligne  r,  qui  est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  droite  A  cor- 
respondante se  trouve  dans  le  plan  II  et,  dans  ce  plan,  ces 
droites  A  enveloppent  une  certaine  courbe  E.  On  suppose 
maintenant  qu'un  point  M  décrive  le  plan  U  :  montrer  que  la 
droite  A  correspondante  s'appuie  constamment  en  deux  points 
sur  la  ligne  F  et  que,  réciproquement,  toute  corde  de  F  corres- 
pond à  un  point  M  du  plan  TI. 

7**  Quel  lieu  décrit  A  quand  le  point  M  se  déplace  sur  une 
tangente  de  la  ligne  K,  ou  bien  quand  le  point  M  se  meut  sur 
la  ligne  E  elle-même? 

Composition  sur  P Analyse  et  ses  applications  géométriques. 

On  considère  la  courbe  définie  en  coordonnées  cartésiennes 
rectangulaires  par  Féquation 

{x^-{-y^Y —  7^2 —  ax^ —  ix  —  cp  -i-  3  =  o^ 

où  a  désigne  une  constante. 

J.  La  constante  a  étant  supposée  quelconque  : 

I**  Déterminer  le  genre  de  la  courbe; 

2°  Écrire  à  l'aide  du  théorème  d'Abel  les  conditfons  néces- 
saires et  suffisantes  pour  (\\\c  quatre  points  de  la  courbe  soient 
en  ligne  droite; 

3°  Écrire,  à  l'aide  du  même  théorème,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  quatre  points  de  la  courbe  soient 
sur  un  cercle; 

4**  Conclure  de  cette  dernière  condition  le  nombre  des  som- 
mets de  la  courbe,  un  sommet  étant,  par  définition,  un  point 
où  le  cercle  osculateur  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la 
courbe  ; 

5°  Conclure  de  la  même  condition  le  nombre  des  systèmes 
de  cercles  bitangents  à  la  courbe; 

6°  Déterminer  le  nombre  des  cercles  osculateurs  qu'on  peut 
mener  à  la  courbe  par  un  point  pris  sur  la  courbe  et  étudier 
la  disposition  des  points  de  contact  de  ces  cercles; 

7°  On  mène  en  un  point  Mi  le  cercle  osculateur  à  la  courbe: 
ce  cercle  coupe  la  courbe  en  un  point  Mj;  en  Mj  on  mène  le 
cercle  osculateur  qui  coupe  la  courbe  en  un  point  M3,  ...  et 
ainsi  de  suite;  en  M,i  on  mène  le  cercle  osculateur  qui  coupe 
la  courbe  en  ^\n-\-\  '-  <^1<*  combien  de  manières  peut-on  choisir  la 
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position  du  point  Mj  de  teJle  façon  que  Mn+i  coïncide  avec  Mi; 
application  à  /i  =  i,  n  =  7.j  n  =  3  et  n  =  6. 

II.  On  donne  à  a  la  valeur  i.  D(^ïnontrer  que  le  genre 
s'abaisse  et  reprendre  pour  ce  cas  les  questions  précédentes,  en 
exprimant  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonctions 
rationnelles  d'un  paramètre.  Déterminer,  dans  ce  cas  particu- 
lier, les  paramètres  des  points  de  contact  des  tangentes  doubles. 

Mécanique  rationnelle. 

Dans  un  plan  vertical  est  fixé  un  disque  circulaire.  A  dont  la 
circonférence  est  dépolie. 

I.  Un  point  pesant  P  est  placé  sans  vitesse  initiale  sur  la 
circonférence  du  disque  A,  dans  le  voisinage  du  point  le  plus 
haut  du  disque  A  : 

1°  On  demande  de  déterminer  l'angle  minimum  a  que  doit 
faire  le  rayon  qui  passe  par  le  point  P  avec  la  verticale  dirigée 
vers  le  haut  pour  que  le  point  P  cesse  d'être  en  équilibre; 
2°  si  le  point  P  est  placé  sur  le  disque  sans  vitesse  initiale  de 
manière  que  le  rayon  qui  passe  par  le  point  P  fasse  avec  la 
verticale  un  angle  un  peu  plus  grand  que  a,  le  point  P  glisse 
d'abord  sur  le  disque,  puis  quitte  le  disque.  On  demande  de 
former  l'équation  qui  donne  l'angle  de  la  verticale  avec  le 
rayon  qui  passe  par  P,  lorsque  ce  point  P  se  détache  du  disque 
pour  tomber  librement. 

II.  Sur  le  disque  circulaire  A,  dans  le  plan  de  ce  disque, 
on  place  un  deuxième  disque  circulaire  pesant  B  qui  est  homo- 
gène et  dont  le  rayon  est  égal  à  la  moitié  du  rayon  du  disque  A. 
La  circonférence  de  B  est  dépolie,  en  sorte  que  les  deux  disques 
frottent  l'un  sur  l'autre;  on  néglige  la  résistance  au  roulement. 

A  l'origine  le  disque  B  est  sans  vitesse  et  le  rayon  du  disque  A 
aboutissant  au  point  de  contact  des  deux  disques  fait  avec  la 
verticale  ascendante  un  angle  aigu  p. 

Entre  quelles  limites  doit  être  compris  p  pour  que  le  disque  B 
roule  d'abord  sans  glisser  sur  le  disque  A? 

En  admettant  que  le  disque  B  commence  par  rouler,  étudier 
son  mouvement  et  former  les  équations  qui  donnent  :  i"  l'angle 
que  fait  avec  la  verticale  ascendante  le  rayon  de  A  qui  passe 
par  le  centre  de  B  à  l'instant  où  cesse  le  roulement  simple  sans 
glissement;  a°  l'angle  analogue  à  l'instant  où  le  disque  B  se 
«^létache  de  A. 
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Dans  les  deux  queslioas,  on  désignera  par/ le  coefficient  du 
frottement  de  glissement. 


ÉCOLE  CENTRALE  DES  ARTS  ET  IHAIiîUFACTIlRES. 
CONCOURS  DE  1896  (PREMIÈRE  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

Soient  S  l'ellipse  — r  -+-  77  —  1  =  o,-  rapportée  à  ses  axes,  et 

S'  le  cercle  de  centre  I  (a,  P)  et  de  rayon  R  : 

1°  Trouver  le  nombre  des  points  M  réels  ayant  même  polaire 
par  rapport  aux  coniques  S  et  S'. 

2"  Construire  le  lieu  géométrique  V  des  points  M  quand  R 
varie,  le  point  I  restant  fixe.  Reconnaître  et  démontrer,  a 
priori^  une  propriété  remarquable  des  points  communs  aux 
lignes  S  et  V. 

3°  Trouver  le  lieu  géométrique  U  des  centres  I  des  cercles 
S'  de  rayon  R  donné,  quand  la  droite  qui  joint  deux  des  quatre 
points  communs  à  S  et  à  S'  est  perpendiculaire  sur  la  droite 
qui  joint  les  deux  autres.  Discuter  suivant  les  valeurs  de  R. 

4"  Deux  cordes  (d'un  même  couple)  communes  aux  coniques 
S  et  S'  étant  rectangulaires  et  le  rayon  R  étant  variable,  on 
assujettit  le  centre  I  à  parcourir  S  ;  construire  le  lieu  W  de 
rinterseclion  P  de  ces  deux  cordes;  indiquer  la  correspondance 
graphique  des  points  I  et  P. 

6"  Suivant  les  positions  occupées  sur  S  par  le  centre  I  de  S', 
discuter  le  nombre  des  points  réels  communs  à  S  et  à  S' lorsque 
deux  cordes  d'un  même  couple  sont  rectangulaires. 


0 

Epure. 

Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  et  d'un  cône. 
On  considère  : 

1.  Un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  (OZ,0'Z') 
dont  le  cercle  de  gorge  situé  dans  le  plan  horizontal  de  cote 
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kOlflO 


loo"""  a  90"*™  de   diamètre.  Les  génératrices  de  cet  hyperbo- 
loïde  font,  avec  le  plan  horizontal,  un  angle  de  45°. 

L'axe  de  la  surface  est  à  110™"  en  avant  du  plan  vertical. 


IL  Un  cône  à  base  horizontale  circulaire  défini  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Le  sommet  SS'  du  cône  est  situé  dans  le  plan  de  front  de 
i'axe  (OZjO'Z')  de  l'hyperboloïde.  La  cote  de  ce  point  est  fixée 
à  200"*™.  L'une  des  génératrices  de  front  du  cône  est  la  verti- 
cale (SA. S'A')  qui  passe  par  l'extrémité  de  gauche  du  rayon 
du  cercle  de  gorge,  l'autre  génératrice  de  front  est  la  droite 
(SB,  S'B')  inclinée  à  4^°  sur  le  plan  horizontal. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1°  De  tracer  les  projections  de  l'intersection  du  cône  et  de 
l'hyperboloïde,  en  ayant  soin  de  déterminer  les  points  et  tan- 
gentes remarquables  des  courbes  ainsi  obtenues  ; 

2°  De  définir  la  direction  des  plans  donnant  des  sections 
antiparallèies  à  la  base  du  cône  ; 

3"  De  représenter  complètement  le  solide  formé  par  le  cône 
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et  riiypcrboloïdc,  les  dcu\  surfaces  étant  limitées  de  la  ma- 
nière suivante  : 

(a)  au  plan  horizontal  de  projection  ; 

(b)  au  plan  horizontal  passant  par  le  sommet  du  cône; 

(c)  au  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  (SB,S'B'); 

(d)  au  plan  de  section  antiparallcle  à  la  base  passant  parle 
point; 

(AA')  trace  horizontale  de  la  génératrice  verticale  du  cône. 

Titre  extérieur Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur Ilyperboloïde  et  cône. 

Cadre  de  0,9.7  sur  o,45.  Ligne  de  terre  parallèle  au  pelii 
côté  du  cadre  et  au  milieu  de  la  feuille. 

La  droite  O'Z'  est  à  iio"""  du  côté  de  gauche  du  cadre. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1384 

(  1882,  p.  140). 

D'un  point  pris  sur  une  hyperbole  équilatère,  on  mène 
des  parallèles  aux  asymptotes  de  cette  courbe.  Démontrer 
que  les  côtés  d'un  triangle  quelconque  inscrit  dans  l'hy- 
perbole déterminent  sur  ces  droites  des  segments  propor- 
tionnels. (Mannheim.) 

SOLUTION 
par  M.  H.  Brogaiid. 

L'hyperbole  étant  rapportée  à  ses  asymptotes,  soient  a,  P)Y 
!cs  angles  des  côtés  (a),  (6),  (c)  du  triangle  ABC  avec  l'asym- 
ptote OX;  (x\y'),  {x^y"),  (ar'",^"),  ($,  t))  les  coordonnées 
des  points  A,  B,  G,  M  avec 

x'y'  =  x"y"  =  af'y'^  =  Jïj  =  K«  ; 

a,  a',  6,  b\  c,  c'  les  intersections  des  côtés  (a),  (6),  (c)  avec 

les  parallèles  à  OY  et  à  OX  menées  par  M. 

On  aura 

6c  =  ($  —  a7')(tangY  —  tangP), 

//c'=z=(y— 7))(cotp-cotY), 
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et  par  conséquent 

bc        X  —  x' 


b'c'       y -71 


tangp  tangy. 


Remplaçant  tang^  et  tangy  par  leurs  expressions  en  fonc- 
tion des  coordonnées,  l'on  a 

bc  ^a^a,')(y^jr-)(y^y) 

b'c'        (y— 7))(a:'— ar"')(ar'— a?") 

ou  simplement 

bc  K2$ 

—  =  const. 


On  en  conclut 


b'c'       x'x"x' 


bc  ac  ab 


c.  Q.  F.  D. 


b'c'       a'c'  ~  a'b' 
Question  1407 

(  1882,  p.  336  ). 

Le  nombre  des  groupes  de  cinq  impairs  consécutifs  dont 
quatre  sont  des  nombres  prew,iers  est-il  illimité? 

(LiONNET.) 
SOLUTION 

par  M.  H.  Brocard. 

Un  groupe  de  quatre  impairs  consécutifs  premiers  doit  être 
nécessairement  pris  dans  un  groupe  de  cinq  impairs  consécu- 
tifs, en  y  supprimant  le  multiple  de  5  qui  s*y  rencontre  natu- 
rellement. 

Les  différences  successives  de  ces  quatre  impairs  consécutifs 
premiers  se  présentent  donc  dans  l'ordre  circulaire  a,  2,  2,  4  ou 
2,  4î  2,  2  ou  2,  2,  4,  2  ou  4>  2,  2,  2;  mais  si  l'on  examine  l'ordre 
de  succession  des  nombres  impairs  susceptibles  d'être  premiers, 
on  observe  que  ces  nombres  se  terminent  périodiquement  par 
01,07,11,  i3,  17,  ...,  97,  01,  o3,  07,  09,  II,  i3,  19,  ...,  99,  o3, 
09,  II,  ...,  93,  99,  la  période  comprenant  81  termes. 

Si  l'on  étudie  ensuite  l'ordre  de  succession  des  chiffres  qui 
les  terminent  et  les  différences  qui  s'en  déduisent,  on  recon- 
naît que,  dans  la  période  précitée,  il  n'y  a  que  les  groupes 
(01,03,07,09),  (61,  63,  67,  69),  (91,93,97^  99))  (^1,23,  27,29), 
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(5i,  53,  57,  59),  (^^>  ^^}  87,  89)  qui  répondent  à  la  question. 
Ce  sont  les  seufs  qui  donnent  trois  diiïérences  égales  à  2  et 
une  différence  égale  à  4* 

Ainsi,  à  Texception  du  groupe  (i,  3,  5,  7),  les  groupes  cher- 
chés doivent  se  trouver  dans  les  séquences  de  nombres  pre- 
miers terminés  par  i,  3,  7,  9  et  dans  ce  seul  ordre. 

Cette  recherche  n'oiïre  aucune  diffîculté»  en  raison  de  la  dis- 
position typographique  adoptée  pour  les  Tables  de  nombres 
premiers.  C'est  ainsi  que,  dans  l'intervalle  de  10  à  10000,  il  y 
a  dix  groupes  répondant  à  la  question. 

Comme  autres  exemples  de  nombres  terminés  par  le* 
groupes  désignés  ci-dessus,  on  peut  citer  encore,  dans  la  Table 
du  5"  million  : 


4o3a4oi, 

o3. 

07, 

09» 

4529381, 

83, 

87, 

89, 

i  r)()3  69 1 , 

93, 

97» 

99» 

4859.451, 

53, 

57, 

59. 

4956821, 

23, 

^7» 

^9» 

4  97'^  "6  '  » 

63, 

67, 

69. 

Ces  exemples  et  d'autres  que  l'on  pourrait  aisément  y  ajou- 
ter autorisent  à  présumer  que  la  suite  des  nombres  premiers 
renferme  une  infinité  de  groupes  de  quatre  nombres  consécu- 
tifs dont  la  différence  n'est  pas  supérieure  à  4  et  qui  répondent 
à  la  question  proposée. 

Question  U98 

(1884,  p.  400). 

On  donne  deux  droites  fixes  passant  atç  point  C  et  une 
droite  AB  de  longueur  constante  glisse  sur  ces  deux  droites. 
Démontrer  que  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points 
du  triangle  ACB  est  une  ellipse:  le  cercle  des  neuf  points 
a  pour  enveloppe  une  courbe  parallèle  à  l'ellipse. 

Trouver  le  théorème  réciproque,  (Weill.) 

SOLUTION 

par  M.  H.  Brocard. 

Prenons  pour  axe  des  x  le  côté  CA,  et  pour  axe  des  /  1« 
perpendiculaire  Cjk  à  CA. 


(39.   ) 

Le  lieu  du  centre  O  du  cercle  circonscrit  est  une  circonfé- 
rencc  ayant  C  pour  centre  et  — r— p-  pour  rayon,  car 


sinC        sinB        sinA 
et  Ton  a,  par  hypothèse, 

c  =  const.       et       G  =  BCA.  =  const. 

Le  lieu  de  Torthocentre  H  est  aussi  une  circonférence  con- 
centrique à  la  première,  car  ce  point  H  étant  le  transformé 
isogonal  (ou  par  droites  symétriques)  du  point  O,  les  angles 
0GB,  OBG,  ABH,  AGH  sont  égaux.  Soit  8  leur  valeur  com- 
mune; on  a 

GH  cos  8  =  GB  cos  G  =  2  GO  cos  8  cos  G  ; 
donc 

GH  =  2 GO  cosG  =  const. 

Il  reste  à  déterminer  le  lieu  du  point  E  milieu  de  OH  et,  par 
définition,  centre  du  cercle  d'Euler  ou  des  neuf  points.  Or,  en 
prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  bissectrices  de  l'angle  G, 
on  a  immédiatement 


'ixe=  R  cos  (oh-~)-i-2R  cos  G  cos  (  8  -h  -  ) , 


2 


aj^E  =  R  sin  f  8  H j  —  2  R  cos  G  sin  f  8  h j 

Ajoutant  les  carrés,  on  élimine  (^  -\ )  et  il  reste 


4-'       +  — ^Zi^  =  R«, 


(|-H2C0SG)*  (l  —  2C0SG)' 

équation  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  R(i-h2cosG)  et 
R(i  —  2  cos  G). 

r> 

Le  cercle  des  neuf  points  ayant  un  rayon   constant  —  >  et 

son  centre  décrivant  une  ellipse,  on  en  conclut  que  son  enve- 
loppe est  une  courbe  parallèle  à  l'ellipse,  ou  toroïde,  étudiée 
plusieurs  fois  déjà  dans  ce  journal.  Voir  y  par  exemple  :  i844» 
442-455    (Breton    de    Ghamp)    et    5>3-555    (Gatalan);    i863, 


(  ^V'i  ) 

lt*s  importantes  relations  relatives  à  la  foucliou  (*)  E(x) 
que  Dirielihîl  (Crelle,  t.  47,  Sur  un  problème  relatif 
à  la  divisiou)  a  obtenues  par  des  méthodes  géomé- 
trie] nos. 

Mais  je  veux  e(»peudanl  m'en  tenir  iei  aux  questions 
où  la  notion  de  l'infini  joue  un  rôle,  e'est-à-dire  où  le 
réseau  complet,  et  non  simplement  des  découpures  de 
ce  dei-nier,  est  pris  en  considération. 

Ce  qui  suit  est  la  reproduction,  en  leurs  parties  prin- 
cipales, de  quelques  résultats  de  mon  livre,  Géométrie 
des  nombres  (i  896,  ïeubner)  \  je  remarque,  à  ce  propos, 
que  dans  mon  livre  la  res  trie  lion  aux  systèmes  de  trois 
nombres  entiers  n'a  pas  lieu. 

I.  La  notion  la  plus  importante  en  corrélation  avec 
le  réseau  des  nombres,  c'est  celle  du  volume  à^ixn  corps  ; 
cette  notion  fournit  alors  plus  tard  les  principes  pour  la 
définition  de  l'intégrale  triple.  Prenons  chaque  point  du 
réseau  des  nombres  pour  centre  d'un  cube  à  faces  paral- 
lèles aux  plans  des  coordonnées  et  d'arête  égale  h  i .  Avec 
chaque  cube,  on  doit  toujours  aussi  compter  Tencadre- 
ment  qui  le  délimite.  On  obtient  ainsi  une  configura- 
tion IN  de  cubes  qui  remplit  l'espace  sans  lacunes,  et 
chaque  cube  n'a  aucun  point  intérieur  en  commun  avec 
un  autre.  Soit  maintenant  un  ensemble  de  points  quel- 
conque désigné  par  K,  réparti  tout  entier  sur  un  nombre 
fini  de  cubes  de  N.  Dilatons  cet  ensemble  K  à  partir 
d'un  point  quelconque  p  de  l'espace  dans  toutes  les  di- 
rections et  suivant  un  rapport  quelconque  û  :  i .  Ainsi 
de  K  Ton  déduira  K^^.  Soit  alors  aç^  le  nombre  de  tous 
ceux  des  cubes  de  N  oii  chaque  point  est  un  point  inté- 
rieur  de  KQ,  ^^  soit  u^i  le  nombre  de  tous  les  cubes  de  N 


')   l'iaduil  par  Iloui"!  dans  \c  Journa/  de  Liouvilie,  t.   I,  p    3-r. 
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qui  conlieniieiit  toujours  au  moins  un  point  de  K^.  Cela 
posé,  ainsi  que  Ta  démontré  M.  Jordan  {Journ,  de 
Math.,  4®  sér.,  t.  VIII,  p.  77-,  1892),  pour  Q  croissant 
indéfiniment,  û"^^^  et  ù~^  u^  convergent  toujours  cha- 
cun vers  des  limites  respectives  déterminées  A  et  U, 
indépendamment  de  /;  ;  A  et  U  sont  dits  les  volumes 
intérieur  et  extérieur  de  K.  On  parlera  simplement 
du  volume  de  K  lorsqu'on  a  A  =  U. 

II.  Maintenant  les  propriétés  plus  profondes  du  ré- 
seau des  nombres  dépendent  d'une  généralisation  de  la 
définition  de  la  longueur  d'une  ligne  droite,  généralisa- 
tion où  l'on  conserve  seulement  celte  condition  que 
dans  un  triangle  la  somme  de  deux  côtés  n'est  jamais 
inférieure  au  troisième  côté. 

Concevons  une  fonction  S{ab)  de  deux  points  va- 
riables a  ti  b  quelconques,  ne  jouissant  d'abord  que  des 
propiiétés  suivantes  : 

I**  S{ab)  doit  toujours  être  positif  lorsque  b  est  diffé- 
rent de  a,  et  nul  lorsque  b  al  a  sont  identiques  ;  2°  si 
<i,  b,  Cj  d  désignent  quatre  points  parmi  lesquels  b  est 
différent  de  a  et  entre  lesquels  a  lieu  la  relation 
d  —  c  =  t[b  —  a)^t  étant  positif,  on  doit  alors  toujours 
avoir  S(cd)=  tS{ab),  Cette  relation  doit  être  inter- 
prétée dans  le  sens  du  calcul  barycentrique  et  signifie 
(jue  les  droites  cd  et  ab  ont  même  direction  et  que  leurs 
longueurs  (au  sens  ordinaire  du  mot)  sont  dans  le  rap- 
poi't  de  tli.  Pour  distinguer  du  mot  longueur  dans  son 
acception  usuelle,  on  peut  donner  à  S(ab)  le  nom  de 
distance  radiale  de  a  à  h  (Stralildistanz). 

Soit  o  l'origine  ^  évidemment  toutes  les  valeurs  S(a6) 
sont  bien  déterminées,  pourvu  (jue  l'ensemble  des 
points  u  soit  donné  pour  lesquels  S(ow)^i.  Cet  en- 
semble de  points  sera  dit  le  corps  étalon  (Aicli  korper) 


(  3y<i  ) 
(les  clîslaiices  radiales.  A  ce  corps  en  toiUe  direction,  k 
partît*  de  o  doit  apparleiiir  une  droite  issue  de  o  de  lon- 
gueur finie,  non  évanouissante. 

Maintenant  ensuite,   lorsque  pour  trois  points  quel- 
conques fx,  />,  i'f  on  a  toujours 


(3.) 


Siac)^  S{ah)-hS{Oc), 


les  distances  radiales  seront  dites  concordances  (einliel- 
lig).  En  ce  cas,  leur  corps  étalon  jouit  de  cette  propriété 
que,  pour  deux  points  quelconques  u,  v  en  ce  corps,  le 
segment  de  droite  uv^  tout  entier  appartient  à  ce  corps  ^ 
et,  d'autre  part,  tout  corps  dont  rencadrenient  n'est 
nulle  part  concave  et  fi  l'intérieur  duquel  se  trouve 
Torigine  (;st  corps  étalon  pour  certaines  distances  ra- 
diales concordantes. 

Par  ¥j{ah  )  l'on  désignera  la  moitié  de  l'arùte  du  cube 
aux  faces  parallèles  aux  plans  des  coordonnées  qui  a 
])Our  centre  a  et  dont  rencadrenient  passe  par  b.  Les 
E(r/Z> )  peuvent  être  regardées  comme  les  S{ab)  concor- 
dantes les  plus  simples.  J'ai  e\])osé  analytiquement  la 
résolution  complète  des  conditions  fonctionnelles  (i), 
(  !>.),  (3)  dans  le  premier  Cliapiire  d(*  mon  livre,  Géu- 
met  rie  (les  nombres.  La  condition  (3)  a,  en  particulier, 
celte  conséquence  que  la  fonction  S{ab)  est  toujours 
une  fonction  continue  des  coordonnées  de  a  et  6,  et 
ensuite  qu'il  se  prés(;nte  deux  grandeurs  positives  g 
et  G  telles  que  l'on  ait 

^^lUab):  S((iln:  GK{uù) 

})our  tous  les  a  et  &,  et  enfin  (pie  le  corps  étalon  possède 
un  volume  déterminé  1.  f^a  signification  de  g  et  G  est 

évidemment    la    suivantt»   :    le  euhe  E(o//)^^esi    tout 


(  397  ) 
enricr  renfermé  dans  le  corps  étalon  et  ce  dernier,  de 

son  côté,  Test  tout  entier  dans  le  cube  E(oa)^  —  • 

Les  distances  radiales  S(ab)  seront  dites  rét^ersibles 
wecliselseitig)  lorsqu'on  a  toujours 

(4)  S{ba)=S(ab). 

Ceci  a  lieu  au  seul  et  unique  cas  où  le  corps  étalon 
a  Torigine  pour  centre, 

III.  Il  existe  évidemment,  dans  le  réseau  des  nombres, 
des  points  r  pour  lesquels  E(or)  =  i . 

Dans  riiypotlièse  de  distances  radiales  concordantes 
quelconques  S(ab)  Ton  aura  alors  pour  ces  points  r  du 
réseau  S(o7')^G.  Maintenant  cette  dernière  condition 
ne  peut,  en  général,  ètie  remplie  que  par  des  points  r 

Q 

tels  que  Ton  ait  S(or)^— >  et  cette  condition  de  plus 

n'est  certainement  remplie  que  par  un  nombre  fini  de 
points  du  réseau. 

On  reconnaît  maintenant  que,  parmi  toutes  les  dis- 
tances radiales  qui  vont  de  o  à  tous  les  autres  points  du 
réseau,  il  en  existe  nécessairement  une  à  valeur  déter- 
minée miuima  M  et  qui  sera  toujours  ^G. 

Si  Ton  construit  alors,  pour  un  premier  point  quel- 
conque a  du  réseau,  le  corps  S(rt/£)^^M,  et  pour  un 
autre  point  quelconque  c  de  ce  réseau  le  corps  S(ac)^^iM, 
ces  deux  corps,  par  suite  de  (3),  n'ont  aucun  point 
intérieur  en  commun.  Si  l'on  suppose,  de  plus,  que 
les  distances  radiales  sont  aussi  réversibles,  le  second 
corps  est  identique  à  S(cw)^^M,  et,  par  conséquent, 
alors  les  différents  corps  S{au)^\^l  relatifs  aux  diffé- 
rents points  a  du  réseau  des  nombres  j  ont  en  commun 
au  plus  des  points  de  leurs  encadrements. 

Soit  maintenant  Q,  un  nombre  entier  quelconque  po- 
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silif  el  pair.,  et  conslruisous  les  corps  c^n  quesiion  poui 
tous  les  (11  -h  i)"*  points. 

12 

X,  y,  z  =  o  dtzi  zh  'idz. .  .±1  -  > 

•    '1 

renfermés  dans  le  cube  E  (au)  *?  -  • 

De   S(aii)'i  -M  ^-G  Ton   conclut  E   (au)  ^  —  el 
par  suite  tous  ces  corps  seront  renfermés  dans  le  cub 

E  (aii)^  r  (^  H )  J^^"t  '^*  volume  est  ( û  H j  • 

Maintenant,  comme  tous  ces  corps  se  confondent  tou 
au  plus  eu  des  points  de  leurs  encadrements  et  qu'ils  son 

chacun  de  volume  (  7-  )    I?  on  en  conclut  l'inégalité 


MP'^Mf}''- 


Maintenant  M  et  I  représentent  des  grandeurs  déter- 
minées et  ù  peut  être  pris  aussi  grand  que  Ton  veut, 
d'où  l'on  conclut 

(5)  ,^--)    l. 

Il  doit  donc  par  conséquent  exister  au  moins  un 
point  q  du  réseau,  différent  de  o,  pour  lequel  on  ait 

Le  théorème  ainsi  obtenu,  sur  les  corps  à  centre  dont 
les  surfaces  limites  ne  sont  nulle  part  concaves,  me 
semble  être  l'un  des  plus  féconds  de  toute  la  théorie  des 
nombres.  Inspiré  par  Tétude  des  travaux  de  Dirîclilet  et 
ceux  de  M.  lîcrnjite,  sur  les  formes  quadratiques (Cre//e, 
t.  40,  p.  20f)  et  î>9i),  je  Tavais  trouvé  d'abord  pour  Tel- 
lipsojfle;  mais  un  plus  grand  intérêt  encon*  s'attache  aux 
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coHsécjueiices  que  fournil  ce  tliéorèine  relativetneut  aux 
formes  linéaires;  j'en  expliquerai  quelques-unes  dans 
les  §  IV  et  V  qui  suivent. 

Dans  l'expression  (5),  le  signe  égal  ne  se  présente  que 

lorsque  les  corps  S  (au)^  -  M,   relatifs  aux  différents 

points  a  du  réseau,  remplissent  l'espace  sans  lacunes.  En 
ce  cas,  avant  tout,  l'encadrement  complet  du  corps 
étalon  doit  être  formé  par  un  nombre  fini  de  plans, 
nombre  qui  ne  surpasse  pas  2(2*^  —  1);  en  effet,  chaque 
paroi  plane  de  S(rtu)^  M,  doit  renfermer  au  moins  un 
point  du  réseau  x^  y^  z,  et  pour  de  tels  points  du  réseau 
situés  sur  deux  parois  non  symétriques  par  rapport  ào, 
les  nombres  jc,  y^  ^  ^^^  peuvent  jamais  donner  des  rési- 
dus égaux  pour  le  module  2,  de  même  que  pour  aucun  de 
ces  points  Ton  ne  peut  avoir  non  plus  x,jy  z  ^  o,  o,  o 
(mod.  2).  Par  exemple  le  signe  égal  ne  se  présente 
jamais  dans  (5)  pour  un  octaèdre. 

IV.  Soient  ^,  y^,  Î^  trois  formes  linéaires  enx^y^  z, 
h  déterminant  D  différent  de  zéro*,  supposons-les  ou 
bien  toutes  les  trois  réelles,  ou  bien  Ç  réelle,  et  r[  el^ 
deux  formes  à  coefficients  imaginaires  conjugués;  enfin, 
soit  p  une  grandeur  quelconque  réelle.  Le  corps  K;,, 
défini  par 

(6)  Ç^^l±l3,\!l±lA}!:f<,, 

représente  alors,  pourvu  que  p^i-,  un  corps  dont  la 
surface  n'est  nulle  part  concave.  Pour  \h  volume  I^  de 
ce  corps,  on  trouve 

3   r  r  (  I  -h  - 
I   -  — ^  )3-  \      P 

\  Il  —        ......  >  A  »,   ■ — 


'      P 


H 
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ou 


bien 


A 


3 


>. 


'"'<'-}>) 


I'    ~     -r-  ,  .V  2 


'^r(.^l).-.r(.^^) 


Ton  reconnaît  enfin  que  pour  un  corps  K^,  lorsque  p 
est  fini,  le  signe  égal  ne  se  présente  jamais  dans  (5). 
On  obtient  ainsi  ce  théorème. 

Lorsque  />  ^  i ,  //  existe  toujours  des  nombres  entiers 
X,  j',  a:,  qui  ne  sont  pas  tous  nuls  et  pour  lesquels  on  a 

Pour  x,  y,  z  constants,  Je  premier  membre  de  l'ex- 
pression (6)  décroît  d'une  manière  continue  avec  p  pour 
toutes  les  valeurs  /^  ^o,  si  Ton  n'a  pas  |  Ç  |  =  |  r,  |  =  |  Ç  | , 
cas  où  c(îlte  expression  serait  indépendante  de  p  (il  en 
est  du  resle  encore  de  même  pour  les  valeurs  négatives 
de  py  lorsque  aucune  des  grandeurs  |  i  |  ?  |  "^^i  [  ,  |  Ç  |  n'est 
nulle).  Par  conséquent,  chaque  corps  K^  sera  con- 
tenu   dans    tous    les   autres   de   ces    corps   d'indice    p 

plus  petit  et  par  suite  ,-  et  Kp  croissent  d'une  manière 
continue  avec;?;  pour/7r=oc,  \^  converge  respective- 
ment vers  I,  -•  Pour  p  =:  co  K„  se    transforme   en    le 

parallélépipède  —  i^^^i,  —  i^"!^^!,  —  i^Ç^i;ouen 
le  cylindre  oblicjue  à  base  elliptique  —  i  ^^^  i,  Vi'-  +  Ç2<|. 
K^  au  contraire  représente  un  octaèdre  ou  les  deux 
nappes  d'un  cône.  Enfin  pour  /?  =  o  la  fonction  au  pre- 
mier membre  de  (6)  converge  vers  la  moyenne  géomé- 

trique  y/|^T,  !^|,  en  sorte  que  Ton  peut  ajouter  encore 
le  théorème  suivant  : 

//  existe  toujours  des  nombres  entiers ,  qui  ne  sont 
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pas  tous  nuls  et  pour  lesquels  on  a  |SriÇ|  <CaJ|D|  et 
par  conséquent  a  fortiori  <<  |  D|. 

Ces  théorèmes  et  leurs  analogues,  pour  n  formes  li- 
néaires a  n  variables,  sont  particulièrement  susceptibles 
d'application  dans  la  théorie  des  nombres  algébriques, 
à  la  démonstration  des  théorèuies  de  Dirichlet  sur  les 
unités  complexes  et  du  théorème  que  le  nombre  des 
classes  d'idéaux  est  fîui^  ils  ont  permis  pour  la  première 
fois  d'établir  cette  importante  proposition  que  le  discri- 
minant de  tout  corps  de  nombres  algébriques  est  divi- 
sible par  au  moins  un  nombre  premier. 

V.  Soient  a  et  b  deux  grandeurs  réelles  quelconques 
et  t  une  grandeur  quelconque  ]>i.  L'application  des 
théorèmes  du  n"  III  au  parallélépipède 

nous  fait  voir  qu'il  existe  toujours  des  nombres  x^  y,  2, 
pour  lesquels 

^  i  I 

t^  t^ 

Ce  résultat,  mais  seulement  au  cas  de  valeurs  entières 
de  /,  avait  été  déjà  trouvé  par  Kronecker  [Berichte 
d,  Berlin.  Ahad,,  1884,  p«  ïoyS),  au  mojen  de  ce 
principe  trivial  en  apparence,  et  néanmoins  extraordi- 
iiairement  fécond  [voir  DirkÎhlet,  Généralisation  d'un 
théorème  de  la  Théorie  des  fractions  continues, 
(CIEuvres)^l,  I,  p.  636]  que,  lorsqu'un  certain  nombre  de 
systèmes  de  grandeurs  se  distribuent  en  un  nombre  plus 
petit  de  domaines,  deux  au  moins  de  ces  systèmes  doivent 
forcément  êtie  compris  en  un  seul  et  même  domaine. 
C'est  là  un  exemple  du  petit  nombre  de  cas  où  ce  prin- 
cipe, plus  simple,  permet  de  tirer  des  conclusions  essen- 


(   loa  ) 

lielIcMiiciit  pareilles  à   eelles  données  par  le  lliéorème 
arithmétique  du  §  III. 

La  eonsidération  de  roctaèdre 


I  I 

I    '  :  i    ' 


II 


(en  supposant  f^  3)  montre  l'existence  de  nombres  en- 
tiers a:,  j'^  2,  pour   lesquels  les  deux  expressions    des 

1 

(3\  3 
-  )   y  tandis  cju'en 

même  temps  ,2  >>  o;  on  trouve  alors  encore  pour  de  tels 
nombres 

3  t 

Ces  propositions  nous  indiquent  une  voie  par  laquelle 
les  résultats  de  la  théorie  des  fractions  continues  sont 
suscej)tibles  d'être  généralisées  avec  succès. 

VI.  Si  Ton  considère  des  S(ah)  quelconques  concor- 
dantes et  réversibles,  on  aperçoit  que  a^  est  la  plus 
petite  limite  supérieure  pour  ]\PI.  Si  Ton  s'en  tient  à  la 
considération  de  distances  radiales  S(ai)dont  les  corps 
étalons  sont  transformés  d'un  seul  corps  donné  quel- 
conque par  Teffet  de  toutes  les  transformations  liomogra- 
phiques  possibles,  Torigine  restant  lixe,  on  trouvera 
toujours  dans  cette  classe  restreinte  de  fonctions  S  (ai) 
des  fonctions  telles  que  Ion  ait 

-^      '    -2^       33       43   

La  démonstration  de  ce  théorème  nécessite  une  étude 
arithmétique  de  la  théorie  du  groupe  continu  de  tontes 
les  transformations  linéaires. 

Finalement  on  peut  ajouter  que  l'inégalité  M^I^a', 
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relative  aux  corps  dont  les  surfaces  à  centre  ne  sont 
nulle  part  concaves,  est  susceptible  encore  d'une  géné- 
ralisation essentielle  des  plus  remarquables,  mais  que  je 
ne  considérerai  pas  ici. 

[M^3f]  [M»2f] 

ÉTUIIK  ANALYTIQUE  SUR  LA  SYMÉTRIE; 

Par  m.  s.  MANGEOT, 
Docteur  es  Sciences. 


Soit  F  une  courbe  plane  algébrique  rapportée  h  deux 
axes  rectangulaires  situés  dans  son  plan,  ou  une  surface 
algébrique  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires  quel- 
conques. 

De  l'équation  entière  et  cartésienne /(.r,^)  =:  o,  ou 
y(.r,  y,  z)  =z  o^  de  la.  figure  F,  on  peut  déduire  une  in- 
finité d'équations  représentant  des  courbes  ou  surfaces 
qui  admettent  tous  les  centres,  axes  ou  plans  de  symé- 
trie que  peut  avoir  cette  figure.  De  ce  nombre  sont, 
ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier,  celles  que  l'on  obtient 
en  annulant  les  fonctions 

où  k  désigne  un  entier  quelconque,  fonctions  qui  sont 
des  covariants  de /'pour  toute  substitution  orthogonale, 
et  dont  la  seconde  se  forme,  comme  Ton  voit,  en  rem- 
plaçant dans  le  développement  de  (x  -\-  y  -\-  s )^  chaque 

terme  tel  que  A.r^r'^-'^  par  A  (  ,  ^  ,  «  >  ^ 
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Parmi  loiilCvS  ces  courbes  ou  surfaces  se  trouvent  de  s 
«'oniques  ou  quadricjucs,  rt  comnie  Ton  sait  détermine  r 
les  vsyuiétries  de  celles-ci,  on  voit  qu'il  sera  générali 
nuînl  possible  de  tirer  parti  de  ce  résultat  si  Ton  veu 
recberclier  les  symétries  que  peut  avoir  la  ligure  F 
C'cîst  là  le  problème  (|ue  je  me  propose  de  traiter  ('),  ei 
le  limitant  i(*i  à  la  recherche  d(*s  axes  ou  [dans  de  symé- 
trie de  la  courbe  ou  surface  F. 

Je  crois  bon  d'indiquer,  à  ce  sujet,  la  propositioi 
suivant<;,  que  Ton  démontre  aisément  ; 

Pour  (]ue  la  surface  représentée  par  Téquation  entier 

f=  o  soit  symétrique  par  rapport  à  un  plan  (P)  ayan 

l'équation 

V  —  aJT  -h  bjr  -h  cz  -\-  d  =  o, 

il  faut  et  il  sutiit  (me  [a^  -{-  o-^  -^  c  -'-  )      soit  divi- 

^       \     Ox  Oy  àz  I 

sible  par  P  pour  les  valeurs  impaires  de  A,  ou  que,  itxrM 
posant 

/,  ^  (a  i^^J  +  b  'iff^  +  c  "^A-i)  : ,., 
-^  \       dx  Oy  ôz    I       ^ 

avecyo=y^yÀ  soit  une  fonction  entière  quel  que  soit  A', 

ou  bien  que  a  —  -\- b  -^-  -\-  c  •4-  soit  divisible  par  P,  et 

'  Ox  ùy  Oz  *^  ' 

que  le  quotient,  égalé  à  zéro,  définisse  une  surface  sy- 
métrique par  rapport  k  (P),  ou  encore  que 

a-f  -T-h  f-  -h  c  ;- 
ox  oy  Oz 

étant  divisible  par  P,  le  plan  (P)  soit  plan  de  symétrii5 
de  la  suiface  correspondant  à  l'équation  U(/)  =  o. 


C)  Si  l'on  coniiuit  l'exislence  cl  la  posiliuii  d'un  centre,  d'un  ax 
ou  d'un  jilun  de  syinctrio  dans  une  courbe  plane  ou  surface  algc 
briiiuo  d'ordre  inférieur  à  G,  on  peut  ramener  la  construction  d'ui 
point  (iuclroii(|ue  de  celle  courbe  ou  surface  à  la  construction  de 
racines  d'une  c(|ualion  du  second  dcjjrc  ou  d'une  équation  bicarrée. 
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Celte     proposilîou    équivaut   à    une    propriété   des 
courbes  planes  lorsque  le  polynôme  /  est  indépendant 
de  5,  puisque  Ton  doit  supposer  c  nul. 

RÈGLES  PRATIQUES  POUR  LA  RECHERCHE  DES  AXES 
DES  COURBES  PLANES  ALGÉBRIQUES. 

1  ®  j4x€S parallèles  à  Vaxe  des  x.  —  Soit  /(x,  y)  =  o 
l'équation  enlièie  de  la  courbe  considén'e  C,  rapportée 
à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Si  le  polynôme/ 
est  indépendant  de  j^,  C  est  symétrique  par  rapport  à 
toutes  l(îs  parallèles  à  Ox,  Dans  le  cas  contraire,  et 
Aj)  ^-h  Bj^^~'  -h-  .  •  étant  ce  polynôme  ordonné  suivant 
les  puissances  décroissantes  dej^,  si  q  est  impair,  ou  si, 

{j  étant  pair,  le  rapport  —  n'a  pas  une  valeur  constante, 

la  courbe  n'a  pas  d'axe  parallèle  à  Ox.  Lorsque,  ij  étant 

pair,  —  a  une  valeur  constante  g,  la  droite  qy  -+•  g  =z  o 

est  la  seule  des  parallèles  h  Ox  qui  puisse  être  axe  de  la 
courbe  C. 

1^  Axes  passant  par  V origine,  —  Soit  S  'fn{^j  j)  ^^ 
polynôme  f  ordonné  par  groupes  homogènes.  Pour 
cju'une  droite  passant  par  l'origine  O  djjs  coordonnées 
soit  axe  de  la  courbe  G,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  axe 
de  chacun  des  faisceaux  de  droites  correspondant  aux 
formules  'f//(-^,  J  )  =  o.  Je  suppose  réels  les  coefticients 
de!  y  tit  je  vais  donner  une  méthode  générale  pour  re- 
chercher les  axes  du  faisceau  de  n  droites  représenlé  par 
l'équation  cp,^(a:, j)  =  o.  Je  transforme  le  polynôme 
'^,;(.r,  y)  par  la  substitution 

u  =  X  -T-y  i,         V  —  X  —  yi'^ 

il  devient  une   fonction  homogène  de   a  et  \^  que   j'or- 


r 
e 
a 
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donne  suivaul  les  puissances  déeroissaules  de  i/,  ne  3a 
supposant  pas  réduite  à  un  seul  terme;  puis,  associa^r^t 
deux  h  deux  les  termes  équidistants  des  deux  term  ^s 
extrêmes,  j'écris  ainsi  cette  fonction 

En  y  faisant  x  =  j'i  et  x  =  —  ji^  on  voit  que  1^— ^^ 
constantes  a,^  et  fi„  doivent  être  conjuguées.  La  fonctic^  " 
de  x  et  r,  0LftU"-h  p«^'",  a  ses  coefficients  réels  et,  p 
suite  aussi,  sa  différence  avec  '^,, (j:,^')^  cette  différen 
doit  être  divisible  par  ui^=zx'^  +  j*,  et  le  quotient  de  1 
division  aura,  comme  '>î>«(^îJOi  ses  coefficients  réel^^^î 
d'où  il  résulte  que  les  constantes  a„_2,  P«_2  doiven  -^^ 
être  aussi  conjuguées.  On  voitcjue,  d'une  manière  gén 
raie,  les  constantes  a>t,  [â>t  sont  conjuguées  pour  toute^ 
les  valeurs  de  k.  Je  poserai  aLf(==  a^f-h  bf(i. 

Je  considère  maintenant  une  droite  A,  menée  pa 
Torigine  et  faisant  avec  Ox  Tangle  o).  Si  l'on  pren 
cette  droite  comme  axe  des  abscisses  et  la  perpendicu 
lair<î  menée  par  O  pour  axe  des  ordonnées  et  que  l'or 
désigne  par  ^(X,  Y)  la  somme  des  termes  de  degré  im 
pair  en  Y  dans  la  nouvelle  équation  du  faisceau  consi 
déré,  on  a 

t{;(X,  Y)  =  ^(a)t  sinA-o)  -+-  6;t  cos  Arw) 

n  —  k 


X(X2-hY2)     2       (CiX^-iy  —  C|X^-3Y3_f-...), 

k  devant  recevoir  les  valeurs  «,  ii  —  2,  /i  — 4?  •  •  •  •  Si  -^ 

est  un  axe  du  faisceau,  on  doit  avoir  J'(X,  Y)  ^  o,  et 
en   particulier,    ']y  (X,  zX)  be  o,    ce    qui    exige    que  I 
somme  a,t  siii/2(o  +  h,i  cos/mo  soit  nulle.  Le  quotient  dt* 
i(X,  1)  par  X-H-  Y^doit  être  nul  aussi  identiquement 
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et,  diivanl  l'êlre  en  parlieulier  pour  Y  =  /X,  il  faut  que 

la  somme  rt,;_2  s'inn  —  2a>  -+-  &,,_2Cos/^  —  aw  soit  nulle. 
Eu  continuant  ce  raisonnement,  on  voit  que  Ton  doit 
avoir 

(  I  )  «A  sin  k(D  -h  bk  cos  k  o)  =  o 

pour  toutes  les  valeurs  de  A*.  Réciproquement,  si  un 
nombre  w  vérifie  toutes  les  équations  (i),  on  aura,  pour 
cette  valeur  de  w,  A(X,  Y)  ^:  o  €*t  la  droite  A  qui,  me- 
née par  O,  fait  Tangle  w  avec  Ox,  sera  un  axe  du  fais- 
ceau (cp„). 

La  relation  (i)  exprime  que  la  droite  A  fait  partie  du 
système  de_^droites  défini  par  Téquation 

(2)  a.,,u^=^/,ç^\ 

Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
faisceau  ('f,/)  ait  des  axes  est  que  toutes  les  équations 

binômes  (2),  où  l'on  regarderait  —  comme  une  inconnue, 

aient    des    racines   communes  (*).    Soit    A/^m^^B/^m^ 

Téquation  dont  les  racines  -  sont  ces  racines  communes, 

lorsqu'elles  existent.  Le  faisceau  aura  h  axes  définis  par 
la  formule 

] inapplication  de  la  méthode  que  je  viens  d'indiquer 
à  chacun  des  faisceaux  correspondant  au^t  divers  groupes 


(')  Les  droites  (2)  sont  les  axes  du  faisceau  défini  par  l'équation 
aj^M^^H- pj.t^''=  o;  d'où  il  suit  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  le  faisceau  (cp„)  ait  des  axes  est  aussi  que  tous  les 
faisceaux  correspondant  aux  équations 

a„  ^"  +  ?n  ^"  =  «'  ^»-  a  «"  "  '  +  ?«-.  ^"'"'  =^y 

aient  des  axes  communs,  qui  sont  les  axes  du  faisceau  (9,,). 
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liomogèlies  qui  composent  f  conduit  à  la  règle  sui- 
vante : 

Pour  rechercher  les  axes  passant  par  l'origine  O  de 
la  courbe  C  définie  par  V équation  entière  et  à  coeffi- 
cients réels  fi^Xy  y)  =^  o  (en  coordonnées  rectangu- 
laires)^ je  dévfdoppe  le  polj  nonief[x  -Hj^,  i{j' —  x)], 
et,  groupant  ses  termes  deux  à  deux,  je  l'écris  sous  la 
forme  d' une  somme  d* expressions  telles  que 

(p  =  o  ou  '^  o)  :  soient  oi.rX'-\-  jSrrV^^'^"*"  Po*»  •  •  • 
ceux  des  binômes  af(X^-h  ^aJ'*  qui  ne  sont  pas  réduits 
à  des  constantes.  Si  les  binômes  en  z 

sont  premiers  entre  eux^  la  courbe  C  n'a  pas  d'axe 
passant  par  O.  Dans  le  cas  contraire,  si  A 2' —  B  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  ces  binômes,  la 
courbe  a  t  axes  passant  par  O  :  ils  sont  définis  par  la 
formule 

(3)  A{x-hyiy=  B{x—yiy. 

Quand  toutes  les  expressions  oL/gX^-h  ^hy^  sont  con- 
stantes, la  courbe  est  un  système  de  cercles  ayant 
leur  centre  en  O,  et  toutes  les  droites  qui  passent  par 
ce  point  en  sont  des  axes. 

3"  Axes  placés  d'une  manière  quelconque.  —  Si  la 
eourbe  C,  dont  je  désigne  le  degré  par  m,  a  des  axes, 
cliacnn  d'eux  doit  être  axe  de  la  conique  F  représentée 
par  l'équation 
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De  là  la  méthode  qui  suit  pour  rccouuaitre  si  la 
courbe  C  a  des  axes,  et  pour  les  déterminer. 

Lorsque  la  conique  F  a  un  nombre  fini  d'axes,  on 
détermine  séparément  leurs  équations  et  Ton  essaye  si 
chacun  d'eux  est  axe  de  C.  Lorsque  F  est  un  cercle,  ou 
détermine  son  centre  et  Fon  est  ramené  à  trouver  les 
axes  de  C  qui  passent  par  ce  point,  que  Fon  prendra 
pour  origine  des  coordonnées.  Lorsque  F  est  formée  de 
deux  droites  parallèles,  on  essaye  si  la  ligne  des  centres 
de  F  est  axe  de  C,  et  Fon  a  ensuite  à  chercher  les  axes 
de  C  qui  seraient  parallèles  à  la  normale  à  cette  ligne 
des  centres,  normale  que  Fon  prendra  pour  axe  des  ab- 
scisses (*). 

Réduction  de  V équation  d'une  courbe  qui  a  des  axes, 
—  Je  suppose  que,  les  coefficients  de  f  étant  réels,  la 


(*)  J'indiquerai,  au  sujet  de  cette  théorie,  les  deux  résultats  sui- 
vants : 

1"  Si  A„a?"»-f- A^a?"»-'^ -h  Aja7'"-*^»-f-..  .-f-A^y»  est  la  somme 
des  termes  du  m'*"*  degré  de  /,  l'inclinaison  w  de  tout  axe  de  la 
courbe  C  doit  vérifier  la  formule 

tang/n(>>(Ao —  A^-h  A^ — ,..)  =  A, —  Aj-h  Aj  — . . ., 

quir  ésulte  de  Téquation  a^M'"=  p^t»*"  où  Ton  fait  j^  =  ^tangu. 

2^  Si  l'on  connaît  la  direction  y  =  \s.x  d'un  axe  de  la  courbe  C, 
on  peut  obtenir  Téquation  de  cet  axe  en  annulant  le  quotient  des 
deux  expressions 

où  p  désigne  la  plus  petite  des  valeurs  de  h  pour  lesquelles  l'ex- 
pression (ji  ^^ .-)  est  nulle  identiquement.  Lorsque  le  de- 
gré m  de  la  courbe  est  pair,  si  l'axe  n'est  pas  perpendiculaire  à  une 
direction  asymplotique  de  la  courbe,  l'équation  de  cet  axe  est 
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courhtî  C  admotle  plus  de  deux  axes,  sans  en  avoir  une 
infinité.  On  peut  rapporter  la  eourbe  à  l'un  d'eux,  D, 
pris  comme  nouvel  axe  des  abscisses,  et  à  une  perpendi- 
culaire à  I),  sans  connaître  Téquation  de  D,  en  opérant 
de  la  manière  suivante  : 

Les  axes  de  C  passent  par  un  même  point,  qui  est  le 
centre  O'  de  la  conique  F.  On  transporte  Torigine  au 
point  O',  et  Ton  sait  calculer  la  formule  (3)  qui  définit 
l'ensemble  de  ces  axes.  Ayant  trouvé  A  =  p  -{-  qi^ 
K  =  p  —  91,  soit  a  Tangle  compris  entre  o  et  -n,  dont  la 

tangente  est  —  —  •  L'un  des  angles  (o  satisfaisant  à  la 

formule    tang  o)  = ->  qui  donne  les  inclinaisons  des 

axes  sur  Oj?,  est  -^  ^*t  je  supposerai  que  Taxe  D,  que  je 
prends  pour  nouvel  axe  des  abscisses,  est  celui  qui  fait 
cet  angle  -  avec  Ox;  le  nouvel  axe  des  ordonnées  sera 
pris  passant  par  O'.  La  fonction 

devient,  par  ce  changement  de  coordonnées, 

w'^.  =      a^-  (  cos  -  a  -h  /sin  -  a  j  (  X  -i-  Y  i)^ 

-h  Pa-  (cos  jOL-is'mjCL\{\^  Yt)^ 

Mais  D  étant  aussi  axe  du  faisceau  çv;t=  o,  wj^.  ne  doit 
pas  contenir  de  puissances  impaires  de  Y,  ce  qui  exige 
la  condition 

/       A-         .  .    A    \       Q    /       A-         .  .    k   \ 
«A-  (  COS  -  a  -f-  i  sin  -  a  I  =  pA-  f  cos  -  a  —  i  sm  -  a  j  , 

d'où  l'on  déduit 

cos  -  a  =  -  >  sin  -  a  = 


'  ±sjal  +  bl  '  ±s/al  +  bl 
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Alors  on  a 


Le  signe  à  prendre  dans  cette  dernière  formule  est  le 
même  que  celui  qui  doit  figurer  dans  les  deux  précé- 
dentes. Or  celui-ci  est  connu,  car  on  connaît,  en  gran- 
deur et  en   signe,  les  sinus  et  cosinus  de  l'angle  a,  et, 

par  suite,  ceux  de  Tangle  -a,  qui  est  un  multiple  de  a. 

On  connaît  donc  la  nouvelle  équation  de  C,  dont  le  pre- 
mier membre  est  la  somme  d'expressions  telles  que 
(X-  + Y*)'*wJ^,  toutes  connues. 


SUR    LA    DÉTERMINATION    DES    PLANS    DE    SYMÉTRIE 
DES    SURFACES    ALGÉBRIQUES. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  je  supposerai  les  surfaces 
rapportées  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et 
définies  par  des  équations  cartésiennes. 

Problème  I.  —  Sachant  qu'une  surface  algébrique 
ne  peut  être  symétrique  que  par  rapport  à  certains 
plans  P  tofalement  connus  ou  par  rapport  à  des  plans 
appartenant  à  des  familles  connues  de  plans  n^ ayant 
pas  toutes  les  directions  de  l'espace,  reconnaître  si 
cette  surface  admet  des  plans  de  symétrie  et,  le  cas 
échéant,  les  déterminer. 

On  vérifie  directement  si  chacun  des  plans  P  (plan 
dont  on  connaît  Téquation)  est  un  plan  de  symétrie  de 
la  surface. 

S'il  y  a  une  famille  de  plans  parallèles  à  un  plan 
donné  A,  on  prend  ce  plan  pour  plan  des  xy^  et  soit 

A  ;;'/-+-  0^*7-1-1-. . .  =  o, 
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la  nouvelle  équation  enlicre  delà  surface,  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  de  ^  (*).  Pour  que  la 
surface  ait  un  plan  de  symétrie  parallèle  a  A,  il  faut 

que  (/  soit  pair  et  que  -r-  ait  une  valeur  constante  g\  et 

Téquation  de  ce  plan  est  ^2+^  =  0.  On  aura  donc 
à  essayer  si  le  plan  que  définit  cette  équation  est  un  plan 
de  symétrie  de  la  surface. 

S'il  y  a  une  famille  de  plans  perpendiculaires  à  uo 
plan  connu  A',  ce  qui  est  le  dernier  cas  h  considérer, 
on  prend  celui-ci  pour  plans  des  xy^  et  A,  6,  C... 
désignant  les  coeflicients  des  diiférentes  puissances  de  2 
dans  la  nouvelle  équation  entière  de  la  surface,  on 
cherche  les  axes  de  symétrie  communs  des  courbes  du 
plan  A'  qui  sont  représentées  par  les  équations  obtenues 
en  annulant  celles  des  fonctions  Â,  B,  C,..«  qui  ne 
sont  pas  des  constantes.  Lorsque  ces  courbes  n'ont 
aucun  axe  commun,  la  surface  n*a  aucun  plan  de  symé- 
trie perpendiculaire  h.  A'.  Dans  le  cas  contraire,  eu 
menant  par  chacun  des  axes  communs  un  plan,  perpen- 
diculaire au  plan  de  ces  courbes,  on  obtient  des  plans 
de  symétrie  de  la  surface,  et  Ton  a  ainsi  tous  ceux  qui 
sont  perpendiculaires  au  plan  A'  (=*). 

Théouème.  —  La  détermination  des  plans  de  symé- 
trie de  la  surface  représentée  par  l'' éq nation  entière 
fipc^y^  z)'=.o^de  degré  m^  peut  être  effectuée  au  mojen 
de  la  (juadrique  qui  a  pour  équation  \„i_i(^f)  =  o, 
toutes  les  fois  que  cette  quadrique  n^est  pas  une  sphère. 


(')  Si  celle  équation  uc  contenait  pas  z^  tous  les  plans  parallèles 
;i  A  seraient  des  plans  de  symétrie  de  la  surface. 

(^)  La  résolution  de  ce  problème  par  les  mélhodcs  que  j'ai  iodi- 
quécs  ne  coinporlc  aucun  calcul  d'élimination. 
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En  effet,  si  la  surface  a  des  plans  de  symétrie,  ils 
doivent  se  trouver  parmi  les  plans  principaux  de  celle 
quadrique;  or  ceux-ci  font  partie  des  plans  énumérés 
dans  l'énoncé  du  problème  qui  précède,  puisque  l'on 
suppose  la  quadrique  différente  d'une  sphère  (*). 

MÉTHODES  PRATIQUES  POUR  LA.  RECHERCHE  DES  PLANS  DE 
SYMÉTRIE  DES  SURFACES  DU  TROISIEME  ET  DU  QUA- 
TRIÈME   ORDRE. 

Surfaces  du  troisième  oindre.  —  So\lf{x^y,  z)=o 
l'équation  entière  et  à  coefficients  réels  d'une  surface  de 
troisième  ordre  S,  dont  il  s'agît  de  recliercher  les  plans 
de  symétrie.  J'admets  que  cette  surface  n'est  pas  formée 
de  trois  plans  parallèles. 

Je  considère  les  deux  surfaces  a  et  p  représentées  par 

Jes  équations 

U(/)=o,        V,(/)  =  o, 

dont  la  première  est  au  plus  du  premier  degré,  et  dont 
la  seconde  est  du  deuxième  degré.  Tout  plan  de  symé- 
trie <ïe  S  doit  être  un  plan  de  symétrie  de  chacune  de 
ces  deux  surfaces. 

Si,  comme  il  arrivera  généralement, le  plan  a  est  déter- 
miné et  h  distance  finie,  on  saura  trouver  ceux  de  ses 
plans  de  symétrie  qui  sont  plans  de  symétrie  de  S  (pro- 
)>lème  I),  et  la  question  sera  résolue. 


(»)  Lorsque  cette  quadrique  est  une  sphère,  de  centre  (a7(,,  ^o, -s^), 
si  i:^^{x,  y,  z)  désigne  le  polynôme  /(a? -H  a;„^  j^  4-^0» -^ -+-5„) 
ordonné  par  groupes  homogènes,  il  suffira,  d'après  le  problème  I, 
de  savoir  déterminer  les  plans  de  symétrie  de  l'un  des  cônes  cp„=  o 
qui  ne  sont  pas  réduits  à  une  sphère  simple  ou  multiple,  pour  savoir 
déterminer  les  plans  de  symétrie  de  la  surface,  ceux-ci  devant  se 
trouver  parmi  ceux-là. 
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Dans  le  cas  contraire,  j'aurai  recours  à  la  quadriquc  p. 
Sî  cette  cjuadrique  n'est  pas  une  sphère,  on  saura  recon- 
naître ceux  de  ses  plans  de  symétrie  qui  sont  plans  de 
symétrie  de  S  (problème  I).  Si  ^  est  une  sphère,  le 
cône  asymptotique  de  S  est  formé  de  trois  plans  perpen- 
diculaires deux  à  deux  (*).  Je  transporte  l'origine  des 
coordonnées  au  centre  (o  de  la  sphère  p,  et  soit 

la  nouvelle  équation  entière  de  S,  F  désignant  les  termes 
du  troisième  degré.  L'équation  ç(a:,  j>',  iî)=  o  repré- 
sente une  surface  S|  qui  est  au  plus  du  second  ordre. 
Les  plans  de  symétrie  de  S  doivent  passer  par  (o  et  sont 
tous  les  plans  de  symétrie  de  S|  qui  .seraient  en  même 
temps  plans  de  syméti'ie  du  cône  (F)  défini  par  l'équa- 
tion 

Si  la  fonction  "jt  n'est  pas  de  la  forme 


(  ')  Pour  démontrer  ce  résultat,  on  peut,  les  premiers  membres  des 
équations  de  ot  el  [1  étant  des  covarianls  de/,  prendre  l'équation  de  S 
sous  la  forme,  à  coefficients  réels, 


ay^  -f-  6c'  -+-  3  cy  z  H-  3  dyz'  -hShz^x 
-4-  3  Â'  zx^  4-  3  n  xy^  -\-  Cyf^  xyz 


...  =0, 


où  je  n'écris  que  les  termes  du  troisième  degré.  Alors  les  équations 
de  a  et  p  sont 

{h  -\-  n)x  -\-{n-\-d)y  -h{b  -^  c  -\-  k)z  -^  const.  =  o, 
/.-"c' -^{nx  -\-  ay  -h  cr  )' -f-  ( hx  -^  dy  -\-  bz  Y -{-•?.  {ny  -\-  gz )» 

■Jr  l{kx  -\-  gy  -r-  hzY-i(-'î{  gX  -h  C  K  -I-  </5  )*  -h  tj;  =  o. 

^  ne  renfermant  aucun  terme  du  second   degré.  Or,  si  l'on  suppose 
n——h^  d— — «.  k —- — (6-+-r),  les  conditions  pour  que  ?  st^it 

une  splièrc  s<»nl 

n  — -  h  —  rh  —-  '». 
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A  et  B  étant  constants,  la  considération  de  la  surface  S, 
permettra  de  trouver  les  plans  de  symétrie  de  S  (pro- 
blème I).  Dans  le  cas  contraire,  ces  plans  sont  les  plans 
de  symétrie  du  cône  (F),  c'est-à-dire  les  six  bissecteurs 
des  angles  formés  par  les  trois  plans  rectangulaires  aux- 
quels se  réduit  actuellement  ce  cône.  Les  trois  droites 
communes  aux  trois  cônes  du  second  ordre 


0¥ 

ÔF 

ÔF 

-T~    =  O, 

—  =  o. 

T—     O 

dx 

ày      ' 
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sont  les  arêtes  du  trièdre  trirectangle(F),  et  l'on  saura 
par  conséquent  calculer  les  équations  séparées  des  trois 
faces  de  ce  trièdre  et  par  suite  celles  des  six  plans  de 
symétrie  de  la  surface  S  (  *  ). 

Dans  les  surfaces  de  troisième  ordre,  qui  possèdent 
la  symétrie  plane  sans  être  cylindriques  ni  de  révolu- 
tion, le  nombre  des  plans  de  symétrie  est  Tun  des 
nombres  i,  2,  3,  4?  ^^* 

Le  Tableau  suivant  fait  connaître  la  forme  à  laquelle  on  peut 
ramener  l'équation  de  celles  de  ces  surfaces  qui  ont  plusieurs 
plans  de  symétrie. 


(')  J'indique  incidemment  ce  procédé  pour  reconnaître  si  la  sur- 
face S  est  formée  de  trois  plans  perpendiculaires  deux  à  deux.  D'abord 
elle  doit  avoir  un  centre  unique,  que  je  détermine.  Si  a:„,  y„,  z„  sont 
les  coordonnées  de  ce  point,  la  fonction  /{x  H-^„,  y  -^ Xoy  ^  -^^0) 
doit  être  homogène.  Le  plan  a  doit  être  indéterminé,  et  la  quadrique  p 
doit  être  une  sphère.  Ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes, 
et  l'on  sait  calculer  les  équations  des  trois  plans. 
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Nombre 
des    plans 

de  Positions  relatives  •    Forme  à  laquelle  peut  se  ramener 

symétrie.  de  ces  plans.  Féquation  de  la  surface. 

2  Ils  sont  rectan&[ulaircs.     z  = r — ; ; t^ 

^  aia7*-i- 6i^*-+- Ci5*-f- rfi 

3  llspassentparuneméme 

droite  et  font  2  à   2 

1  anffle  de  60**.  z  = -—z r-^ -j 

4  Trois  d'entre  eux  pas- 

sent par  une  même 
droite  et  font  2  à  *>. 
l'angle  de  60°;  le  qua- 
trième est  perpendi- 
culaire à  cette  droite.     5'=  ai^x^ — SiTj'*) -h  ô(a7*H- j^*) -h< 

6  Ils  sont  les  bissecteurs 
d'un  trièdrc  trirec- 
tanglc.  xyz-\- a{x'^-\' y^-\- z'^)-\- h  =zo. 

On  saura  calculer  la  forme  réduite  qui  correspond  à  chacun 
de  ces  quatre  cas. 

Surfaces  du  quatrième  oindre,  —  Je  commence  par 
traiter  deux  questions  relatives  aux  cônes  du  quatrième 
ordre. 

Problème  II.  —  Reconnaître  si  un  cône  du  quatrième 
ordre  C,  non  formé  de  deux  sphères  de  rayon  nul,  et 
défini  par  son  équation  y  admet  les  neuf  plans  de  symé- 
trie du  cube,  et,  en  cas  d* ajfirmatwe ,  tromper  les 
équations  séparées  de  ces  neuf  plans. 

Soit  F  (a:, ^^,  z)  =  o  Téquation  entière  du  cône  C  rap- 
porté à  son  sommet.  Pour  qu'il  ait  la  symétrie  du  cube, 
51  est  nécessaire  et  suffisant,  ainsi  qu'il  résulte  d'une 
formule  générale  donnée  par  M.  Goursat  (*),  que  Von 


C)  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  juin  1887. 
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ait  identiquement 

X,  [JL  étant  deux  constantes  et  P,  Q,  R  trois  formes  li- 
néaires 

dont  les  coefficients  sont  les  cosinus  directeurs  de  trois 
droites  rectangulaires  deux  à  deux. 

Si  F  satisfait  h  l'identité  précédente,  les  trois  déri- 

.  ,,      d^F    d^F    d^F  ,   .       ^     .  'c  n 

vees  partielles  -^-r  ?  t-v»  ^-r  doivent  ventier  celles-ci 

^  ox^     oy^      dz^ 

i  d^F  d^u 

OÙ  Ton  pose 

Réciproquement,  si  Ton  peut  trouver  un  système 
des  deux  constantes  "k,  [jl  et  des  trois  fonctions  P,  Q,  R, 
tel  que  les  identités  (4)  aient  lieu,  le  cône  C  aura  la 
symétrie  du  cube,  car,  en  vertu  de  ces  identités,  la 
fonction 

doit  avoir  chacune  des  formes  homogènes 

^h{^,y)-^jA^yy)y 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les  six  fonc- 
tions t|^,  y,  'h\,  '/j,  4*29  '/2  sont  nulles  identiquement. 
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J'ajoute  que  les  ideutités(4)  ne  peuvent  être  vérifiées 
par  un  seeond  système  des  constantes  et  des  formes  li- 
néaires considérées,  car  si  l'on  a 

on  en  déduit 

tnv      o^v     fPV         .        .,  ,      ,      ,, 

:-r>.(Xi^-Ix,)(a^î-4-72_H2î), 

ce  (jui  exige  X,  H-  [jl,  =  A  +  jjl,  et  Ton  doit  avoir  alors 
(ji(Q2R«-i-  RM»2  4-  1>«Q2)  =:=  {xi(QÎRf  -+-  R???  -4-  PJQî), 

d'où 

1>,^I>,        Qi^Q,        Ri^R,        [Ji,=  K. 

Ceci  posé,  je  considère  les  trois  cônes  du  second 
ordre  C,,  Co,  C3,  qui  ont  pour  équations 

Si,  pour  aucune  valeur  de  ).,  ces  trois  cônes  n'ont 
pas  trois  plans  de  symétrie  communs,  le  cône  C  n'aura 
pas  la  symétrie  du  cube,  car,  s'il  possédait  une  telle 
symétrie,  les  trois  cônes  C|,  C2,  C3  devraient,  d'après 
les  identités  (4).  être  symétriques  par  rapport  à  chacun 
des  trois  plans  P  =  o,  Q  =  o,  Il  =  o. 

Je  suppose,  en  second  lieu,  qu'il  existe  des  valeurs 
de  \  pour  lesquelles  les  trois  cônes  C|,  C2,  C3  aient  au 
moins  trois  plans  de  symétrie  communs.  Pour  chacune 
d'elles,  ils  auront  certainement  en  commun  trois  plans 
de  symétrie  rectangulaires,  dont  je  prends  les  équa- 
tions 

p  —  ar  -h  3j^H-  Y-=  =  <»,         Q  =  a'.r -4-  '^' y  h-  y'-s  =  o, 

R  =  T-'x  -f-  3'>  -+-  Y*-  =  o. 
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en  fonclion  des  cosinus  directeurs  des  normales  h  ces 
trois  plans.  Si,  pour  une  de  ces  valeurs  de  X  et  pour 
une  valeur  convenable  de  a,  les  identités  (4)  ont  lieu, 
le  cône  C  aura  les  neuf  plans  de  symétrie  du  cube,  et 
ces  plans  seront  les  trois  plans  P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o, 
et  les  bissecteurs  des  angles  qu'ils  forment  deux  à  deux. 
Si,  pour  aucune  de  ces  valeurs  de  X,  il  est  impossible  de 
satisfaire  aux  identités  (4)  avec  une  même  valeur  de  [jl, 
le  cône  C  n'aura  pas  la  symétrie  du  cube. 

Théobème.  —  Etant  donnée  V équation  entière  el 
homogène  F(j:,j^,  z)  r=  o  d'un  cône  du  quatrième 
ordre  C,  si  les  deux  surfaces  a,,  y^,  qui  ont  pour 
équations  U(F)r=:o,  Y ^(¥)  =i  o^  sont  deux  sphères, 
finies  ou  infinies  y  le  cône  G  n^  admet  aucun  plan  de 
symétrie,  ou  bien  il  a  les  neuf  plans  de  symétrie  d'un 
cube. 

En  effet,  je  suppose  que  le  cône  C  ait  un  plan  de  sy- 
métrie quelconque.  Son  équation  peut  être  ramenée  à 
la  forme 

-i-aic*-h  ^bx^y  -hùcx^y^-^  ^dxy^-\-  gy'*=  o, 
pour  laquelle  les  équations  des  surfaces  ai  et  yi  sont 

[A  -H  6(a  +  c)]a72H-  [  B  -h  6(^  -f-  c)] jr^ 

H-  (  A  -4-  B  -h  6X)^2_4_  ïa(^  4_  d)xy  =  o, 

A^x^-h  Bï^2-|-  (  A2-4-  Bî-t-  12X2)^2 

i'2[{ax  -\-  by)^-h  {dx  -h  ffy)-] 
36[{b X  -^  cy)^  -^  (ex  -h  dyy  \  =  0. 

Les  six  relations  qui  expriment  que  ces  deux  sur- 
faces a^,  yi  sont  deux  sphères  peuvent  s'écrire 

d  =  —  b,        b{a  —  g)  =  o, 
^  A  =  r)(^  +  c-X),         B  =  6(a-+-c-X), 

2X2—  3(/7  -f-  C)\  -ha2__    2624_  3^^  —  o. 


(   Uo  ) 

La  seconde  conduit  à  faire  deux  hypolliùses  : 

I"  ff  =  a.  Alors  A  =  B  =  6(a  4- c  —  X),  etron  a 

ou,  en  tenant  compte  de  la  dernière  des  relations  (5), 

-t-  [v/a  —  X(a7'— j^*)-t-ay /2rt  -h  fie  — 4X]*. 

Or,  par  une  transformation  de  coordonnées  elFectuée 
dans  le  plan  des  xy,  la  fonction  du  second  degré  com- 
prise  entre   crochets   peut   être  ramenée   à    la  forme 

xy  y/6(rt  -f-  c)  —  8X,  et  la  fonction  ^  devient 

Donc  le  cône  C  a  la  symétrie  du  cube. 

a®  J  =  o .  A 1  ors  d  =  o ,  3\  =  a  -\-  g  -\-  3c,  A  =  a  (ag'  —  rt), 
B=  a(2rt  —  g^),  et  la  dernière  des  relations  (5)  se  dé- 
compose en  ces  deux-ci 

3c  =  ia  —  ff,        3c  =  ig  —  a. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  c  =  — t-^ '  O*^  ^ 

4>  =  «5*4-  •2;5'[(a^  —  rt)ir'-h  (2a  —  ^)j^'] 
-h  a ir^ -I-  ^j^^ -h  2  ( 2 «  —  ^)a7*^' 

-h  (^  —  a)[2^*-H  (rr*-+-  «2)«-4-  4ar*^«]. 

Or,  sî  Ton  fait  tourner  de  4^^  les  axes  des  .r  et  des  z 
dans  leur  plan,  cette  fonction  O  devient 

et  l'on  voit  que,  dans  ce  cas  encore,  le  côneC  a  la  symé- 
trie du  cube. 

J'a joule  fjue,  réciproquement,  si  le  cône  C  possède 
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la  syméirîe  du  cube,  les  deux  cônes  ai  et  yi  sont  deux 
sphères. 

Je  considère  maintenant  une  surface  quelconque  du 
quatrième  ordre  S,  représentée  par  Téquation  entière 
f(x^y^  z)  =  o,  et  je  me  propose  de  rechercher  ^^^^  plans 
de  symétrie.  Je  désigne  par  a  et  y  les  deux  surfaces  qui 
ont  pour  équations 

U(/)=o,  V3(/)  =  0. 

La  surface  Y  est  du  second  ordre.  La  surface  a  est  au 
plus  du  second  ordre.  Tout  plan  de  symétrie  de  S  doit 
être  un  plan  de  symétrie  de  chacune  de  ces  deux  sur- 
faces. 

Je  distingue  deux  cas  : 

I  °  Les  deux  sur/aces  oLCtyne  sont  pas  deux  sphères 
concentriques  (la  sur/ace  ol  pommant  être  une  sphère 
située  tout  entière  à  l'injini). 

Je  détermine  les  plans  de  symétrie  des  deux  sur- 
faces a,  y. 

Si  elles  n'en  ont  pas  en  commun,  la  surface  S  n'adme  t 
aucun  plan  de  symétrie.  Si  elles  ont  des  plans  de  symé- 
trie communs,  les  directions  de  ces  plans  sont  totale- 
ment déterminées  ou  ne  dépendent  que  d*un  seul  para- 
mètre ;  donc  on  saura  reconnaître  ceux  de  ces  plans  qui 
seraient  des  plans  de  symétrie  de  S  (problème  I). 

2°  Les  deux  surfaces  ol^  y  sont  deux  sphères  concen- 
triques (la  sphère  (x pouvant  être  tout  entière  à  l'infini). 

Je  transporte  Torigine  au  centre  commun  co  de  ces 
deux  sphères,  et  soit 


(  4^2  ) 

la  nouvelle  écjualîoii  de  S,  F(.r,  J,  z)  désignant  Ten- 
scnible  des  termes  du  qualriènic  degré.  L'équatiou 
'fC-^O^  s)=  o  représente  une  surface  S|  qui  est  au  plus 
du  troisième  ordre  et  dont  on  sait  par  conséquent  trou- 
ver tous  les  plan^  de  symétrie.  Les  plans  de  symétrie 
de  S  doivent  passer  par  le  point  co  et  sont  tous  les  plans 
de  symétrie  de  S|  qui  seraient  en  même  temps  plans  de 
symétrie  du  cône  (F)  défini  par  Téquation  V{x^j^  3)=  o. 
Je  laisse  de  côté  le  cas  où  S  serait  formée  de  deux  sphères 
concentriques.  Quand  '^{x^  y^  z)  n*a  pas  la  forme 
K{x'-\-j'-{-'  z-)-\-  B,  A  et  B  étant  des  constantes,  les 
plans  de  symétrie  de  S|  passant  par  co  n'ont  pas  toutes 
les  directions  de  l'espace,  et  Ton  saura  alors  reconnaître 
ceux  de  ces  plans  qui  seraient  plans  de  symétrie  de  S 
(problème  1).  Dans  l'hypothèse  contraire,  les  plans  de 
symétrie  de  S  sont  les  mômes  que  ceux  du  cône  (F). 
Mais  les  deux  surfaces  a,  y  étant  des  sphères,  il  en  est 
de  môme  des  deux  surfaces  a,,  v,  relatives  au  cône  (F). 
Donc  ici  la  surface  S  n'a  aucun  plan  de  symétrie,  ou  a 
les  neuf  plans  de  symétrie  d'un  cube.  Il  n'y  aura  dès  lors 
qu'à  résoudre  le  problème  II  sur  le  cône  (F). 

Si  (F)  admet  les  neuf  plans  de  symétrie  du  cube,  on 
déterminera  leurs  équations,  et  Ton  aura  les  plans  de  sy- 
métrie de  S.  Si  le  cône  (F)  n'a  pas  la  symétrie  du  cube, 
la  surface  S  n'admet  aucun  plan  de  symétrie. 

Le  problème  est  donc  entièrement  résolu. 

Dans  les  surfaces  du  quatrième  ordre  qui  possèdent 
la  symétrie  plane  sans  être  cylindriques  ni  de  révolution, 
le  nombre  des  plans  de  symétrie  est  l'un  des  nombres  i, 
9.,  3,  4,  5,  6,  9. 

Lu  Tableau  suivant  indique  la  forme  à  laquelle  on 
peut  ramener  l'équation  de  celles  de  ces  surfaces  qui 
admettent  plusieurs  plans  de  symétrie. 
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On  saura  calculer  la  forme  réduite  qui  correspond  à 
chacun  de  ces  six  cas  (  '  ). 

SUR  UN  MOYEN  DE  RECONNAITRE  SI  UNE  SURFACE  DU 
TROISIEME,  DU  QUATRIÈME  OU  DU  CINQUIEME  ORDRE 
EST    DE    RÉVOLUTION. 

Je  considère  une  surface,  algébrique  S,  autre  qu'un 
Système  de  plans  parallèles,  et  dont  l'ordre  m  est  Tun  des 
nombres  3,  4?  ^*  J^  1&  suppose  définie,  en  coordonnées 
cartésiennes  rectangulaires,  par  l'équation  entière  et 
à  coefficients  réels  f(x,y^  z)^o.  Soient  a  et  a'  les 
deux  surfaces  que  représentent  les  équations 

()x^        dy^        dz^  ~"    ' 

dont  la  seconde  est  du  deuxième  degré.  On  veut  recon- 
naître si  la  surface  S  est  de  révolution  et,  en  cas  d'affir- 
mative, trouver  son  axe  de  révolution.  On  peut  y  arriver 
en  appliquant  le  théorème  suivant,  qui  découle  de  ce  fait 
que,  lorsque  S  a  une  infinité  de  plans  de  symétrie  pas- 
sant par  une  même  droite,  les  deux  surfaces  a  et  a',  qui 
possèdent  toutes  les  symétries  de  S,  doivent  être  aussi  de 
révolution  autour  de  cette  droite. 

Théorème.  —  Quand  les  deux  surfaces  a  et  a'  nô 
sont  pas  deux  sphères  concentriques  : 

1  ®  Si  elles  sont  toutes  les  deux  de  résolution,  autour 


(*)  Les  plans  de  coordonnées  par  rapport  auxquels  les  équations 
<les  surfaces  des  troisième  et  quatrième  ordres  à  plans  de  symétrie 
prennent  les  formes  réduites  données  dans  les  deux  Tableaux  précé- 
dents sont  les  plans  de  symétrie  eux-mêmes,  ou  des  plans  perpendi- 
culaires à  leurs  droites  d'intersection,  ou  des  bissecteurs  d'angles 
formés  par  ces  plans  de  symétrie. 


(  4'«5  ) 
iVune  seule  et  même  droite^  ou  auloui'  (Vu?ie  injiuilè 
de  mêmes  droites  parallèles  entre  elles,  la  surface  S 
peut  être  de  révolution,  mais  seulement  autour  de  cette 
droite  ou  dUine  parallèle  à  ces  droites. 

a°  Dans  tous  les  autres  cas^  la  surface  S  n^est  pas  de 
révfolution. 

Quand  les  deux  surfaces  a  et  tJ  sont  deux  sphères 
concentriez ues  : 

i®  Si  la  surface  S  ^.v^  du  troisième  ou  du  ciiiquième 
ordre,  elle  nest  pas  de  réi^olution  (^  )  ; 

2°  Si  la  surface  S  est  du  quatrième  ordre,  pour 
qiielle  soit  de  rév^olution^  il  faut  et  il  suffit  que  le  cône 
des  directions  asj  mptotiques  de  S  soit  une  sphère 
double,  et  que,  en  appelant  Xq,  j'o,  z^  les  coordonnées 
du  centre  commun  des  deux  sphères  7.etcL\  et  M  le  coef- 
ficient dex^  dansf(x,j^  3),  la  surf  ace  correspondant 
Cl  Inéquation 

qui  est  au  plus  du  troisième  degré ^  soit  de  révolution 
autour  d'une  droite  passant  par  le  point  (xq,  yo>  -^0)^ 
et  Vaxe  de  réx^olution  de  cette  dernière  surface  est  le 
même  que  celui  de  S  (^). 

Comme  il  est  toujours  facile  de  vérifier,  par  une  Irans- 
formalion  de  eoordoiiiiées  bi(;ii  évitlenle,  si  une  surface 
algébrique   définie    analytiquemcnt    est   de   révolution 


(')  Quand  une  surface  du  cinquiènne  ordre  est  de  révolution,  on 
peut  vérifier,  en  prenant  son  axe  de  révolution  pour  un  des  axes  de 
coorilonnées,  que  la  surface  a  n'est  jamais  d'ordre  inférieure  3  si  la 
quadrique  a'  est  une  sphère. 

(')  On  regardera  une  surface  indéternninéc  ou  rejetée  à  l'infini 
comme  une  surface  de  révolution  autour  d'une  droite  quelconque 
de  l'espace,  ou  encore  comme  une  sphère  concentrique  à  toute  sphère 
de  l'espace. 

Ann.  de  Mnthcniat.^y  série,  t.  XV.  (Sci)lcml)re  i8y(>.)       'î8 
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autour  (l^une  droite  parallèle  à  une  direction  connue,  et 
de  déterminer  cette  droite,  on  voit  que  le  cas  d'une  sur- 
face du  troisième  ordre  sera  complètement  résolu  par  le 
théorème  qui  précède,  et  que  le  cas  d*une  surface  du 
quatrième  ou  du  cinquième  ordre,  s'il  nest  directement 
résolu  par  ce  théorème,  se  trouvera  ramené  au  cas  d'une 
surface  du  troisième  ordre.  En  définitive,  la  question 
est  résolue  dans  les  trois  cas. 


[Pif] 

SUR  LA  TRANSFORMATION  HONOGRAPHIQUE  DES  PROPRIÉTÉS 
MÉTRIQUES  DES  FIGURES  PLANES; 

Par  m.  Georges  BROCARD, 
Professeur  au  lycée  du  Havre. 


On  sait  que  si  Ton  joint  un  point  M  du  plan  d'un 
triangle  aux  trois  sommets,  on  obtient  trois  droites  qui 
rencontrent  les  côtés  en  des  points  A',  B',  C,  et  que,  si 

Ton  désigne  par  ^  et  ->  les  valeurs  algébriques  des  rap- 

AC        BA'    1  .  CB'  11' 

ports  ^rrrr  et  -^ttt»  le  rapport  ^7-7  aura  pour  valeur  algé- 
brique -;  les  quantités  X,  [jl,  v  sont  appelées  coordon- 
nées ha/'j  centriques  du  point  M. 

On  sait  aussi  que  si  l'on  considère  deux  points  définis 
par  les  coordonnées  X,  [jl,  v  et  }/,  jjl',  v'  entre  lesquelles 

1  1      .  XX'         {JL'a'         vv'  .    ^  ,. 

existent  les  relations  — -  =  4V  =  "t»  ces  points  sont  dits 

a^         b^         c^  *■ 

ins^erses  Vun  de  Vautre. 

Considérons  alors  les  transversales  CC  et  QC'  passant 

AC       AG"        b^ 
par   deux   points   inverses;    on    aura   T^^TprîT^i* 


(4^7  ) 
Maïs  si  nous  prenons  le  poînt  C]  symétrique  de  O'  par 
rapport  au  milieu  de  AB  (la  droite  CC^  est  dite  isoto- 


A      C"  0  C    Cî    B 


inique  de  CC),  la  relation  précédente  pourra  être  écrite 
ainsi  : 

G'B  ^  AGï  ~  a« 
ou  encore 

C^A  .  CÎ_A  _  h^ 

GB  '  G;B  ~  a*' 

Le  premier  membre  de  cette  relation  est  le  rapport 
an  harmonique  des  quatre  points  C,  C^,  A,  B^  ce  rapport 

est  donc  constant  et  égal  h  —  >  quels  que  soient  les  points 

inverses  considérés. 

Or,  parmi  lés  points  inverses  se  trouvent  les  deux 
points  cycliques  du  plan  ;  résolvons,  en  effet,  par  rap- 
port à  Y  les  deux  équations 

a' (JLV  H- 6'vX -t- c'XfjL  =  o, 

X  H-  (JL  -h  V  =  o 

qui  représentent,  en  coordonnées  barycentriques,  le 
cercle  circonscrit  an  triangle  et  la  droite  de  Tinfini  ;  nous 
obtenons  Féquation 

(l)  a2lx2+(a2-4-62—  c2)XjX-|-62X2=  O, 

d 'où  

;i  _  r2— a2— /72:4- y/(c2_  ^2— /?2)2— 4a2/:,2 


(  4^8  ) 


ou 


jJL  _  — 2rt6  cosC  d=  4'î^' 

—  2rt6  cosC  ih  ^.rtfti  pinC  b      ,,. 


'À(V 


a 


Le  produit  de  ces  deux  valeurs  est  bien  égal  h  — » 

comme  hî  montrait  immédiatement  d'ailleurs  réquation 
(i).  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Tiiïî:oiik.ME.  —  Si,  par  le  soninieL  C  d'un  triangle 
ABC,  on  mène  une  droite  isotrope^  et  la  droite  isoto- 
mique  de  Vautre  droite  isotrope,  ces  droites  forment , 
avec  les  deux  côtés  du  triangle  issus  du  sommet  C,  un 

faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est  égal  à  ~- 

Remarques.  —  i°  Si  l'on  divise  les  deux  valeurs  de 
^  racines  de  l'érjuation  (i),  on  retrouve  le  tliéorème  de 

Laguerrtî. 

2'*  Dans  le  cas  du  triangle  isocèle  (6  =  a),  le  rapport 
anharmonique  est  égal  à  i,  c'est-à-dire  que  les  deux 
droites  isotropes  menées  par  C  sont  isotomiques. 

Fig.  2. 


?i'^  Si  a  est  égal  à  l'unité  de  longueur,  le  rapport  an- 
harmonique  précédent  est  le  carré  du  nombre  qui  mesure 
AC.  On  a  ainsi  le  moyen  de  faire  la  transformation 
honiographi(jue  d(î  la  distance  de  deux  points. 


(  429) 
4°  Sî  Ton  (loiiiie  deux  longueurs  AB,  CD  sans  extré- 
mité commune^  on  pourra  les  remplacer  par  deux  autres 
proportionnelles  et  ayant  une  extrémité  commune;  par 
exemple,  ou  décrira  de  A  et  C  comme  centres  des  circon- 
férences ayant  leurs  rayons  proportionnels  à  AB  et  CD, 
et  Ton  appliquera  le  théorème  précédent  au  triangle 
formé  par  les  points  A  et  C  et  Tun  des  points  de  ren- 
contre de  ces  circonférences. 


ApplicA-tion.  —  Soit  à  transformer  le  théorème  sui- 
vant ; 

Si  d'un  point  C  extérieur  on  mène  à  une  circonfé' 
rence  une  tangente  CA  et  une  sécante  CBD,  on  a 

CB  _  CA 
Ck  ~  CD* 


Fig.  3. 


Soient,  dans  la  transformée  : 

/  et  y  les  transformés  des  points  cycliques; 

c'  et  c''  les  points  de  rencontre  de  ci  et  cj  avec  ab  ; 

y  le  conjugué  harmonique  de  e  par  rapport  à  ah] 


(  43o  ) 
Cj  celui  Je  c'^  par  rapport  à  ef\ 
f  elj"  les  points  de  rencontre  de  ci  et  cj  avec  ad  ; 
h  le  conjugué  harmonique  de  g  par  rapport  à  ad  ; 
j\  celui  de/'  par  rapport  à  gh. 

Le  théorème  transformé  consiste  en  ce  que  les  rap- 
ports anharmoniques  {c' c\ba)  et  {f  j\cLd)  sont  égaux. 

Nous  obtenons  ainsi  une  propriété  générale  des  co- 
niques, d'où  nous  pouvons  déduire  des  propriétés  par- 
ticulières en  donnant  à  la  droite  y ,  qui  est  en  définitive 
une  droite  quelconque,  des  situations  particulières. 


Fi  g-  4- 


Supposons,  par  exemple,  que  la  conique  soit  une  \\^' 
perbole  et  que  la  droite  ij  soit  à  l'infini. 

Les  droites  ci  et  cj  sont  alors  parallèles   aux   asynr:^' 


(43.  ) 

ploies,  c'I  *ii  j'[  sont  symétriques  de  c-''  et  /'  par  raj)port 
aux  milieux  de  ab  et  ad,  de  sorte  qu'on  a 

c'I  h  =r  ac^         c\  a  =  hc\        j\  a  =  dj\        j\  d  =  aj\ 


L'égalité 


devient  ainsi 


c'b,c\b  ^fa  J\a 
c  a  '  c'[  a        f  d  '  j\  d 


cb        bc"  _  f  a        aj 


«r 


OU 


c'  a       ac'        f  d       df 

c'b        ct^  _  /«        /« 
c'a  ^  c'a  ~  j'd  ^  yV' 

Or,  en  menant  par  les  points  betd  des  parallèles  aux 
asymptotes,  qui  rencontrent  la  tangente  aux  points  /, 
kj  rij  rtij  on  voit  facilement  que  cette  égalité  devient 


ck        cl        ca        ca 
—  X  —  —  —  X  — > 
ca        ca        cm        en 

d'où 

ca^  =  ck. cl. cm, en. 

Mais  on 

a 

aussi 

cl         ck        cb 
en        cm        cd 

Donc  cl  X  cm  ^  ck  x  en  =  ca^.  D'où  ce  théorème  : 

Si  d^un  point  extérieur  on  mène  à  une  hjperbole 
une  tangente  et  une  sécante,  et  qu'on  projette  sur  la 
tangente  les  deux  segments  de  la  sécante  suivant  des 
droites  respectii^ement  parallèles  aux  deux  asymptotes^ 
le  produit  des  segments  ainsi  projetés  est  constant  et 
égal  au  carré  de  la  tangente. 

On  trouvera  facilement  d*une  façon  analogue,  en 
supposant  que  la  conique  soit  une  parabole  et  la 
droite  ij  h  rinfini,  le  théorème  suivant  : 

Si  d^un  point  extérieur  on  mène  à  une  parabole 
une  tangente  et  une  sécante  et  que  Von  projette  sur 


(    432    ) 

la  tn/igente,  parallèlement  à  l'axe  y  les  deux  segments 
de  la  secantey  In  produit  des  segments  ainsi  projetés 
est  constant  et  égal  au  carre  de  la  tangente. 


COKKESPONDAKCE. 


jy.  J/.  (Paris),  —  Dans  son  Travail  Sur  les  cordes 
normales  de  la  parabole,  qui  vient  de  paraître,  p.  2^4» 
M.  irOcagne  Iroiive  par  le  ealciii  quelques  propriétés 
qu'on  peut  établir  ainsi  par  la  Géométrie. 

Soit  MiMa  une  corde  normale  en  M|  à  une  parabole 
de  sommet  S.  Les  tangentes  en  M|,  M2  se  rencontrent 


en  T  et  M,  M2    coupe  en  m^  l'axe  de  la  parabole.  La 
droite  TI,  parallèle  à  l'axe,  passe  par  le  point  I  milieu 

de  M,  Ma. 

La  tangente  au  sommet  S  coupe  M^  T  en  t  et  la  paral- 
lèle à  l'axe  menée  de  ce  point  passe  par  le  point  i  milieu 
de  M|  77/2 .  De  là,  puisque  les  triangles  «M|  /,  TMi  I  sont 
semblables,  il  résulte  que  ^77/2  est  parallèle  à  TM2. 
r/angle  77/2 ^M|  est  donc  égal  à  l'angle  que  font  entre 
elles  les  tangentes  TM, ,  TMa',  mais  les  points  S,  A,  M|, 


(  4:»  ) 

///^  étant  sur  une  circonférence  de  cercle,  Tangle  rn^tMi 
est  égal  à  l'angle  maSM,  ;  donc,  l'angle  compris  entre 
les  tangentes  TM| ,  T1M2  est  égal  à  V angle  de  SM,  et  de 
l*axe  de  la  parabole. 

11  résulte  d'une  propriété  due  à  Ribaucour  (*  )  que  la 
perpendiculaire  TK  à  Taxe  rencontre  M|  M2  en  un  point 
E  tel  que  M|  E  est  égal  au  rayon  de  courbure  M|  C  de  la 
parabole  en  Mi . 

Abaissons  la  perpendiculaire  M.^  P  sur  l'axe.  On  a 

EMi  ou  Ml  G  _    6  Ml    _    SP 
M1M2         "  Ml  7/12  ~~  V nii^ 

ce  qui  montre  que  le  rapport  du  rayon  de  courbure  en 
Ml  à  la  corde  normale  correspondant  à  ce  point  est 
égal  au  rapport  de  V abscisse  de  M|  au  paramètre  de  la 
parabole. 

On  demande  de  tromper  la  corde  normale  {/tu  détache 
sur  la  parabole  Varc  de  longueur  minimum. 

Supposons  (|ue  M,  M2  soît  celte  corde.  Pour  un  dépla- 
cement infiniment  petit  de  cette  droite,  qui  reste  nor- 
male à  la  parabole,  les  arcs  compris  entre  M^,  M2  et 
leurs  positions  nouvelles  sont  égaux ^  on  a  alors 
M,TxMiG  =  M2TxM2C  {'^),  Ceci  montre  que  le 
centre  de  courbure  0  est,  par  rapport  à  1,  le  svmétiique 
du  point  B  où  la  bissectrice  de  Tangle  M2TM1  coupe 
M|  Ma,  ou  encore  que  MjB  =  M,  C  =  M,  E.  Menons  tb 
parallèlement  à  TB5  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de 
trouver  que  m2  A  =  M,  «. 

La  perpendiculaire  tg  à  tm^  passe  par  le  milieu  de 
M^e;  on  doit  donc  avoir  ma^  =  iM^g, 

Il  résulte  de  là  facilement  que  iMi  =  Mi^  et  que 
l'angle  m^tlA^  est  égal  à  60°.  On  peut  dire  alors  :  Pour 

(  ')  Principes  et  développement  de  Géométrie  cinjêniatiqiie,  p.  \-\b. 
(')  Loc  cit.,  p.  JF,  formule  (IIT). 


(  -W  ) 

Ifi  pied  M|  de  la  corde  gui  détache  sur  la  parabole  un 
arc  de  longueur  minimum,  le  rayon  de  courbure  de  la 
parabole  est  les  deux  tiers  de  cette  corde;  ou  encore  : 
l'abscisse  de  M^  est  les  deux  tiers  du  paramètre  de  la 
parabole,  et  eiilîn  que  la  droite  SM|  /ait  as^ec  l'axe  un 
angle  de  60**. 


SOLUTIONS  DB  OUESTiONS  PROPOSÉES. 


Qneition  1666. 

Par  un  point  fixe  du  plan  d'un  cercle  donné  (G),  on 
mène  une  corde  quelconque  dont  les  extrémités  sont  \  et  \i. 
Le  cercle  (^)  de  diamètre  PA  rencontre  le  cercle  C  en  un 
second  point  A';  le  cercle  (S'),  de  diamètre  PB,  rencontre 
le  cercle  (C)  en  un  second  point  B'.  Montrer  que  le  point 
de  concours  des  droites  A  A'  et  BB',  ainsi  que  le  point  de 
concours  des  tangentes  communes  aux  cercles  (1)  et  {'ï.* ) 
sont  tous  deux  sur  une  même  droite  fixe, 

(  E.-N.  Barisien.) 


SOLUTION   ANALYTIOIE. 
Par  M.  A.  Dhoz-Fahny. 

("lioisis«ions  un  «^yslèmo  orllio<^onal  d'axes  a  ver   C>   roinme 
oi'i<;inc  el  OP  comme  axe  des  x  et  posons  OP  =  d. 
Kquation  du  cercle  (C) 


(\) 


x^ 


r« 


/•*. 


Kiiualion  de  PAB 
(  II  )  y  —  m[x  —  d). 


Le  cercle  (1)  aura  pour  équation,  en  représentant  par  x\y 
les  CHU  rd  on  nées  de  A, 


ou 


{X  —  d  )(x   -  ./•'  )  -i-  V (  >'  -  -  y'  )  —  o, 
./•-~h  >'- —  .ri  //  -i-  ./•'  )  --  11'   -  d.i' .-  « 


(  435  ) 

De  même  l'équatioD  de  1'  esl  : 

x'^ -^ y^  —  x{d  -h  x" )  —  yy" -\-  dx"  :=:  o. 

Il  en  résulte  que  les  équations  de  AA'  et  de  BB'  sont  respec- 
tivement 

x{d-^  x'  )-\- yy'  —  dx'  —  r^  =  o 

x{d-\-  x'')-\-yy  —  dx" —  r2=  o. 

On  obtiendra  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  droites 
en  éliminant  entre  ces  équations  les  variables  x',  y\  x"  et  y. 
On  peut  procéder  de  la  manière  suivante  ;  les  coordonnées 
de  A  vérifient  l'équation  de  la  droite  PA,  donc  j''=  m{x' —  d). 
En  portant  cette  valeur  dans  l'équation  de  AA',  elle  devient 

x'{x-^  niy  —  d)  -{-  dx  —  niyd  —  r*=  o; 

on  a  de  même 

x^^x-^  rny  —  d)-\'  dx  —  niyd  —  /•*  =  o  ; 

Les  deux  variables  x*  et  x"  vérifiant  simultanément  une  re- 
lation de  la  forme  kx  -h  B  =  o,  il  faut  que  A  =^  o  et  B  =  o,  d'où 

X  -f-  my  —  d=^  o        et        dx  —  my  d  — •  /•*  =  o* 

En  éliminant  entre  ces  deux  équations  la  seule  variable  /;i, 
on  a,  pour  le  lieu, 


X  = 


id 


ligne  droite  perpendiculaire  sur  OP. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tan- 
gentes communes  aux  cercles  (II)  et  (S'). 

Représentons,  pour  cela,  par  G'  et  G"  les  centres  de  (2)  et 
(2')  et  par  R  le  point  de  coupe  des  tangentes  extérieures  aux 
deux  circonférences. 

Évidemment  le  point  P  doit  être  intérieur  à  (G);  comme  ce 
point  lest  le  centre  de  similitude  interne  de  (2)  et  (2'),  on  aura 

(G'G''PR)=-i. 

Or  les  abscisses  respectives  de  G',  G",  P  et  R  sont 

x'  -\-  d        x"  -\-  d 


2 


,       -^ , 


d,     x\ 


(  436  ) 


on  a,  par  conséquent, 


( 


'1 


1 


(x-^d) 


-A 


(x'-^d)(x'-^-d) 


4 


a;d^, 


d*où 

(I) 


x{x'-\-af—2d)  =  x'x'^  d^. 


En  combinant  les  équations  x^-\-y*=  r*  et  y  ==  m(x  —  d), 
on  obtient 


d'où 


ir'  (  r-f-  //i*  )  —  2  m^  dx  ■+-  //i*  d^  —  r*  =  o^ 


.r  -h  X  = 


'im^d^ 

I  -h  m- 


I    " 

X  X    = 


I  -+-  /n* 


Portons  ces  valeurs  dans  (i),  cette  relation  devient,  comme 

précédemment, 

d^  -4-  /•* 


X  =^ 


id 


SOLUTION   GEOMETRIQUE. 
i*ar  M.  A.  Droz-Farny. 

Gomme  angle  PA'A  =  angle  PB'B  =  90"  les  droites  AA' 
et  BB'  enveloppent  une  conique  ayant  P  et  son  symétrique  par 
rapport  au  centre  de  (G)  comme  foyers.  Ges  deux  droites  se 
coupent  en  S.  On  a 

SA.SA'=:SB.SB'=SPî. 

Le  lieu  de  S  est  donc  Taxe  radical  du  cercle  (G)  et  du  cercle 
point  P,  et,  par  conséquent,  une  perpendiculaire  sur  OP  à 
une  distance  OM  du  centre  telle  que 


d'où 


0M2  — /'î=(OM  — rf)*, 


OM  = 


^d 


Représentons  comme  précédemment  par  G'  et  G*  les  centres 
de  (S)  et  (S'),  ces  deux  points  sont  sur  une  circonférence  fixe  de 


ra^on  -  ayant  son  centre  en  O'  point  milieu  de  PO.   Comme 


(  43;  ) 

C,  C,  P  el  R  sont  quatre  points  harmoniques,  le  lieu  de  R  e 
la  polaire  de  P  par  rapport  à  cette  circonférence,  donc  iir 


droite  perpendiculaire  sur  O'P  à   une  distance  O'M   telle  que 
OM.O'P  =  ^, 


Par  te  foyer  F  d' 
el    l'on    décrit   su/ 
rence    (Z)    qui   r 
points  C   et  D.  Oi 


Question  1669. 

ne  parabole,  o. 


corde  AB 
circonfi- 
la  parabole  en  deu^  autres 
r  FC,  du  cùté  opposé  à  C,   une 


longueur  FD'  =  FD,  et  sur  FD,  du  côté  opposé  à  D,  u 
longueur  FC  =  FC.  Montrer  que  les  points  C  el  D'  so 
situés  sur  In  circonférence  <Z).  (E,-IV.  Babisiek.) 


(  438  ) 

SOLUTION   GÉOMÉTBIQUE. 
Par  UN   ANONYME. 

La  perpendiculaire  FE  à  AB  rencontre  (2)  en  E  qui  est  sur 
la  directrice  de  la  parabole   (P).  La  droite  qui   va   de    E   au 


centre  O  de  (2)  étant  un  diamètre  de  (P),  cette  directrice 
est  la  tangente  ET  à  (2). 

Déterminons  G,  D,  et,  pour  cela,  cherchons  le  milieu  1 
de  CD.  Les  cordes  AB,  CD  étant  également  inclinées  sur  l'axe 
de  (P),  le  foyer  F  est  à  égales  distances  des  diamètres  de  (P) 
qui  passent  par  0  et  I.  Il  suffit  alors  de  prolonger  EF  jus- 
qu'en G  sur  (2)  et  de  mener  de  ce  point  une  parallèle  à  EO 
pour  avoir  le  diamètre  qui  contient  I. 

Ce  point  I  est  aussi  sur  la  perpendiculaire  01  à  CD.  Cette 
droite  et  EG,  respectivement  perpendiculaires  à  deux  droites 
également  inclinées  sur  EO  sont  elles-mêmes  également  incli- 
nées sur  EO. 

Le  point  1  est  alors  sur  la  circonférence  qui  passe  par  O,  E,  G 

et   qui   a   pour  diamètre   OT.    La  droite  CD  passe  par  T,  qui 
est  sur  la  directrice,  et,  comme  elle  fait  avec  EO  le  même  angle 
que  TO,  sa  construction  est  facile. 
On  voit  déjà  que  : 

Une  corde  focale  quelconque  d'une  parabole  étant  prise 
pour  diamètre  d'une  circonférence  de  cercle,  Vautre  sé- 
cante, commune  à  ces  deux  courbes^  coupe  cette  corde  fo- 
cale sur  la  directrice  de  la  parabole. 


(  ih  ) 

Prenons  les  symétriques  G',  D'  de  G,  D  par  rapport  à  A13, 
ces  points  sont  sur  (2).  Les  diagonales  GD',  C'I)  du  trapèze 
GDG'D'  se  coupent  sur  la  polaire  de  T  par  rapporta  (2), 
c'est-à-dire  qu'elles  passent  par  F  et  l'on  a  bien  FD'=FD, 
FC'=  FG.  La  question  posée  est  donc  résolue. 

Question  1679. 

(I89i,  p.  5'.) 

On  considère  les  coniques  passant  par  deux  points  fixes 
et  tangentes  à  une  droite  donnée  en  un  point  donné.  Lieu 
du  point  de  concours  des  tangentes  à  la  conique  menées 
par  deux  points  fixes  pris  sur  la  droite. 

(André  Gazamian.) 

solution 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Représentons  par  P  et  Q  les  deux  points  fixes;  chaque  co- 
nique passant  par  ces  points  est  tangente  en  D  à  la  droite 
donnée.  Soient,  en  outre,  A  et  B  les  points  fixes  de  départ  des 
tangentes  et  G  leur  point  d'intersection. 

EfiFectuons  une  transformation  homographique  de  la  figure, 
de  manière  que  les  points  P  et  Q  coïncident  avec  les  ombilics 
du  plan,  et  soient  a,  b,  c  et  d  les  transformés  de  A,  B,  G  et  D. 

Il  s'agira  de  chercher  le  lieu  des  points  d'intersection  des 
tangentes  que  l'on  peut  mener  de  a  et  ^  aux  circonférences 
tangentes  en  un  point  fixe  d  k  la.  droite  ab.  Gomme 
ca  —  cb  z=  da  —  db^  le  lieu  est  une  hyperbole  admettant  a  et 
b  comme  foyers,  ou  une  ligne  droite  perpendiculaire  en  d  sur 
aô  si  ad  =  db.  Revenons  à  la  figure  primitive. 

Le  lieu  cherché  est  une  conique  passant  par  D  et  inscrite 
dans  le  quadrilatère  ABPQ.  Si  A,  D.  B  et  le  point  d'intersec- 
tion de  AB  et  PQ  sont  quatre  points  harmoniques,  le  lieu  est 
une  ligne  droite  passant  par  D. 


(  4io  ) 


QlIESTIO\'S. 


17i3.  On  peut  construire  six  triangles  semblables  entre  eu\ 
ayant  pour  coté  commun  un  segment  fixe,  et  situés  d'un  même 
côté  (le  ce  segment  :  les  six  sommets  ainsi  obtenus  sont  sur 
une  mémo  circonférence.  Tontes  les  circonférences  ainsi  ob- 
tenues ont  même  axe  radical.  {E.  Duporcq.) 

I74i.  Soil  to  le  centre  de  courbure  d'une  courbe  (//i),  cor- 
respondant au  point  m.  On  considère  une  droite  A  qui  coupe 
le  segment  tom  suivant  un  angle  donné  et  le  divise  suivant  un 
rapport  donné.  Construire  le  point  où  D  touche  son  enveloppe, 
ainsi  que  les  centres  de  courbure  successifs  de  cette  enveloppe. 

(E.  Duporcq.) 
174-5.  On  j>ose 

oLfi  —  ( a.r^  -h  fjx  -h  c)( '1  ax"^  -h  b.v  -\-  c)  ...  {n ar'  -+-  bx  -hc). 

i"  Démontrer  que  l'expression 

f  -hCia,-4-GJa4-h.  ..4-C;ja« 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(c-h  r)«H-  Pi.r(c-f-r)''-  »-h  V^x^(c -^1)'^-^-+- , .  .-i-F^^'*, 

Vp  étant  un  polynôme  entier  en  a,  6,  x  indépendant  de  c; 
7"  Pour  X  =  o,  (Vr)x=--o  est  un  polynôme  entier  en  a  et  b. 
Trouver  ce  polynôme  développé  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  b.  Démontrer  que  si  a  est  positif,  ce  polynôme 
considéré  comme  fonction  de  b  a  toutes  ses  racines  réelles;  si 
a  est  négatif,  il  a  au  plus  une  racine  réelle.      (R.Gilbert.) 

174;G.  Le  volume  d'un  tétraèdre  est  égal  aux  deux  tiers  du 
produit  <les  sections  faites  par  deux  plans  médians  menés  par 
deux  arêtes  opposées  de  ce  tétraèdre,  multiplié  par  le  sinus  de 
l'angle  de  ces  deux  plans  et  divisé  par  la  médiane  du  tétraèdre 
suivant  laquelle  ils  se  coupent.  (Nous  appelons  plan  médian 
d'un  tétraèdre  un  plan  mené  par  une  arête  de  ce  tétraèdre  et 
le  milieu  de  l'arête  opposée.)  (Gentv.; 
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[BlOb] 

KÉDUCTfOX  SHIULTAKIÉe  DE  DEUX  FORMES  QUADRATIQUES 
DE  TROIS  VARIABLES  A  DES  FORMES  CANONIQUES.  AP- 
PLICATION A  L  ÉTUDE  D  UN  SYSTÈME  DE  DEUX  CONIQUES; 

Par  m.  II.  VOGT,  à  Nancy. 


1.  Le  problème  de  la  réduction  simultanée  de  deux 
formes  quadratiques  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables à  des  formes  canoniques,  en  particulier  à  des 
sommes  de  carrés  de  formes  linéaires  indépendantes,  a 
fait  l'objet  de  nombreuses  recherches  et  a  été  résolu 
d'une  manière  complète  par  M.  Darboux  dans  son  re- 
marquable  Mémoire  Sur  la   théorie  algébrùjue  des 
formes  quadratiques  {Journal  de  Liouville,  1874)-  Les 
inétbodes  qu'il  emploie,   par  cela  même  qu'elles  s'ap- 
pliquent à  tous  les  cas,  exigent  d'assez  longs  développe- 
ments; mais  si  l'on  se  limite,  comme  je  le  fais  dans  cet 
article,  au  cas  de  deux  formes  quadratiques  de  trois  va- 
riables, il  est  possible  d'arriver  rapidement,  par  l'appli- 
cation d'un  seul  des  principes  de  ces  méthodes,  à  la. ré- 
duction de  ces  formes,  non  seulement  ii  des  sommes  de 
carrés  lorsqu'elle  est  possible,  mais  encore  aux  formes 
canoniques  habituelles.  La  considération  de  la  forme 
adjointe  d'une. forme  quadratique   particulière   sufQt, 
comme  je  le  montrerai,  pour  donner  les  formes  réduites  ; 
le  procédé  que  j'emploie  n'a  pas  le  degré  de  généralité 
que  possèdent  les  belles  méthodes  de  M.  Darboux,  mais 
il   est  suffisant    pour  faire,    d'une  manière  complète, 
l'étude  du  système  de  deux  coniques. 
Ann.  de  Mathémat.^  3«  série,  l.  W.  (Octobre  189G  )  29 


(0 


(  il"-  ) 

^.   Soient 

i  f{T^y^  z)  —  ax^  -\- n'y^ -\- a" z^-^7.hyz    -\-ib'zjc  -^-ib^xy, 
(  ?(^»^';  z)  =  a^x^-r-  <if'ij'H-  ft\  3* H-  ibiyz  -\-  'i.b\zx  -^  '^b\xy 

deux  formes  (|iiadi'ati({iies  de  trois  variables;  nous  nous 
proposons  d'abord  de  rechercher  s'il  est  possible  de  les 
réduire  simultanément  à  la  somme  des  carrés  de  trois 
formes  linéaires  indépendantes  au  plus,  alVectés  de 
coefficients  particuliers;  le  problème  revient  à  chercher 
Irois  formes  linéaires 

/   X=7.X    -4-  JijK    -4- 75, 

(2)  j  y=  7.'x  H-  3>  -+- y'^, 

(    z'^^Tx-r-'^y-^Y^^ 

dont  le  déterminant  des  coefficients,  que  nous  appelle- 
rons 0,  n'est  pas  nul,  et  telles  que  les  formes  y  et  ©  soient 
identiquïîs  aux  formes 

(  q'  =  niix'^-h  m^y'^-^-  m^z'*, 

lorsque  l'on  remplace  x',  y\  z  par  les  expressions  (2), 
/i,  /j,  /s,  /Ml,  /712,  ^3  désignant  des  coefficients  particu- 
liers inconnus. 

Si  le  problème  est  possible,  il  admet  une  infinité  de 
solutions,  car  on  peut  multiplier  x',  j/,  z'  par  des  fac- 
teurs quelconques  et  choisir  arbitrairement  trois  des 
coefficients  non  nuls  entrant  dans  f  et  ©',  par  exemple 
ht  lit  ^3  î  ^^  ''^'^  suppose  données  ces  trois  dernières 
quantités,  le  problème  admet  alors,  en  général,  un 
nombre  limité  de  solutions,  car  ridentification  des 
formes  f'^l  'f'  avec^^et  cp  fournit  douze  équations  entre 
douze  inconnues,  savoir  les  neuf  coefficients  des  formes 
2)  et  les  trois  coefficients  m^,  ruo^  rn^. 

Nous  ne  faisons,  pour  le  moment,  aucune  lijpo thèse 
sur  la   nature   (1rs  coefficienls   des   formes  f  al    co;    ils 


A(X,  !x)  = 


(  443  ) 

peuvent  être  réels  ou  imaginaires.  Considérons  la  forme 

fi./  -h  Xcp  =  (  [JL  ^  -h  X  <7 ,  )^2  _^  (  ^j^a'  -hXa\)y^-h.  ,.; 

son  discriminant 

[jl6''h-X6j      ixa'-\-'ka'i     ixb  -+-\bi 
ixb'-hlb\     ixb  -i-lbi      ixa^-f-Xa'; 

est  une  forme  homogène  du  troisième  ordre;  elle  n'est 
nulle  identiquement  que  dans  des  cas  particuliers  dont 
nous  réservons  l'examen  pour  plus  tard;  nous  dési- 
gnons par  A,  A',  ...  ses  mineurs  relatifs  à  [xa-f-X^i, 
[jLrt'-f-  Xrt'^ ,  ...  et  par  A/,  A^- ,  ...  les  valeurs  de  ces  mi- 
neurs lorsqu'on  remplace  À  et  [x  par  X/  et  [jl/.  En  em- 
ployant deux  variables  \  et  a,  nous  avons  l'avantage  de 
n'établir  aucune  distinction  entre  les  racines  finies  et 

infinies  de  Péciuation  en  A  habituelle.  Soient  — »  — >  — 

\  f^l       f^2       N 

les  racines  de  l'équalion 

— -A(X,  II)  -  o; 
nous  poserons 

nous  pouvons  remarquer  immédiatement  qu'une  racine 
simple  ne  peut  annuler  les  mineurs  du  discriminant,  car 

elle  annulerait  la  dérivée t>-—  dont  la  valeur  est 

oK 
a,  A  -f-  a\  A'+  a'[  A"-h  ib^  B  -h  ib\  B'-{-  'xb\  B"; 

de  la  même  manière,  une  racine  double  ne  peut  annuler 
tous  les  éléments,  car  elle  annulerait  la  dérivée  seconde 

3.   Supposons  que  la  réduction  de  /  et  cp  aux  formes 
f  et   o'  soit   possible;   les   deux   formes   quadratiques 
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[jl/-j-  A'^  et  Y-f'-\-  A'f'  sont  traiislbrmées  Tune  de  l'autre 
par  la  substitution  (2);  d'après  un  théorème  connu,  le 
discriminant  de  la  première  est  égal  à  celui  de  la  seconde 
multiplié  par  le  carré  du  déterminant  0;  ou  a  donc 
l'équation 

Si  les  coefficients  de  chacun  des  carrés  x'^^y'^^  z'^  ne 
sont  pas  nuls  simultanément  dans  /'  et  cp',  le  second 
membre  de  l'égalité  précédente  n'est  pas  identiquement 
nul,  et  il  en  est  de  même  de  A().,  [jl)^  mais  sîy  et  o'ne 
renferment  les  carrés  que  de  deux  formes  au  plus, 
[jL/+)vCp  est  toujours  réductible  à  uu  ou  deux  carrés,  et 
A(X,  [jl)  est  identiquement  nul,  cas  que  nous  excluons 
pour  le  moment. 

L'équation  (4)  montre  que -> -, —  sont 

*  ^    '  *  nii  nii  m^ 

X      X  '    X 
égaux  aux  trois  racines  —  j  —  >  —  •  Si  deux  d'entre  elles 

^  'M     \^i     'M 

sont  égales,  par  exemple  si  —  est  une  racine  double 

égale  à et  à ^»  la  forme  uL|  f-\-  \t  C5  est  réduc- 

^  Nil  niî  ^    -^  '  * 

tible  h  uu  seul  carré  et  est  égale  à  ([Jt.i/3-f- A, '^3)2'^; 

par  suite,  les  mineurs  du  discriminant  A()v|,  [jl<)  sont 

tous  nuls;  de  la  même  manière,  si  les  trois  racines  sont 

égales  et  si  —  est  la  racine  triple,  la  forme  (J^'i/^-f- )h? 

est  identiquement  nulle,  et  tous  les  éléments  du  discri- 
minant A()v|,  [JLi)  sont  nuls.  jXous  déduisons  de  là  que 
l'une  des  conditions  suivantes  est  nécessaire  pour  que/ 
et  o  soient  réductibles  simultanément  à  trois  carrés  : 

1  "  Le  discriminant  égalé  à  zéro  a  ses  racines  distinctes; 

2"  11  a  une  racine  sim|)le  et  une  racine  double  annu- 
lant les  mineurs; 

3'*  11  a  une  racine  triple  annulant  tous  les  éléments. 


(  445  ) 

Elles  expriment  que  les  diviseurs  élémentaires  du  dis- 
criminant sont  tous  du  premier  degré,  d'après  la  termi- 
nologie de  Weierstrass  exposée  par  M.  Sauvage  dans  les 
Nouvelles  Annales  (iSpS). 

Nous  verrons  que  ces  conditions  sont  aussi  suffisantes 
et  nous  formerons  elFectivement  les  formes  linéaires  x', 
y' ^  z'  \  dans  le  cas  où  les  conditions  précédentes  ne  sont 
pas  remplies,  nous  obtiendrons  des  formes  réduites 
simples  pour  y*  et  cp. 

4.  La  méthode  que  nous  emploierons  avec  M.  Dar- 
boux  repose  sur  les  propriétés  de  la  forme  adjointe  d'une 
forme  quadratique.  On  appelleyb/'me  adjointe  de 

f{x,y,  z)  =  ax^-h  a' y^-\-  a''z^-+-  ihyz  h-  ib' zx  -i-  ib" xy 

la  deuxième  forme 

a     h"     b'    X 


F(X,  Y,  Z)  = 


b"  a'  b  Y 
V  b  a"  Z 
X     Y      Z     O 


dont  le  développement  est 

—  (AX2-H  A'Y2+  A''Z2-+-  2B  YZ  +  aB'ZX  +  sB^XY), 

en  désignant  par  A,  A',  . . .  les  mineurs  du  discriminant 
A  dey";  elle  possède  les  propriétés  suivantes  : 

I**  Si  l'on  remplace  X,  Y,  Z  par  les  demi-dérivées  de 
la  forme  primitive  par  rapport  à  x,  j",  z,  on  obtient 
comme  résultat 

(5)  F-a/i,  i/;,{/0=-A/(^,^,^); 

supposons,  en  effet,  que  dans  la  fonction 

^Sx^  %Jy^  Hjz) 

a  b" 

b"  a' 

b'  b 

ax  -f-  b^y  -^  b'  z  b^x  -\-  a' y  -h  bz  b' t  ~+-  by 


b' 

ax -{- b'y -h  b' z 

b 

b^x-^-a'y-hbz 

a" 

b' X -h  by -\- a" z 

a  z 


o 


(  U6  ) 

OU  retranche  des  élénients  de  la  dernière  colonne  ceux 
des  précédentes,  multipliés  respectivement  par  x,  J^z, 
et  qu'on  opère  de  fuêine  sur  les  lignes,  on  obtient  comme 
résultat 


a 

b" 

// 

h" 

1 
(i 

h 

h' 

h 

<l' 

0 

o 

o 

() 
o 
(> 


=  — A/(a?,^,^); 


2"  Si  le  discriminant  A  est  nul  sans  que  tous  ses  mi- 
neurs le  soient,  la  forme  adjointe  est  le  carré  d'une 
forme  linéaire;  remarquons  d'abord  que  A,  A',  A"  ne 
sont  pas  tous  les  trois  nuls,  car  sinon  les  égalités 

A'A"— B*  =aA, 
.VA  — B'î  =  a'A, 
A  A'  —  B"2=a''A 

entraîneraient  B=B'=B"=o,  et  tous  les  mineurs 
seraient  nuls,  contrairement  à  Thypotlièse^  si  A,  par 
exemple,  n'est  pas  nul,  on  peut  mettre  en  évidence  le 
carré  de  AX  H-  B'' Y  -|-  B'Z  et  poser 


(6) 


F(X,  Y,Z)=—  1(AXh-B''Y.4-B'Z)2 

A 


— -{a''Y*-ha'Z»--26YZ); 


si  donc  A  =  o,  F  se  réduit  ri  un  seul  carré. 

3*^  Si  A  est  nul  ainsi  que  ses  mineurs,  la  forme  ad- 
jointe est  identiquement  nulle. 

5.  Appliquons  ces  considérations  à  la  forme  quadra- 
tique [jl/h- Xcp  dont  nous  désignerons  la  forme  adjointe 
par  F(X,  Y,  Z,  X,  11)5  elle  est  égale  à 

(xa  +  Xai  \ib"-^Kb'[  \ib' ^\b\  X 

lxh"-\-\b'[  ^a'-\-\a\  ixb-hlb^  Y 

\ib'-\-lh\  ij.b-hlbi  IX a" -^  la]  Z 

\  \  Z  o 
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d'après  la  première  propriété  exprimée  par  l'équatiou 
(5),  la  fouetioii 

A/v   ^r   y   \       ^            F(X,  Y,  Z,  X,  [^) 
<1.(X,Y,Z,X,,.)= ^^j— ^ 

se  réduit  à  [jl/'h- Xcp  lorsque  Ton  remplaee  X,  Y,  Z  par 

Y(î^/;+>^?i),      l(l^fy+^'y)>     iil^fz-^^zh 

Nous  sommes  amenés  h  transformer  la  fraction  ra- 
tionnelle qui  entre  au  second  membre,  et  à  y  remplacer 
ensuite  les  variables  X,  Y,  Z  par  les  demi-dérivées 
précédentes,  pour  obtenir  une  expression  simple  de 
Wf  -h  )^'f  ;  nous  décomposerons  cette  fraction  rationnelle 
eu  éléments  simples,  et  nous  considérerons  successive- 
ment les  ditïérents  cas  suivants  : 

Premier  cas.  —  Les  racines  du  discriminant  sont 
distinctes;  supposons  que  Ton  ait 

A(X,  II)  =  Ao(X[Xj  — |xX,)(X(X2— [iX2)(Xîi3—  (aXa), 

alors  la  fonction  4>,  décomposée  en  éléments  simples,  se 
met  sous  la  forme 

<i>(X,Y,  Z,  X. ,)  =  z:!!^^^!.^^  ^  ~f(x,y,z,x.  ^ 

,    -F(X,Y,Z,X3,[X3)^ 
où  l'on  pose 

Ai=  Ao(XifX2—  [^lX2)(Xi[^3—  1X1X3), 
A2=  Ao(X2Lti—  [X2Xi)(X2[X3—  .1X2X3), 
A3  =  Ao(X3|Xi—  [13X1)  (X3{X2—  [X3X2); 

chacun  des  numérateurs  est  la  forme  adjointe  d'une 
forme  quadratique  de  discriminant  nul  et  est,  dès  lors, 
le  carré  d'une  forme  linéaire  de  X,  Y,  Z  et  aussi  de  a:,  j^', 
z  lorsqu'on  remplace  les  premières  variables  par  les 
demi-dérivées  de  [ji/'-|- )vcp.  Considérons  l'un  d'eux,  par 
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exemple  le  premier,  après  cette  substitution;  on  a 

[x,a-l-X,flr,  [x^b'-hlib]         (jt,^>'-4-X,6i      {(l^/x-^^s) 

liib^-hlib^         ixia'-r-ha\         [X,6  4-X,6,       {d^fy-^^'y)   . 
fjL,6'-4-X,6;         [x,6h-Xi6,       ix^a'-^lia'i     ï(Hi/I-4-X(pl)  j' 

i(.^/;+^?x)  }-(.^/;-^>^?:v)  i(f^/:;+^?^)        <>      i 

si  [JL|  n'est  pas  nul,  on  peut  retrancher  des  éléments  de  la 
dernière  colonne  ceux  des  précédentes,  multipliés  res- 
pectivement par  —X,  — ^,  ~z  et  opérer  de  même  sur 


les  lignes;  en  posant  alors 


le  déterminant  précédent  devient 
[lia  -\-  )>iai  jxi^'-f-Xi^J 

[Ii^'h-Xi^î  |jtia'-+- Xi^/', 


e'. 


2 1*1 


fxi  a" -h  X,  «î        ( XfA,  —  K^i  )  ^ 


r  I  r 

rXix.-jxXi);^    (Xfx,-|^X,);^    (Xai-fxX,)-li-  x(ar7;5^ 

.    ou  bien,  en  supposant  par  exemple  A  i  ^z^  o  et  appliquant 
la  formule  (6), 

-  ^^^^-^^'^'  (a, ^  -^ b;  ^.  ^ b;  -?iy 

A,  \      i\Lx  '  2fji,  afji,  / 

•i  désignant  une  certaine  fonction  de  x,  y  y  z,  dont  le 
coofliciont  est  nul  dans  le  cas  actuel. 

Si  A,   n'est  pas  nul,  un  calcul  analogue  donne  pour 
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valeur  du  déterminant 

Al  \        2Â|  2Ai  2A1/ 

dans  tous  les  cas,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  X, 
et  [Ji| ,  on  peut  écrire 

(       =_£j(X|jii— j^Xi)2;r'24- A(Xi,  [i.,)»Ka:,7,  5), 

El  étant  égal  à  d=  i  et  ^'  désignant  l'une  des  formes 
linéaires 

2[Jiiv/£iAi  aXiy/âiAt 

nous  introduisons  le  coefficient  Sj  afin  que  a:'  ait  ses 
coefficients  réels  lorsque  les  coefficients  de  y^et  cp  ainsi 
que  X|  et  [Xj  sont  réels. 

En  répétant  le  même  raisonnement  pour  les  autres 
numérateurs  des  fractions  simples  et  désignant  par  y 
et  z'  des  formes  linéaires  analogues  à  x\  on  arrive  à 
l'équation 

{x/4-X(p  =  £,(XfXi—  fxX,)-- 

-4-£2(X|^2—  1^X2)-; HÔ3(X{X3—  {xXa)-— . 

4*2  '•^Z 

En  séparant  les  coefficients  de  X  et  de  u,  on  obtient 
la  réduction  simultanée 

1  f=     ^\^\3o'^     ^iKy'^     £3X3-5^^ 
)  ^1  A2  A3    ' 

(8)  <■ 

/  £,fx,;r'2        £2f^2y2    ,    £3fA3-'^ 

^     ^  Al  A2  A3 

Les  formes  linéaires  x\  y\  z'  sont  bien  indépen- 
dantes, car  sinon  le  discriminant  de   [x/^+^cp  serait 
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idenliqueincMl  nul,  coiitrainîineiità  l'Iiypolhèse;  en  les 
niullipliant  par  des  facteurs   convenables,  on  peut  les 
remplacer  par  des  formes  ç,  */;,  Ç  telles  que  Ton  ait 

Je  vais  montrer  (jue  la  décomposition  ainsi  obtenue 
est  uni(jue,  c'est-à-dire  (|ue  des  formes  linéaires  satis- 
faisant aux  équations  (3)  ne  peuvent  diiférer  des  précé- 
dentes que  par  des  fadeurs  constants;  nous  avons  vu, 

<*.  ,  l\  19  l^  »  ■»         »  X    Ai 

en  eilet,  que , "-> sont  identiques  a  — > 

^  nii  nii  m^  ^  tti 

--y  ~;  on  peut  dès  lors  ramener  toute  réduction  siniul- 
tanée  de  y  et  (f  h  la  forme 

ridentificalion  des   formes   (8^)  et  (9)  donne  les  équa- 
tions 


d'où 


ta f'2  x2 r'ï  ?'2 r'2 


r,î_r,'«  Çî-Ç' 


X2H-3 —  (^-2^3  A3  IJ.1 [^3X1  A.2fi.2 P-iXj' 


si  les  numérateurs  ne  sont  pas  nuls,  ils  sont  décoinpo- 
sables  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires;  en  dé- 
signant par  le  produit  PQ  de  deux  formes  linéaires  la 
valeur  commune  des  rapports,  ç  +  Ç'  et  S  —  $',  et,  par 
suite,  ^  et  $'  s'expriment  linéairement  au  moyeu  de  P 
et  Q,  et  il  en  est  de  même  de  r,,  yj',  Ç,  t^'^  par  suite,  les 
formes  ^,  yj,  Ç  ne  sont  pas  indépendantes,  ce  qui  est  im-  ' 
possible;  il  faut  donc  que  les  numérateurs  soient  nuls, 
ce  qui  entraine  les  équations 


î^'  — -f-^  r'  =  ±r,-  ^'=i-^r 


,  —  —  -,,  «1  —  —  *j,  », 


V* 
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6.  Deuxième  cas.  —  Le  dîscriiniiiant  a  une  raeiiie 
simple  et  une  racine  double  n'annulant  pas  les  mineurs; 
supposons  que  Ton  ait 

A(X,  fx)  =  Ao(X|Xi—  (xÀi)2(>|^3—  1^X3). 

Nous  pouvons  toujours  mettre  F(X,  Y,  Z,  A,  [jl)  sous 
la  forme 

Cio)     )   H(Xfi3— [^Xs)* 

'^    ^    \      -4-K(XjjLi-[JiXi)(X|ji3-îxX3)H-L(XHti-(aXi)^ 

les  coefficients  H,  K,  L  sont  respectivement  égaux  à 

F(X,Y,Z,X„jx,) 


(•I) 


(Xifia— [^1X3)- 

<:  -  L^^       ^xr       ^  ^;       ^.-^     ~  I 

(Xi{^3—  (^1X3)2 

F(X,Y,Z,X3,[X3) . 

nous  en  concluons  que  la  fonction  0(X,  Y,  Z,  A,  \k)  est 
décomposable  en  éléments  simples  de  la  façon  suivante  : 

__  F(X,Y,Z,X,|x)  ^  -F(X,Y,Z,Xi,H^,)(X|ji3-ptX3) 

A(X,  |JL)  A,(X|Jli-flX,)2 

,    ^'dl.-^^'d^,    .    -F(X,Y,Z,X3,  Ht3) 


Ai(XjXi—  |i.Xi)  A|(X[^3—  1^X3) 

en  posant 

Ai=  Ao(Xi;^3—  1-11X3)^ 

Nous  avons  main  tenant  à  remplacer  X,  Y,  Z  par  les  demi- 
tlérivéesde  [Ji/-H  Xcp;  nous  savons  queF(X,  Y,  Z,  )v,,  [jl,) 
l't  F(X,  Y,  Z,  Xv3,  [JL3)  deviennent  respectivement 

-  £,(X[JL,—  |JlXi)2;r'2,  —  £3(X(i.3—  (i.X3)2^'2, 

a;' et  2' étant  deux  formes  linéaires  particulières;  pour 
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délermîner  les  valeurs  de  -rr-  et  -r—  après  la  même  sub- 

stîlutlon,  on  peut  prendre  simplement  les  dérivées  du 
second  membre  de  la  formule  (y)  par  rapport  à  X|  et  [x,^ 

comme  —  .    ^    et -tum  sont  nuls  d  après  les  hy- 

pollièses  faites,  on  aura  simplement 

(        dF  dF 

d'où,    finalement,    on    obtient    la    décomposition    de 

/p'2 
l^/+Xcp  =  —  £i(X(JL3—  (xXa)-— 

-•.£,(XjX,-|^X0f^(X3^+[X3g^)    +£3(XfX3-txX3)|- 

et  la  réduction  simultanée  suivante  de  /  et  de  cp,  où 
nous  avons  posé  pour  siuiplifier 

.    da:'  dx' 

/    m  =  —   !l!f3£2_   a£i[aia?y  £3[X3^'' 

l  ^  A,  A,  A,      * 

Les  formes  x',  j^',  z'  sont  linéairement  indépen- 
dantes, car  sinon  le  déterminant  de  [a/^+Xç  serait 
identiquement  nul 5  en  les  multipliant  par  des  facteurs 
convenables,  on  peut  les  remplacer  par  des  formes  Ç,  tj, 
Ç,  telles  que  Ton  ait 

I    ?=  lA3(S^-HC2)-i-2|Jli5T,. 

On  peut  montrer,  comme  dans  le  premier  cas,  que  si 
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/ 

des  formes  ^',  V»  ^  sont  telles  que  Ton  ait  identique- 
ment 

il  est  nécessaire  que  Ton  ait  ^  =z±\,  r/  =  ±  Tj,  Z,^  =  ±^. 

7.  Troisième  cas.  —  Le  discriminant  a  une  racine 
triple  n'annulant  pas  les  mineurs;  supposons  que  Ton 
ait 

nous  pouvons  décomposer  la  fonction  ^  en  une 
somme  d'éléments  simples  par  un  calcul  analogue  à 
celui  du  cas  précédent,  en  introduisant  même  des  para- 
mètres arbitraires.  Désignons  parXs  et  JJI3  deux  nombres 
quelconques  tels  que  X|  [JL3  —  [J^i  A3  ne  soit  pas  nul;  nous 
pouvons  toujours  mettre  F(X,  Y,Z,  X,  jjl)  sous  la  forme 
(10),  les  coefficients  H,  K,  L  ayant  les  valeurs  (11);  en 
divisant  alors  les  fonctions  par  A(X,  iji),  nous  aurons 

-F(X,Y,Z,X,tJL:)  ^  -F(X,Y,Z,X„|jLO(XHL3-HtX.O^ 
A(X,  [J.)  Ai(Xjai— fiXi)3 

f^    àF  dF\ 

Al(Xfli—  |^X,)2 

,    -F(X,Y,Z,X.3,  tx,) 

où  A|  a  la  même  signification  que  précédemment.  Le 
numérateur  de  la  dernière  fraction  est  une  forme  qua- 
dratique de  X3  et  [JI3;  nous  pouvons  le  remplacer  par 

17/Y  Y  7  -i     ..  ^-.       ^  h  2  t)2F(X,Y,  Z,Xi,  iij) 
—  j:*(a,  \,Lj  A3, 1-13;  _—  -    Ajj -^ 

02F  ,(^-Fl 

car  les  dérivées  secondes  de  F(X,  Y,  Z,  X| ,  [x,  )  sont  des 
constantes. 
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iSous  avons  mainU^nant  à  remplacer  X,  Y,  Z  par  les 
(lemi-ilérivées  de  [i-f-h  5vîp;  nous  nous  servirons  encore 
de  la  formule  (7)  pour  calculer  la  fonction  F  ainsi  que 
ses  dérivées,  après  cette  subslilulion  ;  comme  A(X|,[Xi) 
est  nul   ainsi  que  ses   dérivées  premières  et  secondes, 

).3  TT — h  1^3^"  sera  donné  par  Téquatiou  (12),  et  Ton 
aura  pour  valeur  du  dernier  coefficient 

=  £i(}vfjL3—  11X3)2  :r'« 

-h4ei(X(Jt,—  }JlX,)(XfX3—  [1X3)3?'  (>v3^  -H|l3— j 

-^e,(Xji,~îiX0'(^X,-^-+ji3^j 

En  posant 

,       ^    ôx'  ôx' 

7  =  -^3  :vr  -+-  [^3  -7—  > 


z'^l     1\ 


on  aura,  toutes  réductions  faites, 

ji/-hX9  =  ^(X|i3— jiX3).î7'y 

-t-il(X,x,-,jiX,)(y'-»-2a7'y), 
d'où  la  réduction  simultanée  suivante 

On  peut  donner  à  A.j  et  [JL3  des  valeurs  arbitraires,  et 
supposer    (jue    l'une   de    ces    quantités    est   nulle;   les 
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Ibrmes  x\  y\  z^  sont  linéairement  indépendantes,  et, 
en  les  multipliant  par  des  facteurs  convenables,  on  peut 
les  remplacer  par  des  fonctions  ^,  r,,  JJ  telles  que  Ton 
ait 

comme  précédemment,  il  n'existe,  au  signe  près,  qu'un 
seul  système  de  fonctions  donnant  pour^et  cp  la  décom- 
position précédente,  où  \\,  [Ji|,  X3,  1x3  sont  fixés  à 
Tavance. 

8.  Quatrième  cas,  —  Le  discriminant  a  une  racine 
simple  et  une  racine  double  annulant  l(;s  mineurs. 

J^a  forme  adjointe  de  \kf-\-\(f  devenant  identique- 
ment nulle  pour  la  racine  double,  nous  opérerons  de  la 

façon  suivante  :  soit  — ^  la  racine  double;  la  forme  (lua- 

dratique  Y-\f-\-^^\'^  <'st  réductible  à  un  seul  carré;  les 
trois  quantités  jjLj  a  -f-  5^  «< ,  ^^a'  -\-  \  a\ ,  ^^  d'  +  X|  ci\ 
ne  sont  pas  nulles  simultanément,  car  sinon  tous  les 
éléments  du  discriminant  A()h,[Ji<)  seraient  nuls,  ce 
qui  est  impossible.  Si  Ton  suppose,  par  exemple, 
[JL,  a  -h  X|  «1  di lièrent  de  zéro,  on  a 

en  désignant  par  z  la  forme  linéaire 

,       (  {jii  a  H-  X,  ai)a7  -4-  (  fil  ^" H-  Xi  h\  )jk  -H  (  [Jii  è'  -f-  Xi  b\  )z 

v/£3([Jtia-+-  Xiai) 

et  par  £3  Tun  des  nombres  +1  ou  —  i,  choisi  de  façon 
que  la  quantité  sous  le  radical  soit  positive  lorsqu'elle 
est  réelle. 

En    désignant    par   --   la    racine    simple,    la   forme 
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l^-ttf-i-^i'f  a  son  discriminant  nul  sans  que  les  mi- 
neurs le  soient,  et  se  réduit  à  une  somme  de  deux  carrés 
d'une  infinité  de  manières^  nous  écrirons 

X*  et  y  désignant  deux  formes  linéaires  que  l'on  sait 
former  par  le  procédé  connu  de  réduction  d'une  forme 
à  la  somme  de  plusieurs  carrés,  et  qu'il  est  inutile 
d'écrire;  Sj  et  £2  désignent  encore  dz  i. 

On  tire  des  deux  égalités  précédentes  les  valeurs  dey 
et  o 

,  -.  ^1  ^1  «^1     ' 

(  1 J  )  < 

I      Q    =z \- [-. y 

l    *  Al  Al  Al 

OÙ  Ton  a  posé  A|  =  Xi  as  —  [jl<  ^3  ;  on  obtient  ainsi  une 
décomposition  simultanée  des  formes  données  en  une 
somme  de  trois  carrés,  analogue  à  la  réduction  fournie 
par  les  formules  (8);  les  formes  x^'^j',  z'  sont  indépen- 
dantes et,  en  les  multipliant  par  des  facteurs  conve- 
nables, on  peut  les  remplacer  par  des  formes  |,  Tj,  Ç 
telles  que  Ton  ait 

l/=->^i?^-Air,«-X3Î;2. 

Cette  réduction  est  ])ossible  d'une  infinité   de   ma- 
nières; on  peut  la  remplacer  parla  suivante 


("If  1      •/  -  -  I    —  "9         I 

I  cp  =       jXi'iÇ  r^ 


'"'  '  {^3Ç^ 


qui,  au  changement  de  signe  près  de  ç',  r/,  î^,  est  pos- 
sible d'une  seule  manière. 

9.   CiiKjLLunne  cas.  —  Le  discriminant  a  une  racine 
triple  annulant  les  mineurs  et  n'annulant  pas  les  élé- 
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ments.  Soît  —  cette  racine  triple,  la  formé  [Jiiy+Xjç 

est,  comme  dans  le  cas  précédent,  réductible  à  un  seul 
carré,  et  nous  pouvons  écrire 

2'  étant  une  forme  linéaire  analogue  à  celle  que  nous 
avons  ainsi  désignée  précédemment;  nous  écrirons 

Cherchons  à  calculer  la  forme  quadratique  [f-zf-V-  ^3  o, 
où  X3  et  [JL3  sont  deux  nombres  quelconques  tels  que 
^i\>-z — [J^i  ^s  ne  soit  pas  nul,  et  à  la  réduire  à  une 
forme  simple;  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  y 
soit  différent  de  zéro,  x  et  j^  constituent  avec  z'  un 
système    de   formes    linéaires    indépendantes,    et  l'on 

peut,  dans  \f-zf-\-  )^3«p,  remplacer  z  par  -  (z'  —  clx  —  P  JK)- 
Soit 

=  «2 ^^  +  «2  y^  ■+•  «2  ^'^  +  ^  ^2  yz'  -h  1  h\  z'x  -t-  2 ô'j  xy, 

le  résultat  de  cette  substitution;  considérons  la  forme 
quadratique 


et  son  discriminant 

V  az 

X'ô'i 

Vb'.^ 

A'(À',  jji')  - 

Vbl 

\'a'^ 

l'b. 

Vb\ 

X'62 

li'z^-^l'al 

comme  la  forme  considérée  est  identique   à  la  forme 
{xy-h  X'^,  où  Ton  a 

[1=   [^'(JLl-4-  X'{X3, 

X  =  [x'Xi-t-X'Xj, 

l'équation  A'(V,  jx')  =  o    aura,    comme    A().,  pi)  ==  o, 
Ann.  de  Mathëmat.,  3"  série,  t.  XV.  (Octobre  1896.)  3o 
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une  racine  triple,  et  cette  ractne  est  déterminée  par 
Téquation 

qui  donne  V=:o.  Pour  que  le  discriminant  A'(X',  ;ji') 
soit  divisible  par  V^,  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait 

c'est-à-dire  que  la  forme  quadratique 

rtj  a?*  -h  a j  y* -h  2,  bl  xy 

soit  carré  parfait;  nous  pourrons  la  représenter  par 
—  t\X^'^,  x'  désignant  une  forme  linéaire  particulière; 
en  écrivant  de  plus 

a  2  z'  -\-'ih^y  -\-  '}.  b'^x  =  —  iy', 
nous  aurons 

Cette  identité,  jointe  à  celle  qui  donne  ]^^f-\-'\^) 
fournit  les  expressions  suivantes  de^  et  de  '^,  où  Ton  a 
posé,  comme  précédemment, 

A,  =  X,Jl3—  fZjXs, 

/  "  Al  Al  Al      ' 

?  Al        "^        Al        "^       A,       • 

Les  formes  x',  ^,  z'  sont  linéairement  indépendantes, 
et,  eu  les  multipliant  par  des  facteurs  constants,  on 
peut  écrire 

,   .,,  (/=^>i5^-2Xir,Ç-X3Ç2, 

les  nombres  X3  et  [JL3  sont  arbitraires,  et  l'un  d'eux  peut 
être  choisi  égal   à  zéro;  la  décomposition  est  possible 
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d'une  iuGnité  de  manières,  mais  ÎJ  est  déterminé  cepen- 
dant à  un  facteur  constant  près. 

10.  Sixième  cas.  —  Le  discriminant  a  une  racine 

triple  annulant  tous  les  éléments.  Si  —  est  cette  racine, 

la  forme  [Jt-i/^-h  Xj  îp  est  identiquement  nulle;  choisis- 
sons deux  nombres  quelconques  X3  et  [JI3  tels  que 
A|  =  X|  [I3 — [JI1X3  ne  soit  pas  nul  et  que  la  forme 
Y-^J-^-  ^z^  ne  soit  pas  identiquement  nulle;  nous  pou- 
vons décomposer  cette  forme  en  une  somme  de  trois 
carrés  par  les  méthodes  connues ,  et  poser 

avec 

nous  aurons  la  réduction  simultanée 

y  ^»  ^i  ^1       ' 

''/'  \  /o  fo  'o 

Zi  liiX^        Zi  iii  y  2        £3  [Jij  2  2 
^  Al  Al        ^        A, 

Les  formes  x\  y^  z'  sont  indépendantes,  et  nous  ob- 
tenons bien  une  réduction  simultanée  de/* et  cp  en  une 
somme  de  trois  carrés;  on  peut  la  remplacer  par  la  sui- 
vante : 

,  l/  =  -Xij2-Xir,2-XiC2, 

U=       Ki?*H-f^i'i^+ÎXiÇ2, 

et  elle  est  possible.d'une  infinité  de  manières. 

11.  Considérons  maintenant  le  cas,  que  nous  avons 
réservé,  où  le  discriminant  A(X,  [jl)  est  identiquement 
nul;  si  ses  mineurs  le  sont  également  sans  que  les 
formes  données  se  réduisent  identiquement  à  zéro, 
chacune  déciles  se  réduit  à  un  seul  carré.  Dans  le  cas 
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contraire,  considérons  deux  nombres  quelconques  X|, 
[jii  n'annulant  pas  tous  les  mineurs  de  A (X,  ul);  la  forme 
uLi^'-f-  Xi  îj)  est  réductible  à  la  somme  de  deux  carrés,  el 
nous  récrirons  sous  la  forme  du  produit  de  deux  formes 
linéaires,  en  posant 

y^  z'  et  l'une  des  variables  x,  ^,  z,  soit  x,  pour  fixer 
les  idées,  constituent  des  formes  linéaires  indépen- 
dantes au  moyen  desquelles  nous  pouvons  évaluer  toute 
forme  quadratique  telle  que  [JL2/-I-  XoO,  Xj  et  [12  étant 
choisis  de  façon  que  X|  |Ji2  —  [A|  X2  ne  soit  pas  nul  ;  soit 

=  a, 372 -h  «2 y 2 H-  a'j-5'2-1-  ih^y z' -\-  ib'^z'x-^  ih\xy\ 

ce  que  devient  cette  dernière  forme  après  la  substitution 
que  nous  indiquons  ;  le  discriminant  de 

qui  est 

\'h\         \'a\         {jL'-f->/^2 
X'6'2     fi'-+-X'6s         Va\ 

doit  être  identiquement  nul,  comme  A(X,  [jl);  on  doit 
donc  avoir 

d*où  les  trois  hypothèses  suivantes  : 
1  ®  «2  =  ^2  ^^  ^2  =  ^  9  alors  on  a 

jxa/-^  Xjcp  =/(a27'-h  26,^' -h  2650:), 

et  cette  forme  est  décomposable  en  un  produit  de  deux 
facteurs  dont  l'un  estjy'; 

2°  a^-=b\=i<î^^z=iO\  on  a  de  même 

de  sorte  que  cette  forme  renferme  z*  comme  facteur  ; 
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3"  ^2=  ^'2^^  ^2=^9  dans  ce  cas,  \».2/-h'^^i'^  se  ré- 
duil  à 

p.2/-^  >^2?  =  «'2/2-+- a53'2+ 262/2', 

et  ne  renferme  plus  que  les  variables j^'  et  z'^  en  résu- 
mé, les  formes  [f-tf-]-  ^m  Ç  et  [Ji2y4- A2?p,  par  suiteyct  cp 
ou  bien  sont  décomposables  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs avec  un  facteur  commun,  ou  bien  se  réduisent  à 
des  formes  quadratiques  de  deux  variables  seulement; 
dans  ce  dernier  cas,  leur  réduction  simultanée  à  des 
formes  canoniques  est  un  problème  analogue  à  celui  que 
nous  avons  traité,  mais  avec  deux  variables  au  lieu  de 
trois. 

12.  En  laissant  de  côté  le  cas  exceptionnel  que  nous 
venons  de  mentionner^  nous  voyons  que  la  réduction 
simultanée  des  formes  f  et  'f  est  donnée,  dans  chacun 
des  cas  étudiés,  par  les  formules  suivantes  : 

(I)        /=_X,$2_X2T)2_X3C^  ?  =  [^l$'-4-^^2V4-[^3Ç^ 

(Iir)/=-X,(r,2  +  .2?0-^>^3^/,  ?  =  (Ai(r,2-f-2$Ç)  +  2HL3$r„ 
(V)    /  =  -X,(f2_Hîir,0-X3Ç2,      ?  =  f^l(?*+•2^r)Ç)^-I^3Ç^ 

Cette  réduction  est  générale  et  s'applique,  quelle  que 
soit  la  nature  des  coefficients  des  formes  données;  lors- 
qu'ils sont  réels,  le  discriminant  est  une  forme  à  coeffi- 
cients réels,  et  a  une  racine  réelle  et  deux  racines  ima- 
ginaires conjuguées,  ou  bien  trois  racines  réelles,  ce 
dernier  cas  se  présentant  toujours  dès  que  deux  ou  trois 
racines  sont  égales. 

Si  les  trois  racines  sont  réelles,  distinctes  ou  non, 
nous  pouvons  toujours  choisir  pour  X^,  [jL|,  A2,  u.25  ^.3, 
[JL3  des  nombres  réels  et  diriger  les  calculs  de  manière 
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que  les  formes  linéaires  x'^y'^  z' aient  leurs  coefficients 
réels  5  la  décomposition  est  alors  donnée  par  les  formules 

(8),  (i3),  (i4)î  {^^)'i  ('6)j  ('7)î  ®^  '^^5  '^s  coefficients 
qui  y  entrent  sont  réels. 

Si  le  discriminant  a  des  racines  distinctes,  dont  une 

réelle  et  deux  imaginaires  conjuguées,  et  si  —  est  la  ra- 

cîne  réelle,  on  peut  supposer  que  les  nombres  X|  et  |X| 
sont  réels  et,  dans  la  formule  (8),  prendre  pour  x'  une 
forme  linéaire  à  coefficients  réels;  les  coefficients  de  x'^ 
seront  également  réels;  on  peut  ensuite  choisir  X3  et  1x3 
respectivement  conjugués  de  X2  et  [Xg,  prendre  £2  et  £3 
égaux  à  Tunité  et  diriger  le  calcul  de  façon  que  jr'  et  z' 
aient  des  coefficients  imaginaires  conjugués.  De  cette 
manière, /^ et  cp  se  réduisent  au  carré  d*une  forme  réelle, 
affecté  d'un  coefficient  réel,  et  aux  carrés  de  deux  formes 
imaginaires  conjuguées,  afiectés  de  coefficients  égale- 
ment conjugués.  Il  est  impossible  que  les  imaginaires 
disparaissent,  au  cours  du  calcul,  dans  les  coefficients 
de  y  et  de  2',  car  ces  formes  conjuguées  deviendraient 
identiques,  et  les  fonctions  ^  et  cp  se  réduiraient  à  deux 
carrés;  il  est  également  impossible  de  remplacer 

hyi_^_h^        et        lf^_^jfif2 

A2  A3  A2  A3 

par  la  somme  des  carrés  de  deux  formes  réelles,  affectés 
de  coefficients  réels,  car  les  racines  du  discriminant  se- 
raient toutes  trois  réelles,  contrairement  à  Thypo thèse. 

13.  Le  cas  le  plus  important  que  nous  mentionnerons 
est  le  suivant  :  les  formes  y  et  cp  ont  leurs  coefficients 
réels,  et  il  existe  une  forme  du  faisceau  l^-f-h  Xcp  réduc- 
tible à  la  somme  des  carrés  de  trois  formes  linéaires 
réelles,  affectés  de  coefficients  non  nuls,  réels  et  de  même 
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signe.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  forme 
[Xo/H-Xocp,  où  Âo  et  [JLo  sont  réels  et  n'annulent  pas 
A(X,  [x),  soîtla  somme  de  trois  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients positifs;  je  dis  que  le  discriminant  doit  satisfaire 
à  Tune  des  conditions  suivantes  : 

1°  S'il  a  ses  racines  distinctes,  elles  sont  toutes  trois 
réelles  ; 

a°  S*il  a  une  racine  double,  elle  doit  annuler  les  mi- 
neurs ; 

3**  S*il  a  une  racine  triple,  elle  doit  annuler  tous  les 
éléments;  autrement  dit,  on  se  trouvera  placé  dans  le 
premier,  le  quatrième  ou  le  sixième  cas,  et  les  éléments 
de  la  décomposition  seront  réels. 

Pour  le  démontrer,  nous  remarquerons  que  la  forme 
[JLo/ -h  5^0?  est  toujours  positive  et  ne  peut  s'annuler 
que  pour  des  valeurs  nulles  attribuées  à  or,  j^  z,  et  nous 
montrerons  qu'une  hypothèse  faite  sur  le  discriminant, 
différente  de  celles  que  nous  avons  mentionnées,  conduit 
à  des  conséquences  inadmissibles. 

Si  nous  supposons  que  les  racines  soient  distinctes, 
que  l'une  soit  réelle  et  les  deux  autres  imaginaires,  nous 
pouvons,  en  partant  des  formules  (8),  mettre  u^o/H-  5^o'f 
sous  la  forme  suivante  : 

où  X  est  une  forme  réelle,  Y  et  Z  deux  formes  imagi- 
naires conjuguées;  si  l'on  pose 

Y  =  Yi-f-iYa,         Z  =  Y,-îY2, 
on  a 

jj,o/-+-Xocp  =  EiX2+si(Y,-hY2){Y,-Yj), 

et  le  second  membre  s'annule  pour  toutes  les  valeurs  de 
or,  j^  z  satisfaisant  aux  équations  X  =  o,  Y,  -|-  Ys  =  o, 
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valeurs  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  et  cela  est  impos- 
sible. 

Si  nous  nous  plaçons  dans  le  deuxième  cas  de  réduc- 
tion, nous  pouvons,  en  partant  des  formules  (i3),  écrire 

où  X,  Y,  Z  sont  des  formes  réelles;  le  second  membre 
s'annule  pour  les  valeurs  non  toutes  nulles  de  a:,  y^  z^ 
déduites  des  équations  X  =  o,  Z  =  o.  De  la  même  ma- 
nière, on  aurait,  dans  le  troisième  cas  de  réduction,  en 
partant  des  formules  (i4)î 

Hto/-H  >^o<p  =  îXY  -h  ei(Y«-»-  2XZ), 

et  le  second  membre  s'annulerait  pour  les  valeurs  satis- 
faisant aux  équations  X  =  o,  Y:=o.  Enfin,  dans  le 
cinquième  cas,  les  formules  (i6)  conduiraient  à  la  ré- 
duction suivante  : 

fJto/ -f-  Xo  Ç>  =  E,  X*  +  9.  XY -t-  £3  Z«, 

et  le  second   membre   s'annulerait  encore   en   posant 
X=  o,  Z  =  o;  la  proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 
En  supposant,  par  exemple,   que  Tune  des  formes 
données  soit 

on  retrouve,  de  cette  manière,  toutes  les  propriétés  des 
racines  de  l'équation  en  S. 

14.  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  à 
la  recherche  des  points  communs  à  deux  coniques;  si, 
par  rapport  à  un  môme  triangle  de  référence,  les  équa- 
tions de  ces  courbes  sont  f=  o,  y  =  o,  nous  pouvons 
faire  la  transformation  de  coordonnées  qui  permet  de 
les  ramener  aux  formes  les  plus  simples,  et  rapporter  les 
deux  courbes  au  triangle  de  référence  dont  les  côtés  ont 
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pour  équations  a:'=  o,  j^=  o,  s'=  o  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  Ç  =r  o,  r,  =  o,  JJ  =  o,  od ,  y' ^  z^  ayant  les  va- 
leurs que  nous  avons  données  dans  chacun  des  cas  ;  nous 
allons  reprendre  successivement  les  six  hypothèses  que 
nous  avons  examinées,  et  retrouver  les  résultats  clas- 
siques connus. 

I.  Les  équations  des  coniques  se  ramènent  h  la  forme 

Al  A2  A3 

'2  p.  ff,i/'2  c.  ii.5''2 


1  ^2 


'  Al  Aï  ^ 


Si  Ton  remarque  que  l'on  a 

on  voit  que  les  coordonnées  des  points  communs  sont 
fournies  par  les  équations 

il  existe  ainsi  quatre  points  communs  formant  un  qua- 
drangle  complet  dont  le  triangle  diagonal  est  le  triangle 
de  référence  ;  ce  triangle  est  en  même  temps  conjugué 
par  rapport  aux  deux  coniques,  et  les  équations  des 
couples  de  sécantes  communes,  qui  sont  respective- 
ment 

deviennent 

SjJ^'* £3Z'2=0,  £3-'^ —  £ia7'2=:0,  £i  vF'^ SoJK'^  =  O. 

Si  les  coefficients  dey'et  <p  sont  réels,  et  si  le  discrimi- 
nant a  ses  racines  réelles,  le  triangle  conjugué  est  réel  ; 
les  quatre  points  communs  sont  réels  lorsque  £<,  t^t  ^% 
sont  de  même  signe,  imaginaires  dans  le  cas  contraire. 
Si  le  discriminant  n  a  qu'une  racine  réelle,  on  peut 
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poser  s,  =:  £2=  £3,  prendre  pour  x^  une  forme  réelle,  el 
pour  y  et  J  deux  formes  imaginaires  conjuguées 
)^=yj  -)-  iz\ ,  2'=  }^j  —  iz\  \  le  triangle  de  référence  a 
uu  côlé  réel  et  les  deux  autres  imaginaires  conjugués  se 
coupant  en  un  sommet  réel,  mais  on  peut  le  remplacer 
au  besoin  par  celui  dont  les  côtés  réels  ont  pour  équa- 
tions 

Les  coniques  ont  alors  deux  points  communs  réels 
tels  que  Ton  ait 

-1  =  0,      ^'  =  ±ri» 

et  doux  points  communs  imaginaires  donnés  par  les 
équations 


^1  =  0,        x'  —  ±.iz\. 


15.  II.  Les  formules  (i3)  montrent  que  les  équations 
des  coniques  se  ramènent  à  la  forme 

les  points  communs  sont  fournis  par  les  équations 


.'../ 


'J  J_  e  ît'î  = 


qui  représentent  les  deux  couples  de  sécantes  com- 
munes, le  second  correspondant  à  la  racine  double.  Les 
deux  coniques  ont  deux  points  communs  confondus  à 
l'intersection  du  côté  5'=  o  et  de  la  droite  j/=  o,  qui 
est  tangente  commune  aux  deux  courbes  en  ce  point; 
les  deux  autres  points  sont  distincts  et  sont  fournis  par 
j^=  o,  Jt/- H- £ -s'- =  o  ;  ils  sont  réels  ou  imaginaires 
suivant  que  e  est  négatif  ou  positif.  Les  deux  coniques 
sont  tangentes  en  un  point  et  le  triangle  de  référence 
est  formé  de  la  tangente  commune  au  point  de  contact, 
de  la  sécante  passant  par  les  points  simples,  et  de  la 
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droite  conjuguée  harmonique  de  la  tangente  par  rap- 
port au  couple  de  sécantes  correspondant  à  la  racine 
double. 

m.  Les  formules  (i4)  donnent  pour  équations  ré- 
duites des  coniques 

les  points  communs  sont  donnés  par  les  équations 

x'y=Oj        y'^-h  ix'z'  =  o, 

dont  la  première  est  celle  du  couple  de  sécantes  unique 
l^^if-h  ^4  cp  =  o;  elles  donnent  un  point  double  x'=  o, 
y*=  o  et  deux  autres  points  simples  y=  o,  x'=  o  et 
y'^=  0,2'=  o;  les  coniques  ont  ainsi  trois  points  com- 
muns confondus  au  sommet  x'=  o^  y=  o^  la  droite 
x'  =  o  étant  la  tangente  commune;  le  triangle  de  réfé- 
rence est  formé  de  la  tangente  au  point  triple,  de  la  sé- 
cante joignant  ce  point  au  quatrième  point  commun,  et 
d'une  droite  particulière  passant  par  ce  point,  variable 
avec  le  choix  que  Ton  fait  de  X3  et  [X3. 

IV.  Les  formules  (i5)  donnent  pour  équations  ré- 
duites 

-/=  Xi  (Ê,a7'2-+-  Ê2y2)  _H  £3X3^'^=  o, 
o  =  [Xi(£ia7'2-hejy2)-H£3[X3^'â  =  o; 

les  points  communs  sont  donnés  par  les  équations 

qui  représentent  les  couples  de  sécantes  communes  ;  les 
coniques  ont  deux  points  doubles  communs  sur  la 
droite  z'  =  o,  réels  ou  imaginaires  suivant  que  £<  et  £2 
sont  de  signes  différents  ou  de  même  signe.  Les  coni- 
ques sont  bitangentes  et  le  triangle  de  référence,  qui 
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est  conjugue  commun  par  rapport  aux  Jeux  coniques, 
est  formé  de  la  corde  des  contacts  z^=o  et  de  deux 
droites  arbitraires  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
aux  sécantes  correspondant  à  la  racine  simple. 

V.  Les  formules  (i6)  donnent  des  équations  réduites 
de  la  forme 

Ç  =  yLi(OP'^-+-  ay>3')-4-  £113^2=  O, 

de  sorte  que  les  points  communs  sont  fournis  par  les 
équations 

dont  la  première  représente  le  couple  unique  de  sé- 
canles  communes  [x,  y*+ X<  cf  =  o;  les  coniques  ont 
quatre  points  confondus  au  sommet  j/=o,  z'=o,  et 
ont  en  ce  point  môme  tangente,  la  droite  r'=o.  Le 
triangle  de  référence  est  formé  de  la  tangente  com- 
mune, d'une  droite  passant  par  le  point  commun  et 
d'un  dernier  côté  passant  par  le  pôle  de  la  droite  précé- 
dente. 

VL  Les  deux  coniques  sont  confondues  et  ont  tous 
leurs  points  communs. 

Dans  le  cas  où  le  discriminant  A(X,  jjl)  est  identique- 
ment nul,  les  deux  coniques  sont  chacune  un  couple  de 
droites,  elles  ont  une  droite  commune  ou  bien  les 
quatre  droites  passent  toutes  par  le  même  point. 

16.  Nous  terminerons  par  la  remarque  suivante  rela- 
tive aux  triangles  conjugués  communs  par  rapport  à 
deux  coniques  :  s'il  existe  un  tel  triangle  et  si  on  le 
prend  comme  triangle  de  référence,  les  équations  des 
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deux  courbes  doivent  être  de  la  forme 

nii  x'^  -\-  m-i  y^  -f-  ma  .s'*  =  o  ; 

il  faut  donc,  comme  nous  l'avons  vu  au  n**  3,  que  les 
diviseurs  ëlémentaîres  du  discriminant  soient  du  pre- 
mier degré,  c'est-à-dire  que  les  coniques  aient  quatre 
points  communs  distincts,  ou  soient  bi tangentes,  ou 
soient  confondues;  nous  avons  vu  que  ces  conditions 
sont  suffisantes  ;  dans  le  premier  cas,  il  n'existe  qu'un 
seul  triangle  répondant  à  la  question,  c'est  le  triangle 
diagonal  du  quadrangle  des  quatre  points  communs; 
dans  le  second,  il  y  a  une  inGnité  de  triangles  conjugués 
ayant  un  côté  et  un  sommet  commun,  la  corde  des  con- 
tacts et  le  pôle  de  cette  corde;  dans  le  troisième  cas, 
tout  triangle  conjugué  par  rapport  à  Tune  des  coniques 
est  un  triangle  conjugué  commun. 


LICeNCe  ÈS  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


SESSION  DE  JUILLET  1896.  -  COMPOSITIONS. 


Besançon. 


Analyse.  —  I.  Étant  donnés  deux  points  Jixcs  O 
et  A,  déterminer  une  courbe,  sachant  que  la  tangente 
en  Vun  quelconque  de  ses  points  M  passe  par  le  point 
A'  symétrique  de  A  par  rapport  à  OM.  Discuter  la 
forme  des  courbes  obtenues. 

En  prenant  OA  pour  axe  polaire  etO  pour  pôle,  on 
obtient  une  équation  de  Bernoulli  ;  les  courbes  deman- 


(470) 
dées  sont  représentées  par  Téqualion 

a  sinO 

le  rayon   vecteur  admet  une  infinité  de  maxima  :  la 
courbe  admet  une  asymptote  à  distance  finie. 

II.   Calculer  l^ intégrale  définie 


l 


dx, 

(a?-t-a)*  /i  —  ar* 


où  a  est  une  constante  plus  grande  tjue  i . 

On  divise  le  numérateur  de  la  fraction  par  {x  +  a)-, 
ce  qui  permet  de  décomposer  Tintégrale  en  deux  par- 
ties. La  première  partie  est  constituée  par  des  termes 
de  la  forme 


L 


dont  la  valeur  s'obtient  immédiatement.  Pour  obtenir 
rintégrale  restante,  on  intègre  le  long  d'un  contour 
formé  :  i"*  d'une  circonférence  de  rayon  très  grand 
ayant  pour  centre  l'origine;  2"  d*uiie  circonférence  de 
rayon  très  petit  ayant  pour  centre  le  point  ( — a); 
3**  d'une  coupure  allant  du  point  ( —  i)  au  point  (-h  1). 
La  valeur  demandée  est  zéro. 

Mécanique.  —  I.  Transformation  de  Lagrange 
pour  le  mous^ement  d'un  point. 

IL  Une  barre  homogène  pesante  glisse  par  une 
extrémité  X  sur  un  cercle  tracé  dans  un  plan  vertical 
et  passe  constamment  par  un  point  Jixe  O  de  la  cir- 
conférence situé  sur  un  diamètre  horizontal.  Déter- 
miner  le  mou\'cment  de  la  barre  et  les  réactions  des 
points  A  et  O. 
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L'équatiou  des  forces  vives  suffit  pour  déterminer  le 
mouvement.  Les  réactions  s'obtiennent  ensuite  en  écri- 
vant les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
de  la  barre. 

Épreuve  pratique.  —  On  demande  de  calculer 
pour  le  1^  mai  i885,  à  9^  25"*,  temps  moyen  de  Paris, 
la  distance  angulaire  du  centre  de  la  Lune  au  centre 
de  Jupiter  : 

i"  En  partant  des  coordonnées  cquatoriales  des 
deux  axes  ; 

2°  En  interpolant  les  distances  lunaires  de  la  Con- 
naissance des  Temps. 

Dijon. 

Analyse.  —  I.  Faire  voir  qu^on  reproduit  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  donnée,  linéaire  par 
rapport  aux  dérivées  de  la  fonction  inconnue^  par 
V élimination  des  éléments  d'indétermination  conte- 
nus dans  son  équation  intégrale  générale,  entre  les 
équations  engendrées  par  la  dijférentiafion  de  cette 
dernière.  (Question  de  cours.) 

II.  De  quelles  formes  doivent  être  les  fonctions  in- 
déterminées P(x,  y)j  Q^i^tj)')  pour  que  les  équations 
aux  différentielles  totales 


du       x^  — y 


s 


dx  X 

du  _  y^  —  x'^ 


Pa, 


Qw 


forment  un  système  passif  (c^ est-à-dire  aient  une 
intégrale  générale  renfermant  une  constante  arbi- 
traire) ? 


(  47^  ) 
III.    Intégrer  ces  équations  en   supposant  ?=-, 
Q  =  i. 

II.  Eu  difTérentiant  la  première  équation  par  rapport 
à  y  et  substituant  h  -7-  le  second  membre  de  la  dernière 
équation,  en  difTérentiant  ensuite  celle-ci  par  rapport 
à  a:  et  substituant  à  ^  le  second  membre  de  la  pre- 
mière, on  obtient  pour    ,     ,  ■  deux   expressions   dont 

l'identité,  exprimée  quelles  que  soient  J:,j^,  u  considé- 
rées un  instant  comme  trois  variables  indépendantes, 
conduit  aux  deux  conditions 

dP  _dq  _ 
dy  "  dx  ~~    * 

X  V  -H  r  Q  —  ji  =  o  ; 

et  l'intégration  de  ce  système  mixte  donne  les  expres- 
sions cherchées 

où  cp  représente  une  fonction  arbitraire  d'une  seule  va- 
riable. 

III.  Le  système  particulier  à  intégrer  est 


(^) 


du 

x^ 

r* 

u 

dx 

x 

-4- 

--> 

X 

du 

V» 

X^ 

u 

dy 

X 

-h 

—  • 

y 

En  prenant  la  première  équation  isolément,  y  consi- 
dérant j'-  comme  une  variable  paramétrique  et  l'inté- 
grant, il  vient,  par  la  méthode  propre  aux  équations 
linéaires,  une  certaine  fonction  de  x,  à^y  et,  en  outre, 


(47^) 

d'une  fonction  arbitraire  dej^,  dont  la  détermination 
procurée  par  l'autre  équation  donne,   pour  l'intégrale 

cherchée, 

a  =  37'  -t-  y  *  -+-  G  xy^ 

où  C  est  une  constante  arbitraire. 

On  pourrait  aussi  intégrer  les  équations  (a),  rendues 
homogènes  par  la  suppression  des  ternies  indépendants 
de  u  dans  les  seconds  membres,  ce  qui  conduit  à 

puis  remplacer  C  par  la  fonction  de  x  et  de  ^  que  donne 
la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires 
étendue  au  cas  dont  il  s'agit. 

On  pourrait  encore  intégrer  Téquation  linéaire  aux 
dérivées  partielles 

du  du 

dx      ^  dy 

résultant  d'une  combinaison  évidente  des  équations  (a), 
puis  déterminant  la  fonction  arbitraire  intervenant  dans 
l'intégrale  générale,  de  manière  que  celle-ci  satisfasse  à 
l'une  des  équations  proposées,  choisie  au  hasard. 

Mécanique. —  I.  Forme  d'équilibre  d'un  Jil  ho- 
mogène pesant  entre  deux  points.  Formules  relatives 
à  cette  forme  d'équilibre. 

Il,  Unjil  homogène  pesant  est  attaché  par  ses  deux 
extrémités  à  deux  points  fixes  A  e^  B  situés  à  la  même 
hauteur,  et  passe  sur  une  poulie  infiniment  petite  P 
située  entre  k  et  ^  et  à  la  même  hauteur.  On  demande 
les  positions  d'équilibre  du  fil.  On  néglige  les  f rot- 
tements  de  la  poulie  sur  son  axe  et  du  fil  sur  la 
poulie. 

On  posera  PA  =  a,  PB  =z  b^  et  l'on  désignera  par  l 
la  longueur  du  fil. 
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II.  Le  fil  a  la  forme  de  deux  arcs  de  chaînette  Tuii 
allant  de  A.  en  P,  l'autre  de  P  en  B. 


.y 


B 


Les  tensions  en  P  étant  égales  pour  cliaque  arc  de 
chaînette,  les  axes  étant  Px  horizontal  dirigé  vers  B  et 
Py  vertical  dirigé  vers  le  haut,  les  équations  des  chad- 
nettes  seront 

Al 


y 


_^..i[.f-m^.-('-.-)a 


On  en  tire,  pour  déterminer  h  et  A,  les  deux  équa- 
tions 

d'où  on  tire,  pour  déterminer  A,  l'équation 
-ih 

=  L  (/  -H  2  A^"*^)  —  L  (2/1  e*^  —  /). 

Astronomie.  —  Connaissant  V ascension  droite  eth 
déclinaison  d^un  astre,  ainsi  que  ^obliquité  de  Véclip- 
tique j  calculer  la  longitude  et  la  latitude, 

ai  =  I  a**  37'"  5%  99, 

5=-(2°33'49",6), 
fo  =  2'r27'8%98; 


I 


(  4:5  ) 

on  trouve 

L=  i89°3i'53%i, 

X  =  i°i9'i6',6. 

Rennes. 

Analyse.  —  Etant  donnés  un  plan  P  et  un  point 
Jixe  O  de  ce  plan,  on  propose  : 

1°  Déformer  V équation  aux  dérii^ées  partielles  des 
surfaces  telles  que  la  portion  MN  de  leur  normale 
comprise  entre  le  pied  M  de  cette  normale  et  le  plan  P 
soit  constamment  égale  à  ON  ; 

2°  DHntégrer  cette  équation; 

3°  De  déterminer  la  fonction  arbitraire  de  manière 
que  les  surfaces  soient  de  réi^olution  autour  de  la  per- 
pendiculaire  OZ  au  plan  P; 

4**  De  trouver  sur  la  surface 

(Ze  plan  P  est  le  plan  des  xy)  à  laquelle  on  est  ainsi 
conduit,  les  lignes  dont  la  normale  principale  ren- 
contre constamment  OZ. 

La  quatrième  question  se  ramène  aisément  à  une  qua- 
drature. A  l'égard  des  trois  premières  questions  on 
pourra  observer  qu'une  solution  singulière,  au  point  de 
vue  géométrique,  est  constituée  par  les  cylindres  à  gé- 
nératrices parallèles  à  OZ. 

Le  calcul,  conduit  sans  précaution,  donne  non  pas 
ces  cylindres,  mais  leurs  transformés  dans  une  inver- 
sion de  pôle  O.  Ce  sont  les  solutions  propres  de  la  ques- 
tion proposée. 

Mécanique.  —  Un  plateau  circulaire  homogène  et 
horizontal  tourne  sur  son  axe  de  figure  qui  est  fixe. 
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on  ne  sait  alors  plus  rien  sur  le  frottement  mutuel  des 
deux  corps  sinon  qu'il  est  inférieur  au  frottement  sta- 
tique exigé  par  la  rupture  de  l'équilibre  relatif.  Dans  la 
première  phase  du  mouvement,  la  bille  de  masse  m 
éprouve,  de  la  paroi  verticale  externe,  la  pression  cen- 
tripète —  matsi''^^  de  la  paroi  horizontale,  la  poussée  mg 
et  tangentiellement  à  la  rainure,  et  dans  le  sens  du  mou- 
vement l'impulsion  nif[g  -h  atù'^), 

La  résultante  de  ces  trois  forces  fait,  avec  le  rayon 
centrifuge  de  la  bille,  avec  la  verticale  ascendante  et 
avec  la  vitesse  de  la  bille,  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  respectivement  proportionnels  à 

,_ei/û',     ,,    /e2/6'. 

Épreuve  de  calcul.  —  I,  Dans  un  triangle  géode- 
sique  on  a  mesuré  les  trois  angles  A,  B,  C,  et  le  côté  a 
opposé  à  V angle  A 

A  =  40°  36'  56 ',  8 1 ,         a  =  6075'""",  9001 , 
B  =  75-39'29^8I, 
G  =  63°43'33^79. 

On  demande  de  faire  sur  A,  B,  C  les  corrections 
probables  et  d'achei^er  la  résolution  du  triangle  par  la 
métliode  de  Le  gendre.  Le  rayon  p  de  la  sphère  qui 
porte  le  triangle  est 

p  =  3*266330  toises. 

II.  La  co latitude  "k  de  Rennes  est 

X  =  4r53'o5', 

calculer  la  co  latitude  géocentrique  "ko  de  la  même 
ville^  connaissant  U excentricité  e  du  méridien  ter- 
restre. 

e^  =  0,0068395. 
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Caen. 

Analyse  et  Géométrie.  —  I.  Intégrer  le  système 
des  équations  aux  dérwées  partielles 

d^  loff  u  du        du 

oii  a  désigne  une  constante  donnée  différente  de  zéro, 
et  u  une  fonction  inconnue  des  deux  ^variables  indé^ 
pendantes  x  et  y. 

II.  En  désignant  par  r  et  0  deux  variables  indé^ 
pendantes,  trou^^er  pour  la  fonction  f{r^  ô)  toutes  les 
déterminations  telles  que  la  surface  représentée  en 
coordonnées  rectangulaires  par  les  formules 

a?  =  r  cosO, 

y  =  /'sinO, 

^=/(r,0) 

admette  une  première  série  de  lignes  asymptotiques  se 
projetant  sur  le  plan  XOY  sui^^ant  des  droites  passant 
par  l'origine,  et  une  deuxième  série  de  lignes  asym- 
ptotiques se  projetant  sur  le  même  plan  suivant  les  spi- 
rales logarithmiques 

oit  m  désigne  un  paramètre  fixe  différent  de  zéro,  et  G 
une  constante  arbitraire. 

I.  Posant  u  =  e*',  on  a 


dx  dy  '  dx       dy  ' 

la  seconde  donne  (^=  cp(a:  -^ y)  •*  la  première  équation 
se  réduit  à  une  équation  différentielle  ordinaire  qui  s'in- 
tègre aisément  et  conduit,  pour  la  valeur  de  m,  à  Tinté- 
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grale 


/i 


U  2B 


IL  Les  projections  des  asyinptotîques  sur  le  plan  des 
xy  sont  définies  par  Téquation 

cosO     —  rsinô  — 2sin6^r^0  —  rcos6<i9* 

sinO  rcosO  2cosOû?rû?6 — rsiaOrfB* 


=  0. 


d¥  d¥         ^*F  ^*F  d^Y 

(^r  (?0  ()r«  '^'^  ^  ^  (?r  (^  '''^  ''^  ^  (^0«  ''^ 

Cette  équation  doit  être  équivalente  à 

dO(dr  —  mr  rfO  )  =  o  ; 
r)*F 

— -  =  o,  F  est  de  la  forme  /•cp(6)  +  ^(6)*  Pour  l'iden- 
liGcation  on  trouve  qu'on  doit  avoir 

<p"(0)4.cp(0)  =  o,      Y^)=^^ 

5  =  F(r,  0)  =  (AeO  -h  B e-0 ) r  4-  C eS'«ô  4-  D. 

Mécanique.  —  L  Déterininer  le  moui^ement  d'un 
point  M,  de  masse  égale  à  V unité,  assujetti  à  glisser 
sans  frottement  sur  une  surface  fixe  ^  définie  parles 
équations 

a7=asin*p,        j^  =  m  sine  cosp,        ^=mcosp, 

où  ^,j^,  z  désignent  des  coordonnées  rectangulaires j 
u  et  Vf  des  paramètres  indépendants,  La  seule  force 
qui  sollicite  le  point  M  est  dirigée  suivant  la  perpendi' 

culaire  MP  à  l'axe  des  z,  et  égale  à ^  >  aetb  étant 

MP 

des  constantes.  A  l'instant  initial  on  a 

TU  du  dv  h 

'  '±  di         '  dt  a 
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II.  Une  sphère  homogène^  soustraite  à  V action  de 
toute  force  extérieure,  peut  tourner  librement  autour 
d^un  point  O  de  sa  surface^  lequel  est  fixe  dans  U es- 
pace, A  V instant  initial,  la  sphère  tourne  avec  une  vi- 
tesse tù  autour  d'un  axe  instantané  donné  OH^  faisant 
avec  le  rayon  OS  un  angle  dont  la  tangente  est  égale 
à  y.  Déterminer  le  mouvement  que  va  prendre  la 
sphère  :  faire  connaître,  pour  un  instant  donné,  V ac- 
célération d*  un  point  quelconque  du  solide  et  la  pres- 
sion exercée  sur  le  point  O. 

I.  2T  =  w'2-Ha«(i-f-sin«p)(;'2;  U  =     f '.^^    » 

L'équalîoii  de  Lagrange  relative  à  u  donne 

du'         ,         .  ,   s    „        2  a*  6* 
--j-  —  a(i-f-sinîp)p2-H     -   .   .     =o; 
ai  w^sin^p 


celle  des  forces  vives 

0.  a^  6« 


ajoutant  à  la  première,  multipliée  par  u  : 

du'        ,  du  , 

u  —j-  -ha  -r-  =0,  uiu  =  const.  =  o,        m  =  a. 

dt  di  * 

La  trajectoire  est  la  courbe  de  Vivîanî.  L'équation 
des  forces  vîves  donne 

-  s/Z,  dt  =^  —  sin p  v^i-h  sin*c  dv, 
a  ^ 

btyi,        I  / r-  .     cosp 


a  1 


=■  -  cosc  ^2,  —  cos*7^  -H  arc  sin 


/â 


II.  ÂFinstant  initial,  Taxe  du  couple  des  quantités 
de  mouvement  est  dans  le  plan  SOH;  si  Oy  est  perpen- 
diculaire à  OS  dans  ce  plan, 


,   7^  . 
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L'axe  Ozi  du  couple  est  fixe  dans  Tcspace  :  SOzi  =  j; 


la  sphère  prend  un  mouvement  de  Poinsot  où  les  cônes 
roulants  sont  de  révolution.  On  trouve 

En  supj)Osant  qu'fi  un  instant  donné  Taxe  Oj^  soit 
dans  le  planzO^i,  les  formules  de  Rivais  donnent 

La  pression  sur  le  point  O  est  parallèle  à  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  S  sur  Ozt  et  égale  à  ^^  MRco^. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer,  en  teînps  sidéral  et 
en  temps  moyen,  la  durée  de  insibilité  de  Régulas  au- 
dessus  de  Vhoiizon  de  Caen,  ainsi  que  l'angle  sous 
lequel  V étoile  rencontre  V horizon. 

Déclinaison  boréale  de  Régulas ,     12* 29' 26',  2 

Latitude  de  Caen 49°  1 1 '  i4' 
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Poitiers. 

Analyse.  —  I.  Trousser  la  valeur  de  V intégrale 

dz 


r       dz 


prise  dans  le  sens  direct  le  long  d'un  cercle  de  rayon 
égal  à  l'unité^  ayant  pour  centre  le  point  z  =  i, 
II.  Étant  donnée  V équation 

dans  laquelle  y'  et^  sont  les  dérivées  de  y  par  rap- 
port à  X,  etf{x)  une  fonction  connue  de  x  : 

I®  Trouver  une  fonction  t  =  (d(x)  telle  que  si  Von 
prend  t  pour  variable  indépendante  l'équation  de- 

uienne  j  -7^  4-y  =  O;  ^  étant  une  constante»  Donner 

^intégrale  générale  de  l'équation  (i)  et  déterminer 
la  fonction  inconnue  X  de  manière  que  la  transforma- 
tion soit  possible. 

2°  Déterminer  X  de  telle  sorte  qu'en  multipliant 
par  2j'  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  on  ob- 
tienne une  dérivée  exacte.  Déduire  de  là  l'intégrale 
générale. 

Mécanique.  —  Un  corps  homogène  de  révolution, 
pesant,  est  mobile  autour  de  son  axe  de  figure  fixé  en 
un  de  ses  points.  Tous  les  points  du  corps  sont,  en 
outre,  attirés  par  un  point  de  la  verticale  du  point 
fixe  proportionnellement  à  leur  masse  et  à  leur  dis- 
tance à  ce  point.  On  imprime  au  corps  une  très  grande 
"vitesse  de  rotation  autour  de  son  axe  incliné  d'un 
angle  6©  sur  la  verticale^  et  on  l'abandonne  sans  autre 


(  m  ) 

vitesse  initiale.  Calculer  la  précession  et  la  natation 
de  l'axe  à  l'instant  t.  On  suppose  le  centre  d'attrac» 
tion  à  une  distance  du  point  fixe  égale  à  la  distance  a 
du  centre  de  gra\fité  du  corps  au  même  point. 

Composition  d'Astronomie.  —  Le  7  juillet  1896,  les 
coordonnées  héliocentriques  de  Neptune  sont 

Lotifi^itude 77"5G'3i',  5 

Latitude —  i»24'54',6 

Log  rayon  vecteur  ...  1 ,  ^750317 

Déterminer  les  coordonnées  géocentriques,  longi- 
tude,  latitude,  log  distance,  sachant  que  l'on  a  pour 
le  Soleil  : 

Longitude io4"47''^4'»39 

Latitude -+-  o'',48 

Log  distance 0,0071999 

I.  Question    de  cours.   —   Aucune    difficulté.    Ou 

trouve 

•in\     Tz 

ni  n\  2*«' 

II.  La  fonction  X  est  la  même  dans  les  deux  cas.  Si 
Téquation  (i)  peut  prendre  la  forme 

I   d^y 

le  premier  membre  devient  une  diflercntielle  quand  on 
multiplie  par  '2dj]  il  est  donc  évident  qu'en  multipliant 
par  ^y  le  premier  membre  de  Téquation  (i),  on  ob- 
tient une  dérivée  exacte. 

Mécamqiie.  —  La  force  attractive  appliquée  au 
centre  de  gravité  se  décompose  en  deux,  Tune  passant 
par  le  point  fixe  de  Taxe  de  figure,  Taulre  verticale: 
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toutes  deux   sont  constantes.   On  est  donc   ramené   au 
mouvement  d'un  corps  pesant. 

Astronomie.  —  Soit  X  =  -j-  o'',  48.  Dans  les  formules 
ordinaires  on  peut  prendre   cosX  =  i  et  sîn)v  =  arcX, 

,  ,        |.  .        -V  0,48 

c  est-a-aire  sinÀ  =  — tt-tt:  • 

206263 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1681. 

(1&94,  p.  5*.) 

On  considère  les  coniques  inscrites  dans  un  triangle  et 
passant  par  un  point  fixe.  Le  lieu  du  second  point  de  ren- 
contre avec  chaque  conique  de  la  droite  joignant  un  som- 
met A  au  point  de  contact  avec  le  côté  opposé  est  une  quar- 
tique  unicursale,  (A.  Gazamian), 

SOLUTION 
par  M.  A.  Duoz-Farny. 

Ëflectuons  une  transformation  homographique  de  la  figure, 
de  manière  que  les  sommets  B  et  C  du  triangle  coïncident 
avec  les  ombilics  du  plan,  et  soient  a  et  p  les  transformes  du 
sommet  A  et  du  point  fixe  P. 

Il  s'agira  alors  de  chercher  le  lieu  géométrique  des  sommets 
des  paraboles  de  même  foyer  a  et  passant  par  le  point  fixe  p. 

Décrivons  de  p  comme  centre  une  circonférence  de  rayon  pa  ; 
toute  tangente  t  à  cette  circonférence  est  directrice  d'une  des 
paraboles;  abaissons  de  a  la  perpendiculaire  ad  sur  t.  Le  lieu 
ded  sera  un  limaçon  de  Pascal  d'axe  ap  et  de  point  double  a» 
Le  sommet  S  de  cette  parabole  étant  le  point  milieu  de  ad, 
le  lieu  de  S  sera  aussi  un  limaçon  semblable,  le  rapport  de 
similitude  étant  |.  Le  limaçon  étant  une  quartiquc  bicirculaire, 
en  revenant  à  la  figure  primitive,  on  aura  pour  le  lieu  une 
quartique  unicursale  ayant  ses  trois  points  doubles  aux  som- 
nnets  du  triangle. 
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Question  1682. 

(  1894,  p.  S*.  ) 

On  considère  les  coniques  touchant  quatre  droites  don- 
nées. Deux  points  quelconques  étant  pris  sur  l'une  de  ces 
droites,  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  me- 
nées de  ces  deux  points  à  Vune  quelconque  des  coniques  du 
faisceau  est  une  conique.  Si  les  deux  points  fixes  sont  pris 
sur  Vune  des  coniques  du  faisceau,  le  lieu  est  une  cubique. 

(A.  Gazamian). 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Soient  P  et  Q  deux  points  fixes  sur  un  des  côtés  AB  du 
quadrilatère  circonscrit.  Une  conique  étant  déterminée  par 
cinq  tangentes,  les  deux  tangentes  autres  que  AB  que  Ton 
peut  mener  de  P  et  de  Q  à  une  des  coniques  du  faisceau  tan- 
gentiel  se  correspondent  homographiquement.  Le  lieu  de  leur 
point  d'intersection  est  donc  une  conique  passant  par  P  et  Q, 
et  les  deux  autres  sommets  du  quadrilatère. 

Si  les  deux  points  fixes  sont  sur  Tune  des  coniques  du  fais- 
ceau, effectuons  une  transformation  homographique,  de  ma- 
nière que  P  et  Q' coïncident  avec  les  ombilics  du  plan.  Le  pro- 
blème revient  alors  à  chercher  le  lieu  des  foyers  des  coniques 
inscrites  dans  un  quadrilatère  circonscriptible  à  un  cerclel  Le 
lieu  bien  connu  est  une  strophoïde  cubique  circulaire  ayant 
son  point  double  au  centre  du  cercle  et  passant  par  les  six 
sommets  du  quadrilatère  complet.  Revenons  à  la  figure  primi- 
tive. 

Le  lieu  cherche  sera  une  cubique  passant  par  les  six  som- 
mets du  quadrilatère  complet  déterminé  par  les  quatre  droites, 
par  les  points  P  et  Q  et  ayant  le  pôle  de  la  droite  PQ  par 
rapport  à  la  conique  qui  passe  par  ces  points  comme  point 
double. 


(487  ) 

BOURSES  DE  LICENCE  ES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

CONCOURS  DE  1896. 


On  considère  les  deux  paraboles  (P),  (Q)  qui  ont  respecti- 
vement pour  équations 

yi — 2X  =  o,         x^ — aj^-H/n  =  o; 

combien  ont-elles  de  points  d'intersection  réels? 

En  un  point  d'intersection  A,  on  mène  la  tangente  à  la  para- 
bole (P);  celte  tangente  rencontre  la  parabole  (Q)  en  un  point  A' 
distinct  du  point  A  ;  trouver  le  lieu  du  point  A'  quand  m  varie. 

Les  deux  paraboles  (P),  (Q)  ont  trois  tangentes  communes; 
on  formera  l'équation  qui  a  pour  racines  les  abscisses  des  points 
de  contact  sur  la  parabole  (Q)  et  l'on  montrera  comment,  en 
supposant  connues  les  racines  de  cette  équation,  on  peut  déter- 
miner les  coordonnées  des  points  de  contact  des  tangentes 
communes  sur  les  deux  paraboles,  ainsi  que  les  sommets  du 
triangle  circonscrit  aux  deux  paraboles. 

Trouver,  en  supposant  que  m  varie,  le  lieu  du  point  de  con- 
tact avec  la  parabole  (Q)  d'une  tangente  commune  aux  deux 
paraboles  (P),  (Q)  et  le  lieu  du  point  d'intersection  de  deux 
tangentes  communes  à  ces  deux  paraboles. 

Quelle  relation  doit-il  exister  entre  les  abscisses  de  deux 
points  de  la  parabole  (R)  dont  l'équation  est 

y  =-ix^ 

pour  que  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  soit  tangente  à  la 
parabole  (P)?  Démontrer  qu'il  y  a  une  infinité  de  triangles 
circonscrits  à  la  parabole  (P)  et  inscrits  dans  la  parabole  (R). 


QUESTIONS. 


1747.   1°  On  pose,  «,  b^  Gq  étant  trois  quantités  réelles  : 
,     .       {a-\- bi-^i){a-^bi'h  i)  . . .  (a-^  bi-\- in) 

€tn  -^  Ont'  =  7 TT T^ 7 ^^ ^( 

(a-i-2)(a-f- 3)  . ..  (a-+- /n-i) 
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Démontrer  que  Ton  a 

(i)     aip^i—  Clp^^a^p-h  Cl^+irtjp-j  — ...-h(— i)V-»-iao  =  o, 
(•2)    bjp     —Clpbip-i-+-Clpbip-j     —  ..-H(_i)î/»-iôi  =  o. 

•2°  En  particulier,  on  fera  a-{-  bi  =  ^  (coso)  -+-  tsino)),  pui 


uis 
c 


c  =  o.  De  l'identité  (i)  correspondante,  déduire  qu'on   peut, 
d'une  infînité  de  manières,  satisfaire  à  l'identité  suivante  : 

Aocos(2/i4-i)w  -hAiCosio  cos2/itJi)-HAjCos*w  cos{in  —  i)a) 

H-  ...  4-  Ajrt-Hi  C0S2«-«-l  (0  =  0, 

Ao,  Al,  Af,  ....  Ajn-i-i  étant  indépendants  de  co,  et  n  au  moins 
de  ces  quantité?  étant  arbitraires.  (R.Gilbert.) 

1748.  Si  une  conique  est  inscrite  à  un  triangle  ABC  en  a,  p, 
Y,  les  droites  joignant  les  milieux  des  côtés  BG,  GA,  AB  aux 
milieux  des  droites  A  a,  Bp,  Gy  sont  concourantes  au  centre 
de  la  courbe.  Étant  donnés  le  centre  d'une  conique  et  trois 
tangentes,  trouver  les  points  de  contact.  (P.  Sondât.) 

J749.  On  sait  que  le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  quadri- 
latère ABGD,  clont  les  diagonales  se  coupent  en  O,  est  le  ba- 
rycentre  des  cinq  points  A,  B,  G,  D,  O,  affectés  des  coefficients 
I,  I,  I,  I,— I. 

Ou  a  aussi  la  proposition  analogue  que  voici  : 
Le  centre  de  gravité  du  volume  d'un  octaèdre  dont  les  dia- 
gonales AA',  BB',  GG'  concourent  en  un  point  O,  est  le  bary- 
centre  des  points  A,  A',  B,  B',  G,  G',  O  affectés  des  coefficients 

1,  1,  .  .  .,  I,  —  a.  (FONTENÉ.) 


ERRATA. 


3"  série,  t.  XV,  septembre  1896  :  page  409,  au  bas  de  la  page,  a*»,  en 
renvoi,  au  lieu  de 

V'd^-dp)         '  ou/;  désigne, 
Usez 

\^Ô2-Ôj^)      >^/'+'  désignant. 
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PREHIBR  CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  » 

POUR  1897. 


Siget. 

Établir    les    propriétés  fondamentales   des 
fonctions  circulaires,  en  prenant  comme  défini- 

tion  de /  expression 


(I)  S(^)  =  ^n[^i-^^e^j, 

le  produit  u  étant  étendu  à  toutes  les  valeurs  de 
V entier  n  de  —  oo  à  •+-  oo,  zéro  excepté. 


Indications. 
On  pourra  întroduîre  la  fonction 

^^^^-^slT) di — ' 

montrer  qu'elle  vérifie  Téquation  différentielle 

dC(x) 


dx 


=  — [7u2  4-C«(a?)], 


et  en  déduire  les  formules  d'addition  pour  C  (a:)  et 
pour  S{x), 

On  pourra  consulter,  à  ce  sujet,  le  Cbapitre  I  qui 
traite  des  fonctions  trigonoinétriques  dans  le  Traité 
des  fonctions  elliptiques  de  MM.  Appell  et  Lacour. 

Ann,  de  Mathémat.y  3'  série,  t.  XV.  (Novembre  1896.)      32 
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Conditions. 


Le  concours  est  ouvert  exclusivement  aux  abonnés 
des  Nouvf elles  Annales  de  Malhcniatiques. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

1°  A  un  crédit  de  loo*"^  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  MM.  Gauthier- Villars  et  fils; 
2^  A  la  publication  du  Mémoire; 
3°  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
AVANT  LE  i5  MAI  1897,  ^^*ï*^c  d'absoluc  rigucuF. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justification 
de  sa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i5  mai, 
et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  rinsertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5  juillet  1897,  ^^  '^  résultat  en  sera,  sans  retard,  pu- 
blié dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  h  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
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nées,  au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmî  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ullérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faîte  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaître  sMl  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteurs. 


[M'8b] 

EXERCICE  SDR  LES  COURBES  DE  DIRECTION; 

Par  m.  Paul  APPELL. 


Laguerre    a    appelé    courbes    de   direction    (*)  les 
courbes  algébriques 

telles  que  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  un 
point  (Xjy)  puissent  être  exprimés  rationnellement  en 
fonctions  de  x  et  y.  En  d'autres  termes,  ce  sont  des 
courbes  pour  lesquelles  la  quantité 


peut  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  x  etj^. 
(»)  Voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique ^  1880. 
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Pour  que  cette  condition  soit  remplie,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  différentielle  ds  de  Tare  de  la  courbe  soit  égale 
à  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  j^  multipliée  par 
dx.  En  effet,  on  a 

en  vertu  de  la  relation 

J-dx'\-  4-  dy  =^0, 
dx  dy   '' 

Nous  nous  proposons  d'indiquer  un  moyen  de  dé- 
duire d'une  courbe  de  direction  une  infinité  d'autres 
courbes  de  direction. 

Soit 

(1)  F(X,Y)  =  o 

une  de  ces  courbes.  En  appelant  S  Tare  de  cette  courbe 
on  a 

(2)  ^S  =  v/^*-f-rfï*  =  R(X,  Y)  rfX, 

R(X,  Y)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  X  et  Y. 
Soient  z-=.  X  -^-ji  une  variable  imaginaire. y*(z)  une 
fonction   rationnelle  de  z  cboisie   de  telle  façon  que 
tous  les  résidus  de  f'{z)  soient  nuls.  Posons 


(3) 


Z  =  \-{-Yi=  rp(z)dz. 


L'intégrale  du  second  membre  est  alors  rationnelle 
en  z  et  l'on  a,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  par- 
ties imaginaires, 

(4)  X  =  o(x,yi        Y  =  4;(^,jK), 

?{^fj')  ^^  ^(^O  )  désignant  des  fondions  rationnelles 
de  X  etj)  . 
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Si  Ton  fait  la  substitution  (4)»  la  courbe  (i)  se  trans- 
forme en  une  autre  courbe 

(5)  G{x,y)  =  o, 

qui  est  aussi  une  courbe  de  direction. 
En  effet,  Téquation  (3)  donne 

dX-hidY  =p(z){dx-\-idy). 

Changeons  i  en  — i,  appelons  Zq  la  conjuguée  de  z 
et  yi  la  fonction  déduite  de  f  par  le  cbangement  de 
signe  de  i.  Il  vient 

d\  —  idY  =  /ôX^o  )(  dx  —  i  dy  ). 

Multipliant  membre  à  membre,  on  a 

et,  en  extrayant  les  racines, 

dS=/{z)/o(zo)ds. 
//S 

Comme,  par  hypothèse,  -r^  est  une  fonction  ration- 
nelle de  X  et  Y,  on  a 

/(•2)/o(2o) 

^  .  ds 

el,  d'après  les  formules  de  transformation  (4),  jr-  est 

une  fonction  rationnelle  de  a:  et ^  :  on  effet,  ces  for- 
mules  montrent  que  -r-  est  rationnel  en  x  et  y.  La  nou- 
velle courbe  est  donc  bien  une  courbe  de  direction. 

Exemples.  —  En  partant  de  la  ligne  droite  et  du 
cercle,  on  obtient  ainsi  une  inflnité  de  courbes  de  direc- 
tion. 

Ainsi  prenons 

X-+- Ye=  ^  fzidz=:  z^\ 
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nous  aurons 

X  =  X*  —  3xy*. 

La  droite  X  =  rt^  devient  la  courbe  de  direction 

x^ —  3xy^=  a', 

ou,  en  coordonnées  polaires, 

r'cos30  =  o'. 

De  môme,  en  faisant 

(A^  entier  positif  ou  négatif),  on  déduit  de  X  =a*la 
courbe  de  direction 

<rt^+i  cos(2A:-t-  i)ô  =  a«*+«. 

Si  Ton  prend  f[z)  =  -^j  la  transformation  se  ramène 
à  une  inversion. 

Remarque.  —  En  prenant  pour /(^r)  une  fonction 
transcendante  uniforme,  telle  que  les  résidus  de  f^{z) 
soient  tous  nuls,  on  obtient  une  transformation  faisant 
correspondre  à  une  courbe  algébrique  de  direction  une 
courbe  transcendante  telle  que  Tare  s  de  cette  courbe 
vérifie  une  équation  de  la  forme 

ds  =  ^{Xjy)dx, 

^  étant  uniforme.  Ainsi,  en  prenant 

{a  réel),  on  a 

X 

X  =  ae"  cos  — > 
a 

et  la  droite  X  =  a  devient  la  courbe 


JC 


-         Y 

«  cos—  =  I  : 
a 
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c'est  la  cliainclte  d'égale  résistance  de   Goriolîs,  pour 
laquelle 


ds  = 


y 

cos - 
a 


[C2h] 

SUR  LA  DÉFINITION  DE  L INTÉGRALE  DÉFINIE; 

Par  m.  g.  BURALI-FORTI,  à  Turin. 


M.  Maurice  Fôuclié  a  publié,  sous  le  même  titre,  un 
article  (*)  dans  lequel  il  démontre,  par  une  méthode 
simple,  deux  théorèmes  connus,  sur  Texistence  de  l'in- 
tégrale définie.  Une  telle  méthode  est  susceptible  d'être 
encore  simplifiée,  et  d'être  généralisée  (2).  Ceci  est, 
d'ailleurs,  un  résultat  connu  (^),  que  je  me  propose 
d'exposer  ici  sous  une  forme  élémentaire. 

1.  Soit  u  une  classe  (ensemble),  de  nombres  réels, 
qui  contient  effectivement  des  éléments  (u  est  une  classe 
non  nulle).  Nous  écrivons  7'm,  l^ii  au  lieu  de  «  limite 
supérieure  des  u  »,  <c  limite  inférieure  des  un.  Si  a  est 
un  nombre  réel,  nous  disons  : 

Définition  A.  —  Qi\el'u=za  quand  u  ne  contient 

(*)    Nouvelles   Annales    de    Mathématiques,    3«   série,    t.  XV; 
mai   1896. 

(')  On  obtient  une  simplification,  en  substituant  au  couple  des 
classes  contiguës  une  seule  classe  et  sa  limite  supérieure  ou  infé- 
rieure (§1);  on  généralise  la  méthode  parce  qu'on  peut  obtenir 
les  intégrales  supérieures  ou  inférieures  avec  la  seul,e  condition 
que  la  fonction  soit  limitée  dans  l'intervalle  (§3). 

(^)  G.  Peano,  SulVinlcgrabilità  délie  funzioni  {Atti  Ace. 
TorinOj  i8S3).  Lezioni  di  Annlisi  infinitésimale  (Vol.  I,  p.  i3o-i4-5. 
Torino,  1898). 
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pas  de  nombres  plus  grands  que  a,  et  qu'elle  contient 
toujours  des  nombres  plus  grands  que  x,  quel  que  soit 
le  nombre  x  plus  petit  que  a. 

Définition  B.  —  Que  l^u-=z  a  quand  u  ne  contient 
pas  de  nombres  plus  petits  que  a,  et  qu'elle  contient 
toujours  des  nombres  plus  petits  que  x^  quel  que  soit  le 
nombre  x  plus  grand  que  a. 

Si  la  classe  i^  admet  un  maximum,  ce  maximum  est 
lu.  Si  la  classe  n  admet  un  minimum ^  ce  minimum  est 
/i  u.  Si  u  est  une  classe  de  nombres  réels  et  positifs, 
alors  /|  1/  =  o  quand,  quel  que  soit  le  nombre  réel  A, 
des  nombres  plus  petits  que  h  existent  dans  m;  c'est- 
à-dire  quand  des  nombres  aussi  petits  qu'on  veut  existent 
dans  u. 

Si  nous  supposons  que  les  nombres  réels  ne  soient 
pas  encore  introduits,  alors  les  définitions  A,  B,  dans 
lesquelles  nous  substituons  au  mot  nombre  réel  le 
mot  nombre  rationnel,  donnent  une  méthode  aussi 
simple  pour  définir  le  nombre  irrationnel.  Nous  ne 
pouvons  pas  développer  ici  cet  argument  (*),  qui  con- 
duit à  simplifier  la  méthode  donnée  par  MM.  Dede- 
kind  (')  et  Tannery  (^). 

Revenons  maintenant  aux  classes  des  nombres  réels 
quelconques.  Nous  disons  que  la  classe  u  «  a  une  limite 
supérieure  (ou  inférieure)  »,  ou  que  «  u  est  limitée  supé- 
rieurement (ou  inférieurement)  »,  ou  que  «  Vu  (ou 
/i  u)  est  un  nombre  réel  »  quand  il  existe  un  nombre 
réel  tel  que  /'m  =  a  (ou  /|  u  =  a).  Si  Z4,  (^  sont  des  classes 
de  nombres  réels,  avec  u  —  v  nous  indiquons  la  classe 


(•)  Que  je  développe  dans  l'ariicle  £e*  nombres  réels,  publié  dans 
la  Revue  de  Mathématiques,  1896. 
(")  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen,  "^872. 
(')  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  y  t885. 
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dont  les  éléments  sont  les  différences  entre  un  élément 
de  u  et  un  élément  de  sf.  Si  u  —  v^  est  une  classe  de 
nombres  réels  positifs  ou  nuls,  alors  chaque  nombre 
de  II  n'est  pas  plus  petit  que  chaque  nombre  de  ^^,  et 
réciproquement.  Cela  posé,  nous  avons  les  théorèmes 
suivants (*)  : 

Théorème  I.  —  Si  u  est  une  classe  non  nulle  de  nom- 
bres réels,  si  a  est  un  nombre  réel  y  et  si  des  nombres 
plus  petits  (ou  plus  grands)  que  a  n'existent  pas  dans 
w,  la  classe  u  est  limitée  supérieurement  (ou  inférieu- 
remeni). 

Théorème  II.  — Si  u^{f  sont  des  classes  non  nulles 
de  nombres  réels  ayant  une  limite  supérieure  et  infé- 
rieure (^)j  et  si  la  classe  u  est  contenue  dans  la  classe  v 
{chaque  u  est  un  ç»),  on  a  /'m^/V,  et  l^  u^li  v. 

Théorème  III.  — Si  i/,  v  sont  des  classes  non  nulles 
de  nombres  rationnels^  et  si  u  —  v  est  une  classe  de 
nombres  positifs  ou  nuls  (3),  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  U  "  =  l'^est  que  l\{u  —  ç')  =  o. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  d'énoncer  sont  presque 
intuitifs  ;  leur  démonstration  est  très  facile.  Nous  en 
verrons  l'application. 

2.  Soient  fl,  b  des  nombres  réels  tels  que  a<^b.  Par 
la  notation  a^b  nous  indiquons  la  classe  des  nombres 
égaux  ou  plus  grands  que  «,  et  celle  des  nombres  égaux 


(*)  Formulaire  de  Mathématiques,  publié  par  la  Revue  de 
Mathématiques  (Turin,  1895,  voir  §  3). 

(')  Cette  condition  restrictive  devient  inutile,  lorsqu'on  a  défini 
la  signification  des  relations  V u  —  o:>i  l^u  •=  ce  et  l'on  admet  que 
—  oo<:ia<oo. 

(')  Par  celte  hypothèse  et  par  le  théorème  I,  on  déduit  que  l^u 
et  l'v  sont  des  nombres  réels. 
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OU  plus  petits  que  A;  ce  qui  revient  à  dire  que  a^b  in- 
dique l'intervalle  de  a  à  &,  les  extrêmes  étant  compris. 

So\\,f{x)  une  fonction  définie  quand  x  varie  de  a 
à  b  (ou  définie  dans  Tintervalle  a'b).  Suivant  une  no- 
tation introduite  par  M.  Dedekind,  nous  indiquons  par 
f{a"b)  la  classe  dont  les  éléments  sont  les  nombres 
f{oc)^  lorsque  x  varie  de  a  à  6.  Si  Xqj  x^  sont  des  élé- 
ments de  a""i,  alors  y*(j:)  est  définie  dans  l'intervalle 
x^X\  et  la  notation  y (j^o^-^^i  )  a  été  expliquée. 

Nous  disons  que  a  f  {x)  est  limitée  supérieurement 
(ou  inférieu rement)  dans  Tintcrvalle  à^b  »,  quand  la 
classe /(«"^è)  est  limitée  supérieurement  (ou  inférieure- 
ment),  c'est-à-dire,  quand  Pfi^cTb)  ou  lif{a*b)  est  un 
nombre  réel.  S\f{x)  est  limitée  supérieurement  (ou  infé- 
rîeurement)dans  cTb^fi^x)  est  aussi  limitée  supérieure- 
ment (ou  înf'érieurement),  dans  un  intervalle  compris 
dans  a'b  (§  1,  théorème  I).  Nous  disons  que  f{x)  est 
limitée  dans  a'^b  lorsque  f{x)  est  limitée  supérieure- 
ment et  inférieurement  dans  a^b. 

Soit  oTo,  X|,  ...  0Cn-\i  Xa  «ne  suite  de  nombres  de 
oTb  telle  que 

(i)      j?Q  =  a,       Xn  =  by      a:o<iri<...,       <ar,j-i<a7,j 
et  posons 


rrzn 


S'(/;  a,  a?!,  .  .  . ,  Xn^U  b)  =^^{Xr—Xr-i)l'fi^O0r^i'^Xr\ 


/     \     •  ''  =  * 


Si(/;a,a7i, ...,  Xn-i,  ^)=^(a7,.— ar;._i)/i/(a7,._i"a7,.). 


r  =  x 


SiJ^(x)  est  limitée  dans  «""i,  chaque  suite  (i),  S' et  S| , 
définit  un  nombre  réel  et  déterminé.  Les  nombres  S',  S| 
sont  fonctions  de^et  de  la  suite  (i);  cela  justifie  la  no- 
tation adoptée. 
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Conservant  les  hypothèses  précédentes,  nous  îndi-^ 
quons  par 

les  classes  dont  les  éléments  sont  les  nomhres  respectifs 
S',  Si,  correspondant  à  toutes  les  suites  (i).  Les  classes 
.v',  5|  sont  fonctions  de/*,  de  a  et  i,  ce  qui  justifie  la  no- 
tation adoptée. 

Théorème.  —  Si  a,  b  sont  des  nombres  réels,  a  <ib 
el  si/  (x)  est  une  /onction  définie  et  limitée  dans  oTb  : 

(rï).  l^  &  {/ ;a,  b)et  V  Ss  {/;  a,  b)  sont  des  nombres 
réels  ; 

(b).  Chaque  nombre  de  la  classe  sf  (/-^  a,  i),  n^est 
pas    plus   petit    que    chaque    nombre    de    la    classe 

s\  (f;  û,  *)• 

Démonstration.  —  On  déduit  du  théorème  II  du  §  1, 
que 

de  plus,  il  est  évident  que 

Alors  les  formules  (2)  nous  donnent 

1  Si(/;  a,a7i,  ...,a?«_i,6)5(Z>  — a)/i/(a^^>). 
(.4)     S'(/;  a,xi,  , , ,,  Xn-u  b)^Si(f;  a^  xi,  ...,Xn-ub), 

et  l'on  en  tire 

S'(/;a,  iFi,  ..,,Xn-ub)f{b  -  a)  lifia"^  b), 
Si(/;  a, a?!,  . . . ,  Xn-i,  b)^(b  —  a)l'f{a^  b). 

Par  exemple,  la  première  de  celles-ci  indique  que 
chaque  nombre  de  s' {/\  a,  b)  est  ou  égal  ou  supérieur 

(0  On  peut  observer  que  (6  —  a)l'/{a^b)  =  S'(/;a,  6). 
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au  nombre  {b  —  o)l^f{a^b)^  et  par  conséquent 
(§  1,  lliéor.  I),  la  classe  J{f\a^b)  a  une  limite  infé- 
rieure. La  partie  (a)  est  ainsi  démontrée. 

SI  nous  décomposons  chaque  intervalle  Xr^x  "^  Xr  en 
parties,  on  déduit  des  formules  (3)  que 

\  S|(/;  a, . .  .,a?i, . .  M^«-i»  •  •  -,  ^)>S|(/;a,a?i» .,  .,a?«_i,6). 

Soît  Xq^  x\^  . . .,  .i^^_j,  J^';„  une  suite  analogue  à  la 
suite  (i),  et  a:J,  x\^  . . . ,  ^]î,_|,  x^  la  suite  analogue  à  la 
suite  (i)  qui  a  pour  éléments  tous  les  éléments  des 
suites  a:,  x' .  On  a  [formules  (5)], 

et,  par  la  formule  (4)i 

ou  encore  [formules  (5)], 

S'(/;  «,  a-|,  ...jO-n-i,  6)5  Si(/;  a,  a?',,  ...,a7j;,_,,  6), 
ce  qui  démontre  la  partie  (i)  du  théorème. 

3.  Conservons  k»s  hypothèses  pi-écédentes  et  écrivons 
les  signes    /    ,    1     bu  Vicu  de  intégrale  supérieure  de, 
intégrale  inférieure  de,  puis  définissons  les  quantités 
I    f{x)dx^    I    f{x)dx  en  posant 

(1)      f  f{x)dx  =  l,s'(f;a,b),      f  /{x)dx  =  l'Si(/;a,b). 

I /introduction  de  Tinlégrale  définie  supérieure  et  in- 
férieure dans  l'analyse  est  due  à  MM.  Darboux  (*)  et 

('  )  Sur  les  fonctions  discontinues  (Annales  de  VÉcole  Normale 
supérieure,  i  S75  ) . 
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Ascolî  (*  ),  qui  ont  publié  leurs  articles  presque  en  mèihe 
temps  (^).  La  définition  sous  la  forme  que  nous  venons 
d'énoncer  est  due  à  M.  Peano  (^)  auquel  est  due  aussi 
la  démonstration  du  théorème  du  §  2.  De  ce  théorème 
el  de  la  définition  (i),  il  résulte  : 

Théorème I.  —  Si  a,  b  sont  des  nombres  réels,  a<^b, 
et  sif{x)  est  une  fonction  définie  et  limitée  dans  Vinter^ 

Kfalle  a!^  b,    1   f{x)  dx  et   j    f{x)  dx  sont  des  nombres 

réels  bien  déterminés. 

Nous  disons  que  la  fonction /"(j?)  est  intégrable  dans 
rintervalle  àT^  b  quand 

(2)  /    f(^x)dx—    /    /{x)dx, 

et  nous  indiquons  la  valeur  commune  des  nombres  (2) 
par  le  symbole 


Jf    f{x)dx. 
a 


Les  hypothèses  du  théorème  I  étant  conservées  : 

Théorème  IL  —  Si /{x)  est  croissante  [ou  décrois- 
sante) dans  a^  b,  f{x)  est  intégrable  dans  cet'inter- 
ualle. 

Théorème  IIL  —  Si  f{x)  est  continue  dans  a^^b, 
alors  f  (^x)  est  intégrable  dans  cet  inten^alle. 

Démonstration  du  théorème  II,  —  Supposons  que  la 
suite  (i)  du  §  2  décompose  a'^i  en  parties  égales, 


(*)  Sulla  definizione  di  intégrale  (Atti  Ace.  Lincei,  1875). 
(')  G.  Peano,  Sulla  definizione  di  intégrale  {Annali  di  Mate- 
matica,  1896). 

(')   Voir  note  (»)»  P-  49^. 
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c'est-à-diro  que 

b  —  a 

ûPt  -~~'  CCq  — —  3/2 """  ^1  —  •  •  •  —  ^/i  ~^  37 /j — 1  —  •^"^■^^—  •• 

n 
L*liypollièse  nous  donne 

et  alors  [§  2,  formules  (i*)],  on  a 

S'(/;  a,Xi,  ...,a7„_i,  b)  —  Si(/;  a,  a^i,  ...,a7;,_i,  6) 

Un  nombre  /i  étant  donné,  on  peut  déterminer  tî  de 

manière  que [/{^)  — /{^)]  ^^'^  p'^^  petit  que  A; 

alorSy  en  vertu  de  la  partie  (b)  du  théorème  du  §  2,  ou  a 

h[s'(f\  a,  b)  —  si(f;ay  b)]  =  o 

et,  en  ayant  égard  au  théorème  III  du  §  1,  on  a 

lis'(f]a,b)  =  rs'(f;a,b), 
c'est-à-dire 


Jf   f{x)dx=    I    f(x)dx. 


Démonstration  du  théorème  III.  —  /{^)  étant  con- 
tinue dans  a^^  b^M,  Cantor  a  démontré  que,  h  étant  un 
nombre  donné,  on  peut  toujours  diviser  l'intervalle 
a^  b  au  moyen  d'une  suite  analogue  à  la  suite  (i)  du  §  2, 

de  telle  sorte  que  L' f{xr^x^^  ^r)  —  l\J{Xr-\^  Xr)  <C  ^î 
c'est-à-diie  telle  que  dans  chaque  intervalle,  Toseillation 
(suivant  M.  Dlni)  de  f{x)  soit  plus  petite  que  A.  Le 
nombre  h  étant  donné  et  la  suite  étant  déterminée,  on  a 

S'(/;  «,  Xi, . . .  ,a7«_i,  ^)  — Si(/;  a,  Xu  . . .  ,^/i-i,  b)<,h{b  —  à). 

On  complète  la  démonstration  comme  pour  le  théo- 
rème II. 
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[I3b] 

GÉNÉRALISATION  DE  LA  FORMULE  DE  WILSON; 

Par  m.  LOGNON. 


On  saîl  (|ue,  sî  /i  +  i  est  un  nombre  premier,  on  a, 

(i)  /i! -+-I  =:(/i-hi)ei, 

e^  étant  un  nombre  entier. 

Je  dis  que,  si  /i  H-  i  est  premier,  on  a 

(•2)  (/i!  )/»-+-(— !)/'+«=  (/i-+-i)e^, 

ep  étant  un  entier  et  p   un  entier  positif  quelconque. 

En  effet,  pour  />  =  i,  la  formule  (2)  se  confond  avec 
la  formule  (i).  Je  vais  alors  supposer  que  l'égalité  (2)  est 
vérifiée  pour  /?  =  ft  et  montrer  qu'elle  Test  encore  pour 
p  ==  Ar-H  1. 

Soit  donc 

multiplions  les  deux  membres  par  ni 

Mais,  d'après  (i), 

n\  =  (n-h  i)<?i  —  I. 

Dans  la  formule  précédente,  remplaçons 

(— i/-+-»/i!       par      (— O^-^-^K'^^-O^'i  —  iJ; 
nous  avons 

(/i!)^+»-h(— i)^-*»[(/t-hi)ei  — 1]  =  {n-hi)n\ek 

ou 

(n!)A'+i-f.(— i)^+î  =  (/H-i)[/t!eA.-+-(— i)^  +  «(?ij, 

(  n !  )^-+ 1  -h  (— 1)^'-»-2  =  (/i  -h  i)eA4-i. 

C.    Q.    F.     U. 
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[E5] 

SUR  LES  INTÉGRALES  DE  FRESNEL; 

Par  m.  Eugène  FABRY. 


Dans  le  numéro  d'août  de  ce  Journal,  M.  Jamet  donne 
une  méthode  simple  et  rigoureuse  pour  résoudre  la 

question  suivante  :  Démontrer  que  l'intégrale  /  e~^*dz^ 


»    7C 


prise  le  long  d*un  arc  égal  à  j>  sur  une  circonférence 

ayant  pour  centre  l'origine,  à  partir  du  point  z  =R, 
tend  vers  zéro  lorsque  le  rayon  de  la  circonférence  aug- 
mente indéfiniment. 

On  peut  arriver  au  même  résultat  par  la  méthode  sui- 
vante, qui  me  paraît  plus  simple  et  plus  directe.  L'in- 
tégrale considérée 


X 


^R*  (  C08  2  0  +  I  sin  2  9  ) 


a  un  module  plus  petit  que 


71 


R  /'    ^Q 

/     eR-co8  2i 


Décomposons  cette  intégrale  en  deux  parties,  en  choi- 
sissant un  arc  Ôq  fixe  compris  entre  o  et  -•  On  a 

/        eK*cos2  0  ^       gK» 008260 
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cl 


u  7r 

fl?0        sin^O 


I g— R'cosaOo  I 


2Rsin2  0o  ^RsinaOo' 

on  voit  que  ces  deux  parties  tendent  vers  o  avec  -^ 
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Nancy. 

Analyse.  —  I.  On  considère  les  fonctions  analy- 
tiques uniformes  qui  n  admettent  d'autres  singularités 
que  trois  points  singuliers  isolés  z  =  o.  z  =  a,  31=00, 
les  parues  principales  correspondantes  étant  respecti- 
vement 

.     kr.  k—(i  I  ,    , 

A'   désigne   un  nombre  réel   entier,    a  une   constante 
quelconque,  et  o(z)  la  partie  principale  de  la  fonction 

3    .,      z-hi 

-  z*  lojïr 

x  ^  z  —  I 

envisagée  dans  le  domaine  de  Vinfini^   le  signe  log 
indiquant  la  détermination  qui  s'annule  à  V infini. 
Soitf{z)  celle  des  fonctions  considérées  qui  est  nulle 

pour  z  =  k  : 

V*  former  l'expression  explicite  de  f{z)  et  calculer 

son  résiduel  Vin/ini; 
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■i"   Trouver  les  périodes  de  l'intégrale 


f. 


f{')'lz; 


3°   Trouver  la  valeur  de  l'intésrale 


prise    le    long   d'une  circonférence   concentrique  au 
point  z  z=  k  et  de  rayon  aussi  petit  qu'on  voudra. 
II.   Soit  S  la  surface  définie  par  les  équations 

et  soient  a^h^  c  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
I\1W  en  un  point  quelconque  JM  (u,  ^)  de  cette  surface. 
On  pose 

■==2(ë)'-  '=i:£s-  «^'iKr" 


E 


=  >  a   - -,  F'=   >  a- — r- ,        (/=   >  a  -—- ; 


calculer^  en  chaque  point  M  de  la  courbe  représentée 
par  les  équations 

i**  L'angle  xs  que  fait  sa  normale  principale  ai^ec  la 
direction  MW  ; 

2°  Son  rayon  de  courbure  K  Ion  pourra  calculer 

,  ,  COSTÏI         sinT!i\ 

séparément  — k—  et  —5--  1  • 

appliquer    les  formules    obtenues    à    Vhélicoïde 
gauche 

X  =^  V  cos  u, 
y  r=z  çy  sin  u, 
z  =  kif. 


(  ^«7  ) 
I.   Le  développement  eu  série,   dans  le  domaine  de 
Pinfini,  de 


2  ^  z  —  \ 

donne  (d(z)  =  z  -{-  iz^.  La  fonction  y(2r)  est,  à  une 
constante  additiveprès,  la  somme  des  trois  parties  prin- 
cipales, et  est  déterminée  par  la  condition  d'être  nulle 
pour  z  =  k^  de  sorte  que  Ton  a 

/(^)  =  sin h h  z  —  k  -\-Sz^  —  ik^. 


z         {z  — a)*        z  — a 


Comme  les  résidus  de  cette  fonction  pour  les  points  o 
et  a  sont  kiz  et  —  i,  son  résidu  à  Tinfini  est  i  —  kiz^  et 

les  périodes  de   l'intégrale    /    f{z)(Iz  sont    iJir^'l   et 

Comme  ç(A')  n'est  pas  nul  et  a  la  valeur  A  h-  aA^^,  le 

résidu  de  ^  ^^' ^  —  pour  z  =  k  est  égal  à   n(k  +  aA*'), 

n  désignant  l'ordre  de  multiplicité  du  zéro  ^  =  Ar  de 
f{z)j  et  l'intégrale  proposée  de  cette  fonction  est  égale 
à  in-Kiik  +  Zk^). 

IL  Soient  ai,  ^j,  y,  ;  a^,  ^o?  ya  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  principale  et  de  la  binormale  à  la 
courbe  *,  on  a 


cosTîT         I    .  ,  o  .  d^x       .  d^y 


ds-^ 


ds"' 


rPz 
~ds^ 


et  Ton  trouve  immédiatement 


COSTÎT  __  E'du^-h  9.F'  du  dv  -h  G'  dv^ 
~"R  E  du^  -f-  '1 F  du  dv  4-  G  dv^ 


on  a,  d'autre  part, 


-p—   =    ^  (««2-+-  /^PoH-CVa^  rrz 


^ 

b 

c 

dx 
ds 

dv 
ds 

dz 
ds 

d^x 
ds^ 

d\y 
ds^ 

d^z 

(  :h)8  ) 
En  iiiullipliaiit  les  deux  membres  par  le  déterminant 

a  b        c 

Ojr  Oy     Oz 

Ou  Ou     Ou 

Ox  Oy      Oz 

•  

0\'  Oi>       Oi' 


qui  a  pour  valeur  y/EG —  F^,  désigaant  par  5',  i*',  v'  les 
dérivées  de  Tare  5,  de  u  et  de  v  par  rapport  à  /,  et  po- 
sant 

T  =  {{Eu'^-^  aFa'p'-f-  Gp'*), 


ou  trouve 


1 


OT 
Ou 

d 
dt 

/0T\ 
\0u') 

OT 

Ou 

OT 

d 

/0T\ 

OT 

Ov 

dl 

U"'] 

Ov 

1^     ~  S'^^EG  —  V-^ 


Dans  le  cas  de  Tliélicoïde,  on  a 

F  =  E'  =  G'  =  o, 

car  les  lignes  coordonnées  sont  rectangulaires  et  sont 
les    lignes     asymptotiques    de    la    surface;     de    plus, 

E  =  1^^  -t-  A-,  G  =  1  et  F'  =    ,         .  ;  ou  eu  déduit 


COSTÎT 


et 


sillTÎJ 

H 


Mécanique.  —  Un  solide  rigide  homogène  de  révo- 
lution est  fixé  par  un  point  O  de  son  axe  de  révolu- 
tion Oz.  Outre  la  pesanteur,  une  force  dont  la  fonc- 
tion des  forces  est  proportionnelle  au  carré  du  cosinus 
de  r  angle  0  que  fait  Oz  avec  la  zénithale  OÇ  est  dis- 
tribuée sur  le  solide;  soit  \  le  coefficient  de  propor- 
tionnalité de  sorte  que  cette  fonction  des  forces  est 
ésale  à  \  cos^O. 

A  l'instant  initial,  après  avoir  incliné  de  60"  surO^ 
V  axe  positif  Oz  sur  lequel  est  situé  le  centre  de  gra- 
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vite  du  solide^  on  imprime  à  ce  solide  une  rotation  ini- 
tiale autour  de  cet  axe,  puis  oji  laisse  le  corps  solide  se 
mouvoir  librement  autour  de  son  point  fixe  O. 

On  suppose  que  la  masse  M  du  solide,  l'accélération 
g  due  à  la  pesanteur,  le  nombre  n  qui  mesure  sur  Oz 
la  vitesse  angulaire  de  rotation,  la  distance  l  du 
centre  de  granité  du  corps  au  point  O,  les  moments 
d'inertie,  équatorial  et  axial,  A  et  C  du  solide  pour  le 
point  O,  sont  liés  par  la  relation 

3iMA^/ =  2  02/12; 

on  demande  d'étudier  le  mouvement  de  Oz^  ainsi 
que  le  mouvement  du  solide  autour  de  Oz  dans  les 
deux  cas  suii^ants  : 

Dans  le  deuxième  cas,  après  avoir  discuté,  on  expri^ 

niera  explicitement  en  fonction  de  t,  au  uiojen  des 

fonctions  elliptiques,   les  trois  angles  d^Euler  6,  A,  cp 

qui  déterminent  la  position  du  solide  dans  V espace. 

J^a  somme  des  momeiils  des  forces  données  par  rap- 
port à  Oz  et  par  rapport  à  O!^  est  nulle^  on  a  trois  in- 
tégrales premières  en  pienant  : 

1^  La  troisième  équation  d'Euler  qui  donne /•  =  /z; 

2**  Le  théorème  des  forces  vives  qui  donne,  en  tenant 
compte  des  conditions  initiales 

^  A(/?2  +  q^)  =  \  A(sin2ef  2-+-  0'2) 

=  — M^/(cos6  — cos6o)  +  X(cos20  —  005260); 

3^  Le  tliéorènie  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement par  rappoi-t  à  OÇ  qui  fournit,  comme  dans  le 
cas  de  la  toupie, 

A  sin20ï{^'-+-  G/i(cos6  —  cosGo)  =  o. 
Eu  éliminant  ^'  entre  les  deux  équations,  remplaçant 


(  -^«o  ) 

cosOq  par  ^  et  C^n^  par  sa  valeur,  on  oblient  l'équation 
suivante  pour  déterminer  0  : 

»  A/.         \/      «A      i\         mT    1/       A       i\       3MW(cosO — iY 

AO'*  =  2X(cos20— 1)  — 2MW(cosO  — n .   ^^ — —y 

2Sin20 

ou,  en  posant  cosO  =  m, 

Au'«  =  siX(u*— -l:)(i  — a5) 

Premier  cas.  \  =  -\-  Mgl]  l'équation  devient 

on  peut  effectuer  l'intégration;  en  tenant  compte  des 
conditions  initiales,  on  a  constamment  m  =  ^,  et 
Tangle  0  reste  égal  à  6o";  mais  alors  on  a  t}»' =  o  et 
o'  =  7i]  Taxe  O 5  reste  fixe  dans  l'espace,  et  le  solide 
tourne  autour  de  cet  axe  avec  une  vitesse  constante. 
Deuxième  cas.  'k  =  —  ^Igl',  on  a 


'2  _ 


-^  (M-J)(a-f--|)(w2+M-J); 


le  dernier  trinôme  restant  négatif  quand  u  reste  infé- 
rieur à  I  en  valeur  absolue,  ii  variera  de  ^  à  — ^,  et  6 
variera  entre  Go"*  et  lao''.  Les  relations 

.,  _  C/i  j  —  cosO 
"^  ^  "Â"  "  sin^O     ' 

o'  =  n  —  ^'  cosO 

montrent  que  ^  varie  toujours  dans  le  même  sens, 
à^  passant  par  un  minimum  et  un  maximum  pour  0  =  60" 
et  8=  120°. 

Pour  effectuer  l'intégration  dans  ce  cas,  nous  poserons 

M^'/  I  qm 


6  A  1        '2X  —  ni 

et  nous  aurons 

.7''2  =  4  .r^  -  -  1 1  j  m- a:  -h  3  (o  m*  ; 


(5..  ) 
par  conséquent,  x  est  égal  à  p(^);  on  a  ensuite 

3 

, ,  36 /n*  {ix  —  771  ) 


{•2X  -h  ly m)  {2x  —  7  fn) 

3. 

O    =  n— ; r  , 

et  l'on  est  ramené  à  intégrer  des  fractions  rationnelles 
simples,  ce  qui  se  fait  au  moyen  de  la  fonction  Ç. 

Epreuve  pratique.  Astronomie.  —  Le  g  aoûty  la 
longitude  du  Soleil,  au  moment  de  son  passage  au 
méridien  de  Paris,  est 

1°  Déterminer  son  ascension  droite  et  sa  décli- 
naison; 

2°  Déterminer,  le  même  Jour,  l'heure  sidérale  du 
coucher  de  r  astre,  (  On  ne  tiendra  pas  compte  de  la 
^variation  de  ses  coordonnées  dans  Vinten^alle.) 

On  donne  l* obliquité  de  Vécliptique  et  la  latitude 
de  Paris 

X  =  48'^5o'47". 

Lyon. 
x\nalyse.  —  Intégrer 

(07-+-  1)3/"+  (37  H-  1  )2j^''—  5(J7  -M)/ H-  8jK  =  072  -+-  I  4 


(07 -h  1)2 


Tout  se  réduit  à  intégrer  Téquation  sans  second 
membre.  Posons  j;  -f- 1  =  e',  d'où,  pour  un  entier 
positif /z  quelconque, 


i=.n 


'    dx"  '*     ^    "^^  dt'  ' 


iz=0 


(5ia) 
avec  P|  ^  -^  et  {a„i=  const.). 

Il  viendra  ainsi 

a3— 2a*— 4a  H- 8  =  (a  —  2)2(a -+- 2). 

On  a  ainsi  un  système  fondamental  d'intégrales 

62'  =  (a;  H-  i)2,        e-«'  =  (a:  H-  i)-*,        /e^'  =  (a?  -m)«  L(a7  4-  i;. 

Mécanique.  —  (Questions  de  cours  :  mouvement  d'un 
point  sur  une  surf  ace  ;  pression.  Mouvement  d^  un  corps 
solide,  homogène,  pesant,  de  révolution,  fixé  par  un 
point  de  son  axe. 

Grenoble. 

Analyse.  —  I.  Calculer  le  ^volume  compris  dans  le 
trièdre  des  coordonnées  positives,  entre  les /aces  xOy^ 

xOzAes  deux  surf  aces  —  —  ^  =  —,  a^  y  =  bx^  et  le 

plan  parallèle  àjOz  mené  par  le  point  de  rencontre 
des  traces  des  deux  surfaces  sur  le  plan  xOy, 

On  a  successivement 


hc  (  r^'x^ ,  /"     x^  ,        r"x^        '  ^  j\ 

=-—      /       tI/  I ^dx-i-        —  arc  sin  - rfa7  ) 


abc  /tt 


\i)    45/ 

II.  Intégration  de  l'équation 


(5.3) 

Intégrale  générale,  et  recherche  de  la  solution  singu- 
lière, en  partant,  soit  de  l'intégrale  générale,  soit  de 
l'équation  différentielle  proposée. 

L'équation,  mise  sous  la  forme 

dy       y       ^      ^ 

-^  -f-  -^^  =  db  — -^^zn , 

est  immédiatement  intégrable^  son  intégrale  générale 
est  donnée  par 

(l)  ay2-+-  (37  + C)2=  O. 

Suivant  les  valeurs  attribuées  à  la  constante  c,  on  aies 
formes  suivantes  pour  les  courbes  intégrales  : 


c  =  ^^ 


c 


I 


aa 


Pour  la  solution  singulière,  en  partant  de  l'intégrale 
générale,  et  posant  F(a:,j-,  c)  =  xy^-f- (^ -f- c)^,  d'où 

—  z=^y^-\- 2.{^x -^  c)^  -j—  =  2  jy,  on  doit  éliminer  entre 
F  =  o    et   j- ==  2(.r -f- c)  =  o.    On   trouve    xj^:=Oy 


.2 


o 


ce   qui   donne,   soit  j'^=o,    soit   x  =  o.   Or,  j 

^     s  à¥  dF  ,     . 

entraînant  -r—  =  o   et  ,--  =  o,   est,    non    une   solution, 

ox  oy  ^         ^ 

mais  un  lieu  de  points  doubles  des  courbes  intégrales. 


dF 


D'autre  part,   x  =  o  donne  —  ^  o   :   c'est  donc 


une 


(  5i4) 

solution.  Mais  connue  on  a  alors  e  =  —  a:  =  o,  d'où, 
d*après  (i),  x(y^-h  x)  =  o,  la  solution  x  =  o  n*est 
qu'une  panie  de  la  solution  particulière  qui  correspond 
k  c  =  Of  et  qui  se  compose  d'une  parabole  et  de  la  tan- 
gente en  son  sommet. 

11  n'y  a  donc  pas  de  solution  singulière. 

En    partant    de   l'équation    différentielle   et    posant 

cp(a*,  j,j')  =  (2j:j^H-j)^)2  4- 4^)  en  supposant  j/^  fini, 
la  solution  singulière  résulterait  de  l'élimination  de  y 
entre 

et 

do 
(3)  ^p  =  /ix{2xy-\-y)  =  o, 

à  la  condition  que  Ton  ait  (critérium  de  Darboux) 

d^        do 

De  (3)  on  tire,  soit  j:  =  o,  soit  2xy-\-j'=  o.  Avec 
x  =  o,  l'équation  (2)  donne  j^2=o,  et  l'équation  (4) 
n'est  pas  satisfaite.  Elle  ne  l'est  pas  non  plus  quand  on 
pose  2xy'-hy  =  o. 

Donc  il  n'existe  pas  de  solution  singulière  pour 
laquelle  y  soit  fini. 

Pour  rechercher  si  j^'=:  00  fournit  une  solution  sin- 
gulière, on  peut  changer  de  variable;  en  posant  x'=z  -y-y 
on  aura 

(5)  ^(y^  ^j  ^')  =  (207  -h yx')^-^-  ^xx"^=  o, 

(6)  ^7  =i(y^-^^x)x'-^  ixy  =  o, 

(7)  V-  -^  -r-x' z=z  ix'(ix'^-\-Zyx^Ç\x)  =  0. 
'^  dy        dx  ^  '^  ' 

Soll  j:'=:  o;  (5)  donne  a*2  =  o,  (6)  est  satisfaite  ainsi 


(  5i5  ) 
que  (7)5  mais,  dans  ce  cas,  le  crîterium  est  iiisuffisaDt, 

car    y^  =  4(-^'*-H^'"^'H- 2j?)    et   —  = 'i(2X -hyjc')x' 

s'annulent  en  même  temps. 

La  méthode  élémentaire  ne  suffit  donc  pas  ici  pour 
décider  si  x^=  o  est  une  solution  singulière.  On  a  vu 
que  c'était  une  portion  de  solution  particulière. 

Mécanique.  —  Une  tige  matérielle  AB,  pesante  et 
homogène,  sans  épaisseur,  qui  se  meut  dans  un  plan 
vertical,  a  une  de  ses  extrémités  A  qui  glisse  sans  frot- 
tement sur  une  lioj'izontale  xfx,  et  elle  peut  pivoter 
librement  dans  le  plan  autour  de  A .  On  demande  son 
mouvement  et  la  réaction  de  la  droite  x' x. 

Cas  particulier  :  on  supposera  au  début  la  tige  très 
peu  écartée  de  la  verticale  menée  dans  le  sens  de  la 
pesanteur  et  abandonnée  à  elle-même  sans  vitesse.  On 
cherchera  l'angle  formé  par  la  tige  ai^ec  la  verticale 
et  Von  calculera  la  durée  d'une  oscillation  infiniment 
petite.  On  comparera  cette  durée  av^ec  ce  quelle  serait 
dans  les  mêmes  conditions  si  A  était  fixe. 

Soient  2/  la  longueur  de  la  tige,  M  sa  masse;  prenons 
x' X  pour  axe  des  x,  un  point  O  de  cette  droite  pour 
origine,  la  verticale  du  point  O  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur pour  axe  des  j>^  Nous  avons  trois  inconnues,  l'ab- 
scisse j:  de  A,  l'angle  0  de  AB  avec  l'axe  des  jk  et  la 
réaction  normale  N.  Le  principe  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  et  celui  des  forces  vives  nous  four- 
nissent trois  équations  : 

(n  -77 -h /cos6 -7- =  c, 

dt  dt  ' 

dx-^  ,        ^dx  dO        4/2  cK^i  r        .        , 


(5.6) 

et 

(3)  ^^^—ûïr-  =M^-+-N. 

(i)  et  (a)  déterinineut  le  mouvement,  (3)  donnera  N. 
Éliminant  x  entre  (i)  et  (2),  on  obtient  : 

(4)  (■^si„«e)S  =  Meose.|L, 

et  le  problème  est  ramené  h  une  quadrature.  Dans  le 
cas  particulier,  en  appelant  a  l'angle  d'écart,  (4)  devient  : 

._^sm«ej^=-A(cosO-cosa). 

£A\  remplaçant  cosa  et  coslj  par  i »    i j  et 

négligeant  sin^  0,  on  trouve  pour  la  durée  de  Toscillation: 

T  =  "i^i/tï —  Si  A  était  fixe,  la  durée  seraitT'=  tt 
V    3^ 

T' 
donc  Tr=  —  •  On  peut  voir  de  plus  que  le  mouvement 

est  le  même  que  celui  d'un  pendule  elliptique  formé  par 

deux   masses  m  et  m'=  -^  reliées  par  un  fil  de   lon- 

gueur  ^j  ni'  glissant  sans  frottement  sur  Ojr. 

P^PREuvE  PRATIQUE  !  AsTRONOMiE.  —  On  a  înesuvé 
V azimut  A^  d'une  étoile  Vj  pa7'  rapport  à  une  mire  M ^ 
l'heure  sidérale  étant  H^.  Déterminer  la  position  du 
plan  méridien  par  rapport  à  la  mire,  connaissant 
V ascension  droite  JR.  et  la  déclinaison  D  de  V étoile, 
ainsi  que  la  latitude  \  du  lieu  d'observation. 

Calculer  l'influence  que  peut  a\^oir  sur  la  détermi- 
nation du  méridien  une  erreur  de  V heure  sidérale  Hj 
inférieure  à  une  seconde  en  valeur  absolue. 

Chercher  à  quelle  heure  sidérale  Inobservation  aurait 
du  être  faite  pour  rendre  minima  V influence  de 
V erreur  de  V heure. 


(  5-7  ) 
Données  numériijues  : 

Ws lo'Sy^SGSS 

Ai i66"4B'52",   5 

TÎl i4o°3r46',r)"i 

CD 8i°47'   8",    8 

X 45"ii'23" 

1°  Le  triangle  déposition  donne 

(i)  cosCD  siaa  =  cosA  sin  A, 

(?)  tangCO  cosX  —  sinX  cosa  =  —  sina  cot A, 

L'angle  horaire  a  est  donné  par 
(3)  .'l\-l-a  =  i5H,. 

PX        X^ 

\ 

©\ 

/E 

Posant 

/  .X  lang(D 

{a)  tanffto  = — > 

^^  '^  •  cosa 

on  tire  de  (2) 

,„,  .  cotasin('>p  —  X) 

(5)  cotA  = ^-i -' 

coso 

Les  formules  (3),  (4)7  (5)  donnent  successivement 

/  a ij3"53'jio',8:> 

1  o —  8'2^'22'59\9i 

A i7^>".7'   O'j^ï 

A— Al lo"'I8'l6^5l 

Le  choix  de  la  valeur  convenable  de  A,  mal  définie 
par  (5),  résulte  de  la  considération  de  la  formule  (i)  qui 
montre  que  sinA  et  sina  doivent  être  de  même  signe. 


(  •''>'8) 
2°  Eli  diiréiviiLiant  (2)  où  a  seul  (;st  supposé  variable, 
on  en  lire 

(6)  <^A  =  sin*A(sin  X -f- cota  cotA)^a. 

Si  r/a  =  ±I^  =  ±:l5^  rfzV=±:2^55. 

3"  En  introduisant  l'angle  de  position  E,  on  a 

,.         cosKsinA   , 

(7)  a  A  =  . a  a, 

et  si  l'on  peut  avoir  cosE  =  o,  on  aura  rfA  =  o.  Alors 
le  triangle  ZPE  serait  rectangle,  et  l'angle  horaire  ol^, 
pour  l'instant  considéré,  serait  donné  par 


. ,, .  t  «1  II  y:  A 

(8)  ('osai-^ 


l  a  n  g  (0 

ce  qui  exige  que  l'on  ait  A<^  (Q,  condition  remplie  par 
les  données. 

On  trouve 

ai=8r'38'5o",5(), 

et  riieure  sidérale  coirespondante  sera 

Montpellier. 

Analyse.  —  i**  Déterminer  les  lignes  asyniptotiques 
de  la  surface  S  représentée  par  V équation 

z  =  a'^x'*  —  (Sab.r^y-  -I-  b'^ y'' ^  e , 

Montrer  que  ce  sont  des  courbes  gauches  du  qua- 
trième ordre,  et  que  deux  lignes  asyniptotiques  qui  se 
coupent  sont  situées  sur  une  même  surface  du  second 
ordj^e, 

2**  a  et  b  étant  positifs,  évaluer  le  volume  limité 
par  la  surface  S  donnée,  le  plaji  XOY,  et  le  cylindre 

elliptique 

a  (.r  —  X  )2  -f-  b  {  y  —  a  )«  =  //, 


(5.9) 
en  supposant  que  les  traces  de  ces  deux  surfaces  sur  le 
plan  XOY  ne  se  coupent  pas, 

1°   L'équation  Jitïëientielle  des  lignes  asyniploliques 
peut  s'écrire  sous  la  forme 

{ax  dx  —  by  dy)^  =  ab{y  dx  -\-  x  dy)-. 

En  intégrant  on  pourra  représenter  les  deux  systèmes 
de  lignes  asymptotiques  par  les  équations 

\  ax*  —  by-  =  7.  xy  \Jlxb  H-  a, 

(  5  =  4  a  xy  \]ab  H-  a-  -h  c, 

\  ax^  —  by'^  =  —  2 xy  \l ab  -i-  {i, 

!  ^  —  —  4  p  ^âb  xy  -h  ,82  -f-  c  ; 

ces  deux  courbes  sont  situées  sur  la  surface  du  second 
ordre 

5  =  (a-h  ^){ax'*'->r-  by^)-^i{0L  —  ^)xy  ^ah  —  a^  -h  c. 
2**  En  posant 

X  —  X  =  -p  cosO,  y — fi=-yTsin0, 

ya  ^  b 

on  a 

v=    {       ûdo  1       -I"  dQ. 


En  développant  la  valeur  de  z  et  supprimant  les 
termes  d'ordre  impair  eu  sîn 6  ou  cosO,  dont  l'intégrale 
esl  nulle,  on  a 

p  = --=    /      pdp  I       [a2X*-4-^V*  — 6a6).V^-f-c 

-+-6(aX2— /pjji«)p*cos2e  +  p4cos4e]r/0 
"^^  (a2X'»-+-è2ijL'*— 6«6X2jji2-+-c). 


/aè 


(    020    ) 

Ce  volume  est  équivalent  à  uu  cylindre  droit  ayant 
luènie  base  et  pour  hauteur  la  parallèle  à  Taxe  OZ  pas- 
sant par  le  centre  de  Tellipse  de  base  et  limitée  à  la  sur- 
face S. 

Mécanique.  —  i®  Les  coordonnées  cartésiennes  rec- 
tangulaires d^un  point  d^une  surface  Jixe  sont  déter- 
minées par  les  équations 

a;  =  usinp,        ^  =  acos(>,         z  =  ^u^ — i, 

ou  M,  w»  sont  deux  paramètres  variables.  Un  point 
matériel,  non  pesant,  de  niasse  égale  à  r unité  se  meut 
sans  frottement  sur  cette  surface,  sous  l'influence 
d'une  force  attractive  proportionnelle  à  la  distance, 
issue  de  V origine  des  coordonnées,  et  dont  V intensité 
est  égale  à  V  unité  pour  V  unité  de  distance. 

On  demande  :  i"  déformer  V équation  aux  dérivées 
partielles  dont  il  suffit,  d'après  le  théorème  de  Jacobi, 
de  connaître  ujie  intégrale  complète  pour  avoir  les 
équations  finies  du  mouv^ement  ;  2°  de  tr  ouvrer  une  in- 
tégrale complète  de  cette  équation  ;  3°  de  déterminer 
la  trajectoire  et  la  loi  du  mouv^ement  en  supposant  que 
l'on  a,  à  V origine  du  mouvement, 

et  que  la  vitesse  initiale  est  parallèle  à  l'axe  des  y 
et  égale  à  l'unité, 

2"  672  point  matériel  pesant,  sollicité  par  une  force 
pour  laquelle  il  existe  une  fonction  des  forces^  est  as- 
treint à  se  déplacer  sans  frottement  sur  une  courbe 
fixe  située  dans  un  plan  vertical.  Peut-on  déterminer 
la  fonction  des  forces  de  manière  que  le  point  soit  en 
équilibre  quelle  que  soit  sa  position  sur  la  courbe  ? 

Examiner  en  particulier  le  cas  où.  la  courbe  donnée 
est  une  parabole  dont  Vaxe  est  v>ertical. 


(  5?'ï  ) 

I"  La  force  vive  est 

2T  =  Sa?'»=  — r a'2-i-  a2p'2=  — ;; /;2 -+-  -^-, 

a' 1  '2  W^ —  1  U'^ 

relation  où  l'on  a  posé 

8T  ,  111^— i  oT 

Soit 

K=/?w'-i-grp'— T; 

la  fonction  des  forces  est 

//'2             I 
r  dr  =z = /i*. 

Si  Ton  pose 

H  =  K- u  =  -!i':=l  ^'  -  -?A  +  •-'"'-', 

Téquation  de  Jacobi  est 


8S 


u2— ,  /8sy     _L/iËV 


On  obtient  une  intégrale  complète  en  prenant  pour 
S  une  fonction  de  la  forme 

S  =  —  /t/  -h  ac  -t-/(M), 
d'où 


t«2  _  i    -— — .  i        oc* 

—  2/1  H ; f  {u)     H :  +2««2 i  =  o 

2  a'  —  I  -^    ^     ^  W* 


et 


S  =  -  /tf  ^  aP  zb J  ^ ^^^-—- ^ (2  W'-i)  — 


u 


Le  mouvement  est  alors  déterminé  par  les  équations 
—  —  —    -h  Ci  /  '^'  ""  ~  '  ^    -  8 

§s  _  _    r  /  2^-- 1  rfw  __ ^ 
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et  la  vitesse  sera  donnée  par  les  formules 

u'=zb  -4/ i^ f  (ttî— i) 

u  y  2  M* — I  ^ 


Pour  i  =  o,  on  suppose 

a?  =2,        j^=o,        ar'=o,        y=i: 
par  suite 

a=2,  P=->  a=0,  (>=    \'y 

on  en  déduit 

a  = —  2,        /i  =  4- 

Les  équations  du  mouvement  deviennent  alors 
p  =  -  ip  /    — ,  =  -  ip  arc  tang  -  4  /  3_ , 

<=±  /       ,  =  qp  arc  tang  4 /  ^i- ; 

J,  v^(i**-i)(4-i*»)  y  "*-ï 

u  ne  pouvant  varier  qu'entre  i  et  2,  on  doit  prendre 
partout  le  second  signe.  Ces  équations  peuvent  encore 
se  mettre  sous  la  forme 

tt«  =  n-  3  cos»f,         cos«  V  =  = — , 

3  m»  i-f-3cos«/ 

ou  encore 

a?  =  2C0s<,        j^  =  sin^,        ^  =  /3cos<; 

la  trajectoire  est  donc  une  ellipse  située  dans  le  plan 

2  =  a?  —  >  et  le  rayon  vecteur  passant  par  le  centre  dé- 

crit  des  aires  proportionnelles  au  temps. 

2**  Soit  cp  (  j:,  j^)  =  o  l'équation  de  la  courbe  dans  sou 
plan,  et  F(j:,  j)  la  fonction  des  forces,  le  point  étant 


(  523  ) 

suppose  assujetli  à  rester  dans  le  plan  de  la  courbe.  La 
courbe  cp  doit  être  une  courbe  de  niveau,  c'est-à-dire 
qu'elle  doît  avoir  une  équation  de  la  forme  F  =  c,  de 
sorte  que  Ton  peut  prendre 

F=/[?(^,J^)], 

yétantune  fonction  arbitraire. 

Si 

?  =  ^'  —  '^py^ 

OY  étant  l'axe  vertical,  on  a 

F=/(^'-'->/>7); 

les  composantes  de  la  force  seront 

f*  étant  une  fonction  arbitraire  de  x- —  '^py* 

On  a  un  cas  particulier  simple,  si  f  est  supposé 
constant. 

Astronomie.  —  Calculer  V heure  sidérale  à  laquelle 
un  astre  a  un  azimut  donné  : 

Ascension  droite  de  l'astre,.  -4-  65"42'  7*>9 

Déclinaison —  53°58'53*,6 

Azimut  donné -l-32o"  5'  34",  4 

Latitude  du  lieu —  67°  28' 42*,  8 

X  étant  la  colatitude,  S  la  distance  polaire^  E  Tangle 
des  grands  cercles  joignant  l'étoile  au  pôle  et  au  zénith, 
on  a 

sinE  =  ^-r— >•  sin(A  — 180°), 

36o"— ^I  A  — H:-i8o°  ^*"      2 

col  =  tang 5; r-« 

2  "  1  .     0  —  A 

sin 

•À 
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On  trouve 

K  =  i5'>°i7'57",9, 

Il  =i^î^-i^{  =  3o3"47'49^  î, 
ou 

Marseille* 

Analysk.  —  M.  Sophus  Lie  a  proposé  le  change- 
ment (le  variables  défini  par  les  trois  équations 

x'  -h  v/ —  \  y  H-  3  -+-  xz'  =  o, 
x{x''->J—  \y)  -\-y  —  z'=  o, 
^'-h/>  — <7(.r'— v/^y)  =  0. 

Démontrer  que  Von  peut  déterminer  p^p'  et  q'  de 
sorte  que  la  relation 

dz' — p' dx  —  q' dy —  ç{dz  — p  dx  —  q  dy)  =  o 

soit  une  conséquence  identique  des  deux  premières 
équations  différentiées  totalement,  quand  la  troisième 
équation  çst  supposée  vérifiée.  Calculer  alors 

x'-h  sT^iy,  x'—  y/^^y,  z\  p  et  q' 

en  fonction  de  x^  y^  z^p  et  q. 

Si  le  point  xyz  décrit  une  ligne  droite,  démon- 
trer que,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  p  et  q^  le 
point  x'y  z'  est  sur  une  sphère  déterminée. 

Si  Von  imagine  un  plan  passant  par  la  ligne  droite 
et  dont  ^orientation,  en  variant  d^une  manière  conti- 
nue, détermine  les  valeurs  de  pet  de  q  (dz  =  pdx  -f-qdy 
dans  ce  plan)^  le  point  x'j'z'  tracera  une  ligne  sur  la 
sphère.  Le  plan  tangent  à  la  sphère  en  chaque  point  de 
cette  ligne  sera  déterminé.  On  aura  dz'=p' dx'-\-q' dy . 
C'est  dans  ce  sens  que  Von  peut  dire  qu'à  une  droite 
la  transformation  fait  correspondre  une  sphère. 
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En  remarquant  :  i"  que  la  tangente  à  une  ligne 
asyniptotique  a  trois  points  confondus  avec  la  surface; 
2°  quune  sphère  tangente  à  la  surface  a  avec  cette  sur- 
face une  intersection  qui  présente  ordinairement  au 
point  de  contact  un  point  double  à  tangentes  distinctes, 
mais  que  les  tangentes  sont  confondues  suivant  la  di- 
rection de  Vun  des  axes  de  V indicatrice,  quand  la 
sphère  a  pour  centre  V un  des  centres  principaux  de 
courbure  (on  dit  alors  que  la  sphère  est  osculatrice)^  on 
peut  démontrer  qu^à  la  tangente  asyniptotique  la 
transformation  fait  correspondre  une  sphère  oscula- 
trice,  et  que,  comme  conséquence^  les  lignes  asympto- 
tiques  d'une  surface  deviennent  par  la  transformation 
les  lignes  de  courbure  de  la  surface  transformée. 

Difîëreii lions  les  deux  premières  ëqua lions,  ajoutons- 
les  ensuite  après  les  avoir  respectivement  multipliées 
par  des  indéterminées  X^  et  X2,  et  identifions  avec 
l'équation  difl'érentielle  proposée.  Nous  aurons 

\i{dx'-\'  /—  1  dy' -\-  dz  -h  z' dx  -h  xdz') 

-+-  \^Ydx{x' —  ^ —  i/')  -H  xdx' —  /—  ^opdy' -\-  dy  —  dz'\ 
^  dz' — p' dx —  (f  dy' —  ^i^dz  —  p  dx  —  q  dy). 

En  ideniiiiant  les  coeflîcients  des  mêmes  différen- 
tielles dans  les  deux  membres,  on  a 

1   =z  \iX X21 

•^ p'  =  Xj-f-  \^x, 


—  p  =  X,, 

On  a,  avec  les  équations  proposées,  neuf  équations 
pour  déterminer  les  huit  quantités  x',  y\  z\  p\  q\  p,  )., 
et  X2  en  fonction  des  autres.  Le  calcul  va  nous  montrer 
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que  ces  neuf  équations  sont  compatibles  à  cause  de  la 
troisième  équation  proposée.  En  effet,  on  a  facilement 

_  9P 


L'égalité  du  premier  et  du  dernier  rapport  donne 
précisément 

/>  =  -  V-t-  ç  {x'—  yP^x  y), 

ce  qui  est  la  troisième  équation  de  M.  Lie. 
On  a  facilement  ensuite  les  formules  (*) 

X  -4-  V — ^  y  —  —  ^  —  ^  ^ — ^  » 


q  — X 


^         q  —  X 

px  -4-  qy 
q  —  X 

,       qx  —  x 


X 

qx-^x 


^  '^  q  -hx 

Ce  sont  les  formules  d'un  changement  de  cinq  va- 
riables en  cinq  nouvelles  variables.  Au  point  de  vue 
géométrique,  on  peut  considérer  x^y,  z,  p,  q  comme 
définissant  l'ensemble  d'un  point  d'une  surface  et  du 
plan  tangent  en  ce  point,  et  x',  y\  z\  p) ^  q'  définiront 
un  point  de  la  surface  transformée  et  son  plan  tangent. 
En  effet,  si  dz  —  pdx  —  qdj=^o  exprime  la  condition 
à  laquelle  satisfait  un  déplacement  infiniment  petit 
dans  le  plan  tangent,  il  résulte  du  calcul  précédent  que 
la  même  condition  dz'  —  p' dx' — q'dy=-o  sera  satis- 


(>)  Voir  Go\:\\ski,  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  p.  266^ 
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faite  pour  la  surface  transformée  et  réciproquement. 
On  peut  énoncer  ce  résultat  en  disant  que  la  transfor- 
mation transforme  deux  surfaces  tangentes  en  deux  sur- 
faces tangentes  (transformations  de  contact  de  M.  Lie). 

Si  Ton  suit  une  courbe  sur  une  surface,  j:,  j,  z^  p,  q 
ne  dépendront  que  d'un  seul  paramètre.  Il  en  sera  de 
même  de  x\y\  z',  /?',  ^'.  Donc,  à  tous  les  points  d'une 
courbe  et  aux  plans  tangents  en  ces  points  à  la  surface, 
correspondent  points  de  courbe  et  plans  tangents  dans 
la  transformation. 

On  peut  encore  considérer  une  courbe  isolément  et 
se  donner  des  variables  p  et  q  en  chaque  point  x^y^  Zy 
par  exemple  par  la  position  d'un  plan  tangent  à  la 
courbe  en  chaque  point;  on  aura  des  transformations 
correspondantes. 

Dans  le  cas  d'une  ligne  droite,  dont  les  équations 

sont 

ax  ■+■  hy  -+-  cz  -{-  d  =  Oy 

a'x  ■+-  b'y  -+-  c' z  -h  û?'  =  o, 

on  aura  en  même  temps  les  deux  premières  équations 
de  M.  Lie,  ce  qui  donnera  la  condition 

a  b     c  d 

a!  y    c'  d' 


z'         o    I    x'  -^  /—  i  y 


x'—s/^y 


I      o  —  z 


=  o. 


C'est  l'équation  d'une  sphère. 

La  loi  suivant  laquelle  p  est  lié  à  ^  en  chaque  point 
de  la  droite  détermine  une  courbe  sphérique  et  les  plans 
tangents  à  la  sphère  en  chacun  des  points  de  cette  courbe. 
A  trois  points  confondus  sur  la  droite  correspondront 
trois  points  confondus  sur  la  sphère  :  c'est  de  là  que  se 
tire  la  dernière  partie  de  la  question  proposée. 


(  ^'^'^  ) 

Mécahiql'e.  —  Dans  un  plan  donné,  un  canal  circu- 
laire A  est  mobile  sans  frottement  autour  de  son  centre 
quiest  Jixe.  Dans  ce  canal,  dont  l* intérieur  est  dépoli, 
se  meut  un  point  li,  non  pesant. 

On  donne  au  système  un  mouv^ement  initial.  Etu- 
dier le  mouvement  subséquent. 

Etudier  le  cas  particulier  suiv^ant  : 

La  masse  du  canal  est  égale  à  dix  fois  la  masse  du 
point  B.  Le  rayon  du  canal  est  égal  à  deux  mètres.  Le 
coefficient  de  frottement  du  point  à  l'intérieur  du 
canal  est  égal  à  un  dixième, 

A  V instant  initial,  le  canal  est  sans  vitesse  et  le 
point  B  a  une  vitesse  égale  à  l'unité. 

Soient  O  le  centre  fixe  du  canal  A  et  Ox  une  droite 
fixe  dans  le  plan  où  se  meut  le  canal.  Désignons  par  G 

/^"  ''''  ^  \ 

/  A    >^ 


/      / .-   . 


/.-•',. 


,  <«  ^ 


\  ^ 


\ 


un  point  invariablement  lié  au  canal  et  situé  sur  sa 
circonférence. 

Soient  a  Tangle  xOC  et  ^  Tangle  COB,  ces  angles 
étant  comptés  de  droite  à  gauche.  Nous  appellerons  M 
la  masse  du  canal  A  et  m  la  masse  du  mobile  B.  Nous 
désignerons  par  R  le  rayon  du  canal  dont  le  moment 
d'inertie  sera  alors  MR^. 

Puisque  le  canal  est  dépoli,  l'action  du  canal  sur  le 
point  ne  sera  pas  normale  au  canal,  si  la  vitesse  relative 
du  point  sur  le  canal  n'est  pas  nulle.  Cette  action  pourra 
se  décomposer  en  deux  forces,  l'une  normale  N,  l'autre 


(  529  ) 
tangentielleN/",  en  désignant  parole  coefficient  de  frot- 
tement. Celte  composante  tangentielle,  dont  la  valeur 
absolue  est  N/*,  sera  dirigée  en  sens  contraire  du  mou- 
vement relatif  du  point  B. 

Les  composantes  de  la  réaction  du  point  B  sur  le 
canal  seront  égales  et  contraires  aux  précédentes. 

Dans  ce  qui  suit,  on  supposera  que  la  valeur  initiale 

de  -~  est  positive.  On  verrait  sans  difficulté  comment  il 
faudrait  modifier  les  équations  si  la  valeur  initiale  de 
-^  était  négative. 

La  composante  N  de  Taction  du  canal  sur  le  point  B 
est  évidemment  dirigée  suivant  BO.  Nous  la  compte- 
rons donc  dans  le  sens  BO,  et  par  conséquent  la  com- 
posante tangentielle  sera  égale  à  —  Ny  si  on  la  compte 
dans  le  sens  où  P  croit. 

Si  Ton  projette  sur  la  tangente  et  sur  la  normale  en 
B,  les  équations  du  mouvement  du  point  seront 

Enfin,  si  l'on  étudie  le  mouvement  du  canal,  le  théo- 
rème du  moment  des  quantités  de  mouvement,  par  rap- 
port au  point  O,  donnera 

(3)  Mr5^  =  N/. 

Des  équations  (i)  et  (3),  on  tire  Téquation 

MmR  ^=_N/(M-f-m), 

qui  montre  que  -^  va  toujours  en  décroissant,  tandis 
que  l'équation  (3)  montre  que  -rj  va  toujours  en  crois- 
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sant.  Enfin  Inéquation  (i)  montre  que        j,       va  tou- 
jours en  décroissant. 

Des  équations  (i)  el  (2),  Ton  tire 

d^où  Ton  tire,  en  désignant  par  i£o  la  valeur  initiale  de 

dt       ' 

(i\  d(a-\-  P)  _         Uq 

^ ^ ^  rfr  l-+-  Uoft' 

Ensuite,  les  équations  (i)  et  (3)  donnent 

d^où  Ton  tire,  en  désignant  par  t^o  la  valeur  initiale  de 
dct 

(5)  M-t:  H-  m  .,  '^     =  ^Vçi-^muQ, 

al  ai 


(6) 


Les  équations  (4)  et  (5)  donnent  alors 


M  -7:  =  M  1^0  -^  /^  wo 7-  j 


(7>  ^i^     .^«./<    -(M<-.+  mi.,).   . 

Pour  «  =  o,  -3^  est  égal  à  —  u^  —  v^  qu'on  a  supposé 

//fi 
positif,  puisqu'on  a  supposé  que  la  valeur  initiale  de  -X 

était  positive.  Cette  quantité  -^  va  en  décroissant,  et 

elle  s'annulera  pour  une  valeur  de  t  fournie  par  la  re- 
lation 

M(Mo— ^0) 


(8)  /  = 


///o  (  M  Vxi  +  ni  Mo  ) 
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Dans  cette  expression,   le   numérateur  est  positif^ 
quant  au  dénominateur,  il  peut  être  positif  ou  négatif. 

S'il  est  positif,  --^  deviendra  nul  au  bout  d'un  cerlaîn 

temps  et,  à  partir  de  cet  instant,  les  équations  (6)  et 
(7)  ne  conviendront  plus.  Alors  le  point  B  restera  fixe 
sur  le  canal  et  tout  le  système  tournera  d'un  mouvement 
uniforme  autour  du  point  O.  Si,  au  contraire,  le  déno- 
minateur est  négatif,  ^  ne  s'annule  jamais  et  les  équa- 
tions (6)  et  (7)  conviennent  indéfiniment.  Mais  alors 
l'équation  (4)  montre  que  la  vitesse  absolue  du  point  6 
tend  vers  zéro  lorsque  t  augmente  indéfiniment. 

Ce  dernier  cas  se  réalisera  en  supposant  Uq  positif, 
avec  i^o  négatif  et  suffisamment  grand  en  valeur  absolue. 
La  vitesse  absolue  de  B  tendant  vers  zéro,  la  pression  N 
tend  également  vers  zéro,  comme  le  montre  l'équa- 
tion (2)  et,  par  suite,  le  frottement  N/tend  également 
vers  zéro.  On  comprend  ainsi  que  le  frottement,  deve- 
nant infiniment  petit,  n'arrive  pas  à  détruire  la  vitesse 
du  canal  qui,  tout  en  décroissant  en  valeur  absolue,  tend 
vers  une  limite  diflerente  de  zéro. 

L'équation  (4)  demande  une  observation.  Il  semble 

que,  si  u^  était  négatif,  .  '^  pourrait  croître  indéfi- 
niment. 

Mais,  pour  en  rester  dans  l'hypothèse  admise  où  la 

valeur  initiale  de  -^  est  positive,  on  voit  que,  si  Uq  est 

négatif,  il  faut  que  v^q  soit  aussi  négatif.  Mais  alors  la 
valeur  de  ï,  fournie  par  l'équation  (8),  est  positive,  et 
elle  est  inférieure  à  la  valeur  de  ty  qui  annulerait 
1  H-  u^ft.  On  n'a  donc  pas  à  examiner  le  cas  de 
1  H-  Uq/i  =  o,  car  les  équations  cessent  de  convenir 
avant  d'atteindre  la  valeur  de«,  qui  vérifierait  cette  der- 
nière équation. 
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Appliquer  nu  cas  ou  l'on  a 


I 

//l  =  71  =  - 
2 


II.  x^jr^  z  désignant  des  coordonnées  cartésiennes 
rectangulaires,  déterminer  une  surface  satisfaisant  à 
l'équation 

et  passant  par  le  cercle  défini  par  les  équations 

,V  =  O,  J^»  -r-  5'  —  l . 

Déterminer  aussi  une  surface  satisfaisant  à  la  même 
équation  et  passant  par  la  droite  définie  par  les  équa- 
tions 

X  =^  y  =  z. 

III.  Définition  et  détermination  des  lignes  de  cour- 
bure d'une  surface  donnée. 

Mécanique.  —  I.  Étudier  le  mouvement  d'un  point 
matériel  assujetti  à  décrire  la  courbe  parfaitement 
polie  représentée  par  l'équation 


.3  _i_  v3  —  ni 


x^  -{-y^  =  a*y        a  const. 

et  soumis  à  l'action  d'une  force  perpendiculaiie  à  Ox, 
dirigée  vers  cet  axe  et  variant  en  raison  irwerse  de  la 
t*acine  cubique  de  l'ordonnée.  On  supposera  que  le 
mobile  part  sans  vitesse  initiale  du  point  de  coordon^ 
nées  x  =  o^  y  =z  a  et  qu'il  commence  à  se  mouvoir  sur 
l'arc  compris  dans  l'angle  yOx  formé  par  les  parties 
positivées  des  axes  de  coordonnées. 

Montrer  que  cet  arc  de  courbe  est  brachistochrone 
pour  cette  loi  de  force. 
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II.  Un  corps  solide  partant  du  repos  est  assujetti  à 
tourner  autour  d'un  de  ses  points  O  supposé  fixe  et 
mis  en  mouvement  par  un  couple  de  percussion.  On 
demande  de  déterminer  la  valeur  de  la  force  i;iVe  aT 
que  prend  le  corps. 

Supposons  maintenant  que  le  même  corps  partant  du 
repos  soit  mis  en  mouvement  par  le  même  couple  de 
percussion,  mais  que  l'on  fixe  un  autre  de  ses  points  K 
de  façon  qu'il  soit  contraint  de  tourner  autour  d'un 
a^e  fixe  OA.  Calculer  la  force  vii^e  2T'  qu^il  aurait 
dans  ce  cas  et  montrer  que  cette  force  vive  est  infé^ 
rieure  à  celle  quiHl  aurait  acquise  dans  le  premier  cas, 
c'est-à-dire  que  l^ on  a 

T'<T. 

On  donne  en  grandeur  et  en  direction  les  axes  prin- 
cipaux d'inertie  du  corps  relativement  au  point  O  et 
le  moment  du  couple  de  percussion. 

Épreuve  pratique.  —  En  un  point  dont  la  latitude 
est  43*'36'45",  3,  on  a  obseri'é  une  étoile.  On  a  troui^é 
t angle  horaire  égal  à  3**  45"  8%  1 5  et  la  déclinaison  à 
-1-8°  i2'46",9.  On  demande  de  corriger  ces  coordon- 
nées de  la  réfraction  atmosphérique.  On  admettra 
qiCà  la  distance  zénithale  z  à  laquelle  se  trouve  la 
position  observée,  la  correction  à  apporter  à  la  dis- 
tance zénithale  observée  pour  avoir  la  distance  zéni- 
thale vraie  est  atangz,  où 

a  =  58%  3. 
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SOLUTIOIVS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1744. 

(1896.  p.  440.) 

Soit  0)  le  centre  de  courbure  d'une  courbe  (m),  corres- 
pondant au  point  m.  On  considère  une  droite  D  qui  coupe 
le  segment  oym  suivant  un  angle  donné  et  le  divise  suivant 
un  rapport  donné.  Construire  le  point  où  D  touche  son 
enveloppe  y  ainsi  que  les  centres  de  courbure  successifs  de 
cette  enveloppe.  (K.  Duporcq.) 

SOLUTION 

Par  M.  La  Géocine. 

Soit  o)'  le  centre  de  courbure  de  la  développée  de  (m)  cor- 
respondant à  a>.  Appelons  a  le  point  où  D  coupe  nnù  et  a'  le 
point  qui  partage  co  a>'  comme  a  partage  nua  :  la  droite  a' a  est 
la  normale  en  a  à  la  courbe  lieu  des  points  tels  que  a.  Les 
droites,  telles  que  D,  faisant  toujours  le  même  angle  donné 
avec  les  rayons  de  courbure  de  (w),  la  perpendiculaire  D' 
abaissée  de  a>'  sur  D  est  une  normale  à  l'enveloppe  de  D.  Cette 
droite  D'  passe  par  a'  et  fait  avec  toio'  un  angle  égal  à  l'angle 
constant  de  D  avec  mtù\  on  peut  alors,  comme  précédemment, 
construire  le  point  où  elle  touche  son  enveloppe,  c'est-à-dire  le 
centre  de  courbure  de  l'enveloppe  de  D.  La  droite  D'  étant  déter- 
minée d'une  façon  analogue  à  D,  on  peut  construire  le  centre  de 
courbure  de  son  enveloppe  et  ainsi  de  suite. 


QlieSTIO.VS. 


1750.  Soit  m  un  point  quelconque  d'une  conique  de  centre  0  ; 
par  les  points  O  et  m,  on  mène  les  droites  Op  et  /w/>,  égale- 
ment inclinées  sur  les  axes,  respectivement,  que  la  droite  Om 
et  la  tangente  en  m,  La  perpendiculaire  élevée  à  mp  au  point/? 
passe  par  le  centre  de  courbure  en  m.  (E.  Duporcq.) 


(537) 

[U3] 

SUR  LE  PROBLÈME  DES  TROIS  CORPS; 

Par    m.    D.    GRAVÉ,    à    Saint-Pétersbourg. 


Le  problème  qui  consiste  à  déterminer  le  mouvement 
de  trois  corps  s'attîrant  mutuellement  en  raison  directe 
de  leurs  masses  et  d'une  certaine  fonction  de  leurs  dis- 
tances réciproques,  se  ramène,  comme  l'on  sait,  à  la 
résolution  du  problème  du  mouvement  de  deux  corps 
s'attirant  mutuellement,  et  attirés  vers  un  centre  fixe, 
avec  des  forces  proportionnelles  à  certaines  fonctions  : 
i®  de  leurs  masses;  2®  de  la  distance  entre  ces  deux 
corps  ;  3**  des  distances  des  deux  corps  au  centre  fixe. 

Nous  parvenons  ainsi  à  la  considération  d'un  système 
de  douze  équations  du  premier  ordre  : 

di  ~        d^'  dt  ~       dr/  dt  ~       "^' 


d^  _dn  dr^  _dn  d^  _dn 

dt  ^  ùx  dt   ~~  ôy  dt         dz 

dxi  __       é)II  dy\  __       OH  dzi  ()II 

'dt   ~"~"d^i'  ~dt~~&^i'  "dt^^d^x' 

^âu^  dr^j,  _  m  d^  _  m 

dt  ~~  dxi  dt    ~~  ôyi  dt         dzi 


ou 


U  étant  la  fonction  des  forces;  m,  nii  les  niasses  de 
deux  points;  x^  y,  z,  a:^,  j'i,  z^  les  coordonnées  des 
points-,  Ç,  7),  J^,  Çi,  Tj^,  î^,  proportionnelles  aux  projec- 
tions des  vitesses  des  points  sur  les  axes  des  coor- 
données. 

Ann.  de  iXfathémat.,  3" série,  t.  XV.  (Décembre  i8qG.)  3;> 
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M.  Bertrand  (*)  introduit  des  variables  nouvelles  : 

u  =  x^  -hy^-h  z^y        Ui  =  x\  -hy\  -h  z\y 
q  =xxi  -hyyi  -^zziy 

Une  de  ces  dix  variables  est  une  fonction  des  autres ^ 
car  Téquation 


D 


u  q  w  f'i 

q  Ui  r  Wx 

w      r  V  s 

Ti  wi  s  i'i 


=  o 


est  satisfaite  identiquement. 

Les  variables  de  M.  Bertrand  satisfont  aux  équations 
difierentielles  suivantes  (-)  : 


==  —  > 


du 
dt 

— 

1W 

m' 

dux 
dt    — 

dv 
dt 

— 

7.y.w-\-  7l 

^r, 

dw 
dt 

■=r 

V 

V-  au 

m 

-^P^, 

dr 
dt 

— 

s 

h  au 

nti          ^ 

'  +  Pw 

1) 

ds 

r\     1 

^  ^  a  j^  j[i, 

dt        m        tni 


dwx         Vx  o 

dri        s  r 


dt 


=  aj  r  -I-  a  r  -{-  p  (  IV -h  (Pi  ), 


ou  a,  ai,  ^  sont  des  coefficients  qui  dépendent  des  forces 
et  s'expriment  par  u^  u^^  q. 


(»)  Bertrand,  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles de  la  Mécanique  {Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  t.  XVII,  p.  32  ). 

(")  BouR,  Journal  de  VÉcole  Polytechnique^  XXXVI"  Cahier, 
t.  XXI,  p.  35. 
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j\ous  nous  proposons  ici  de  résoudre  la  question  sui- 
vante :  trouver  toutes  les  intégrales  des  équations  de 
M.  Bertrand  indépendantes  de  la  loi  des  forces. 

Soit  l'intégrale  cherchée 

\{u,  M,,  r,  vi,  w,  wi,  r,  /'i,  q,  s). 

La  dérivée  de  cette  fonction,  prise  par  rapport  au 
temps,  doit  s'annuler  à  cause  des  conditions  du  pro- 
blème, ce  qui  donne 

i)a  m.  dui  nii  dv  ^ 


ÔY.  Q     ^       d\/r         /-A 


()w  \  m 


— -  Fai/'  -I-  ariH-  3((^'  h-  »'i)|  ==  o. 
On 

Pour  trouver  toutes  les  intégrales,  qui  soient  indé- 
pendantes de  la  loi  d'attraction,  il  faut  égaler  à  zéro  sé- 
parément les  coefficients  des  a,  a,,  ,3,  ainsi  que  le 
terme  indépendant  des  forces. 

En  posant 

ôN  ôW  ()\  ()\ 

ou  Ow  ori  ftq 

i)\  d\  i)\  ()\ 

du\  ow\  or  oq 

nous  obtenons  le  svstème  de  quatre  équations 

(i)  — a  -\ />  =  o, 

^  '  ni  nii 

d\  âw        ôY        oy 

(2)  '2W  -■ h        "  ^—     -f-  7  -^i h  /'i  -r-  —  O. 

^  t>p  Civ         ^  or  os 

d\  o\        ow        oy 

l'a)  2  Wi   -r h      Ui  -T H  7  --    H-     /'  -—   =  o, 

^    '  o\>i  Owi        ^  Or  Os 
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Eli  combinant  ces  équations  deux  à  deux,  au  moyen 
du  symbole  de  Poisson,  nous  parvenons  au  système 
complet  suivant  : 

rt  =  o,        ^>=o,        (a)=o,        (3)  =  o,        (4)=o, 

ù\'  0\  f)V  ()V  r)V  à\ 

(^V  r^V  ù\  C)V  f)V  JV 

(G)      21/,- 2(^1-7 h    r- r,-T h^-r s--=o, 

\7)  \ 


f)\  à\  ô\  d\ 

^iq  -. \-  U\ 2S -T t^  — -  =  o 

"*  Ou  0(j  Ovy  os 


i      /<^v        0\\  0\ 

1        V^d'i        OwJ  Or 

'        ]  â\        oy        oy        oy 

'  ^  c/i/i  w<7  c/i'  e)5 

(>v  ^  ,    /^      oy\ 

^'^'         i  é)v         c)v     ,  ^oy 

\  dr  Oi'i  oq 

Voici  la  Table  des  valeurs  du  symbole  de  Poisson  : 

a,  h,               (2).                (3).                  (4). 

a Q  o               (5)                  o                   (7) 

h o  o                 o                  (6)                  (8) 

(2) — (5)  000                    o 

(3) o  —(6)            000 

^4} -(7)    -(8)  000 

(5) 2a  o  — 2(2)  o  — (4) 

(G) o  26  o  —2(3)  —(4) 

(7) «  (9)         ~(4)  o  —2(3) 

(H^ (<))  o  o  —(4>  —2(2) 

VI)) ^»  <>  <8)  (7)  (5)-f-(6) 
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(5).  (6).  (7).  (8).  (9). 

a — 2a         o  o  — (9)  o 

b o  — 26  — (9)  o  o 

(îi) a(2)         o  (4)  o  -(8) 

(3) o  2(3)  o  (4)  -(7) 

(4) (4)  (4)  2(3)  2(2)  -(5)-(6) 

(5) o            o  (7)  -(8)  (9) 

(6) o            o  -(7)  (8)  (9) 

(7) -(7)  (7)  o  (5)~(6)  ia 

(8) (8)  -(8)  (6)-(5)  o  26 

(9) —(9)  -(9)  —^a  —26  o 

Montrons  que  le  système  ci-dessus  admet  une  inté- 
grale complète  au  moyen  de  la  méthode  de  Bool-Kor- 
kine.   En  intégrant  Téqualion  «  ==  o,  nous  parvenons 

au  système 

du       dw        di\        dq 

iw  V  s  r 

Les  trois  intégrales  indépendantes  sont 

MP  —  (ï»2  =  ai,         ws  —  çTi  r=  a»,         rri  —  qs  r=.  :lz. 

Introduisons  les  nouvelles  variables  a^,  a2,  as  au  lieu 
des  anciennes  w,  w,  /^,  y, 

V  =  W(ai,  a2,  aa,  m,,  Pi,  (Vi,  i^,  /%  s)'. 

Les  autres  équations  se  transforment  en  un  système 
nouveau 
,     ,  ()W  ()W         t)W 

(il)  2Wi  ^ hPi-j h5-r-  =  0, 

ouy  dwi  Or 

,    ,  â\y      d\y      ôw        dW 

(3l)  ai5-7 OLi  -r- r—  =   O, 

doLi  Os  s  or 

d'W            dW          d\V       OLir  -h  asP  à\Y 
(4,)     ,^,._.^.,,^_HHr^  + ^ ^  =  0, 
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0\\  d\\  ajr  +  asP  <)W 

is  -T h  r-7 h  2 r— 

(50. {        +(c^,p-r.)^---hP-^ 

("»^-^'^''-*- — s — J7Jï;=^» 

ov  ovi  s  Owi  or 

(6i)     <       -f.iViP  — -hîia,r~-h[ra,  — P(ai-ha3)]-^ 

/                                 «j  r  -+-  as  P  \  c^W 
+  (^;.a,-  w»a,4-  iv, j  —  =  o, 

dW  à\y  d\\         d\\  dW 

(7i)     2Mi 2i'i- \-  r  -r s— «î   ^—  =  o, 

oui  Ovi  or  os  ooLi 

,Q.      )      àiv  ()r         '     ôux  '  ôoLi 

owi  or  s  oiii  ^^ 

,     ,      ,  «)\V  dW  d\W 

/  asr-4-  as^N  dW 

-f-  (  ai5  —  wiai-t-  Pi )  -7 —  =  o. 

\  s         J  d%z 

En  intégrant  Tcqualion  (  1 1  )*  nous  parvenons  au  sys- 
tème 

dux       dwi       dr 


»-    — '  • 


%Wi  V\  s 

Llîs  deux  intégrales  indépendantes  sont 

Introduisons,  au  lieu  des  variables  ii^  (V,  r,  les  nou- 
velles P,,  ^21 

W  =  Û(a,,  a,,  a3,  |3,,  p,?  ^',  t^i,  -O- 
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Le  système  transformé  aura  la  forme 

,  ,  ,  diî  dit        „    du  àii 

(4.)  ,,,_+a,— +  p.^+5^  =  o, 


2P5 


dli  1  dû.        àO. 

„      du.  dli 


)-»■ 


(6,) 


„   l    du         dQ.\  o    /    c)Q         dû\ 


H-[aîpî-+-^^i(ai  +  a3)]  — 


^'*^      J  o    I  di\         ùa  \  dû        PPi  dû 


d^i  5     ds 


/dû         dû\       ,  ov/<^i^         ^û\ 

Soustrayant  de  l'équation  (12)  Téqualion  (42)?  nous 
obtenons  Téquation 


dû        dû 


qui  donne  l'intégrale  s^v^  =  /. 
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Introduisons,  au  lieu  de  vVi ,  la  lettre  /;  nous  obtenons 
le  système 

(3,)  ..?.^_p.,_H-(.,/_a,p,)^  =  o 


(îj) 


(3,) 


(6,) 


) 


^-[»J?î-H(?i-Ha3)^]5g^  =0. 

L'intégration  de  l'équation  (i 3)  donne  trois  solutions 
indépendantes 

Au  lieu  des  variables  ao,  ^Sj,  /,  5,  introduisons  les 
nouvelles  X,  ;jl,  v; 

M*  =  ^(  ai.  a-j,  3i.  X,  ui,  v). 


^M«fc^ 
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Après  la  transformation,  nous  aurons  le  système 

(14)  ^^'^à\~^^^^~^^^dlL'^'^^&7'^^' 


(34) 


/   ()e       (^e\       /de      de\ 
i  ^.       .  /de      de\ 


\      <^A        ^(>îx/       ''^  'dis. 

L'équation  (14)  donne 

2X{JL       ai-4-  fx*  ~"  «aX 
Les  deux  intégrales  indépendantes  sont 


<> 


__       g3{J.X 


0  =   : r  V. 


ai-f-fx»  ai-i-{x 

Au  lieu  des  variables  X,  [ji,  v,  introduisons  les  nou- 
velles s,  S 

e  =  U(ai,a2,  ?i,s,  8). 

Après  la  transformation,  on  a 

dU       dV  /    dl]        dl]\  àU        ^dl] 
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Intégrons  la  première  équation  (13) 

dz  _  do 

L'intégrale  sera 

A  =  £aia|H î-i. 

s 

Au  lieu  de  s,  0,  introduisons  A, 

U  =  II(a„a3,  ?i,A). 

Après  la  transformation,  nous  aurons 

Intégrons  l'équation  (ic), 

doL\       dtvi  d\ 


On  aura  deux  intégrales  indépendantes 

ai  — 2a3=  0,         A  —  a|—  2pia3=  p. 

Au  lieu  des  variables  a^,  as,  A,  prenons  9  et  p, 

n  =  <ï>(p„o,p). 

Faisons  la  transformation,  et  nous  aurons  déûnitive- 
ment 

Pour  intégrer  cette  dernière  équation,  considérons  le 

système 

d^  _    d^  _      dp 
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Les  deux  intégrales  indépeiidanles  sont 

G  =  Pi  +  0,        D  =  G?,-Pf-p. 

Nous  obtenons  ainsi  la  solution  complète  chercliée  du 
système  en  question 

V  =  n(C,D), 

où  IJ  est  une  fonction  arbitraire. 

Il  ne  reste  plus  qu*à  exprimer  les  quantités  C,  D  au 
moyen  des  variables  de  M.  Bertrand. 

La  fonction  G  se  détermine  aisément 

C  =  Pi-l-0  =  ai-i-Pi  —  ioLi=^uv^w^-\-UiVi  —  tvf  —  2(  /Ti  —  qs) 

et  représente,  comme  il  n'est  pas  difficile  de  s'en  con- 
vaincre, la  somme  des  carrés  des  intégrales  des  surfaces. 
Pour  déterminer  la  fonction  D,  nous  avons  les  rela- 
tions 

D  =  Opi— p,         0  =  ai-'2a3,         p  =  A  —  a|— tibias, 

A  =  aiafs  H ^—9 


e  = 


«3  [JlX 


A  =  -r>  {X  =   — ,  V  =  ^, 

S^  S  S 


oii  =  ivs  —  çri ,         as  =  rr^  —  qs, 


d'où  il  vient 


D  = 


u  q  w  Ti 

q  u  r  Wi 

w  r  V  s 

ri  Wi  s  V\ 


Ainsi,  nous  voyons  que  les  équations  de  M.  Bertrand 
n'admettent  pas  d'intégrales  indépendantes  de  la  loi  des 
Ibrces  autres  que  celles  qui  sont  déjà  connues. 
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[A31]  [G6c] 

SUR  LES  RACINES  DE  LÉOUATION  x  =  a'; 

Par  m.   E.-M.  LÉMERAY. 


Dans  ce  qui  suit,  je  me  propose  de  montrer  que  les 
racines  de  Téqualion 


a?  =  a* 


sont  les  valeurs  vers  lesquelles  convergent  certaines  ex- 
pressions déjà  étudiées  (*),  et  que  l'on  peut  considérer 
comme  représentant  symboliquement  une  suite  de  sub- 
stitutions uniformes  particulières.  L'expression 


m 

m 

a 


est  dite  la  sur  puissance  w'*'"*^  de  a,  l'initial  étant  i.  Elle 
représente  l'expression 


dans  laquelle  a  est  écrit  m  fois;  m  est  l'exposant  delà 
surpuissance.  Occupons-nous  d'abord  des  racines  réelles 
de  l'équalion  proposée,  qui  peut  encore  s'écrire 


37^=  a. 


Considérons  la  fonction  j^  =  ar*^^  nous  avons 


(')  Sur  les  fonctions  itératives   {Association  française  po^ 
l'avancement  des  Sciences,  Bordeaux,  1895). 
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La  dérivée  sera  nulle  pour  a:  =  o,  pour  x  =  e  et 
pour  x  =  00. 

Quand  X  est  plus  grand  que  i,y  est  plus  grand 
que  I.  Quand  x  est  compris  entre  o  et  \^  y  est  aussi 
compris  entre  o  et  i .  De  plus,  pour  x  =  i ,  j/=  i .  Par 
suite,  la  courbe  qui,  en  coordonnées  rectangulaires,  la 
représente,  est  tangente  à  OX  pour  x  =  o]  quand  x 
croît  de  o  à  i,  ses  ordonnées  croissent  de  o  à  i  ;  pour 
x=i,   elle  est   tangente    à    la    bissectrice  des    axes. 


Quand  x  croit  de  i  à  e,  les  ordonnées  croissent  de  i  à  e*' 
valeur  maximum;  enfin,  quand  x  croît  de  e  à  oo,  les  or- 

données  décroissent  asymptotiquement  de  e**  à  i . 

Par  suite,  quand  a  est  compris  entre  o  et  i ,  Téquation 

admet  une  racine  réelle  comprise  entre  o  et  i  ;  quand  a 

1 

est  compris  entre  i  et  e*^,  il  y  a  une  racine  réelle  com- 
prise entre  i  et  e,  et  une  deuxième  racine  réelle  com- 

prise  entre  e  et  oo;   pour  a  ==  e*",  il  y   a    une  racine 
double  dont  la  valeur  est  e. 
Prenons  d'abord  le  cas 

ï 
I  <  a  <  e^ 

et  considérons  l'expression 


m 
a 


On  a  identiquement 


\e^)  =  e. 


Si  je  remplace  e^  par  le  nombre  plus  petit  «,  j'aurai 
a^  <C  e.  Élevons  a  à  la  puissance  exprimée  par  les  deux 
membres  de  cette  inégalité,  nous  aurons  une  inégalité 


de  môme  sens 


et,  en  général, 
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a^*''<a<^, 


e       >. 


e  m 


• 

Donc  a 


décroît  quand  m  augmente.  Je  dis  mainte- 
nant qu'il  tend  vers  une  limite;  on  a  identiquement 

/  L\- 
a»  =  \u"J   =  u, 

H  étant  la  racine  réelle  comprise  entre  i  et  e.  Si  je  rem- 
place l'exposant  u  par  un  nombre  plus  grand  cp,  j'aurai 
a9  "^  u.  Or  le  premier  terme  de  la  série  ci-dessus  est 
plus   grand  que  u;  donc  tous  les  autres  seront  aussi 


m 


plus  grands  que  u;  a  tend  donc  vers  une  limite; 
cette  limite  ne  peut  être  que  m,  car  si  elle  était  m'^m, 
on  aurait  a"=  «'•  cela  ne  se  peut,  car  il  y  aurait  une 
deuxième  racine  réelle  comprise  entre  i  et  e^  donc 


m 
lin)  a 

1 


=  u. 


Soit  encore  :  i  <C  fi  <i  e"  et  considérons  Texpression 


—  m 

m 

a 


L'exposant  négatif  (^)  représente  symboliquement 
l'opération  qui  consiste  à  prendre  le  logarithme,  de  telle 
sorte  qu'il  y  a  équivalence  entre  les  expressions 


a 


et    logac, 


(  *  )  Loc.  cit. 
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et  en  général  entre  les  expressions 


m 


a 


et      JogaIoga...Joga^, 


où   le  signe  log^  figure  m  fois.   On  a  identiquement 

/  ly 

\e^  )  =  e  ou 


Jog  ^e  =  e. 


>e 


Si  la  base,  au  lieu  d'être  e*^,  est  le  nombre  plus 
petit  a,  le  deuxième  membre  devient  plus  grand  que  e, 
et  l'on  a 


Iogrte>e,     JogaIogae>  loga^,     ..., 


ou 


—  I    e 


e  <C    (i 


<    a 


e  —  rn 

m 

. . .  <C     et 


D'autre  part,  ees  valeurs  ne  croissent  pas  sans  limite, 

car,  si   Ton  désigne  par  U  la  racine  comprise  entre  e 

et  00,  on  a 

U  =  a^\ 
c'est-à-dire 

logaU  =  U. 

I 

Si,  dans  le  premier  membre,  je  remplace  U  par  un 
nombre  plus  petit,  le  deuxième  membre  sera  plus  petit 
que  U,  donc  tous  les  autres  termes  seront  aussi  plus 
petits  que  U  : 


(wi-i) 
a 


e     —  m 
<     à 


<U; 


—  m 
a 


croit  donc  en  tendant  vers  une  limite.  Pour  une 
raison  analogue  à  celle  du  cas  précédent,  cette  limite 
ne  peut  être  que  U  ;  donc 


m. 


liiu     a 


U. 
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Soit  main  tenant  o  <^  «  <C  i . 


m 


Les  valeurs  de  a  ,  l'initial  i  étant  quelconque,  mais 
réel,  croissent  et  décroissent  alternativement.  En  effet, 
soient  trois  valeurs  successives 

• 
•  f  fit 

Je  dis  que  si  a^  est  plus  grand  (ou  plus  petit)  que  a^  , 

a^^    sera  aussi  plus  grand  (ou  plus  petit)  que  a^^.  Par 
hypothèse 

a*>  (ou  <)a^  ; 

mais,  a  étant  compris  entre  o  et  i ,  on  a 

c'est  ia  proposition  à  démontrer,  et  elle  est  démontrée 
généralement,  puisque,  étant  indépendante  de  l'initial, 

n   i 
on  peut  remplacer  i  par  a     ,  n  étant  un  entier  quel- 
conque. 

ni   i 

Les  valeurs  de  a  correspondant  à  différentes  va- 
leurs de  m  de  même  parité,  croissent  (ou  décroissent) 
constamment.  Il  suffit  de  prouver  que,  si 


«'  <  (ou  »  a<f^\ 


on  a  aussi 


3 
a 


5 


<(ou  »a 


En  effet,  de  l'inégalité  qui  exprime  riiypoihèse,  on 
tire 


2 

a 


4 

>(ou<)à 


puis  la  proposition  à  démontrer;  et  celle-ci  est  démon- 
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trée  généralemeiil  pour  la   même  raioon  que  tout    à 
l'heure. 

Cela  posé,  prenons  le  cas  de  a  compris  entre  ~  et  i  ; 

la  racine  est  comprise  entre  -  et  i.  Considérons  Fex- 
pressîon 


1 
m  ^ 

m 

a 


quand  m  prend  les  valeurs  o,  1,2,  ...  ;  elle  prend  les 
valeurs 


Posons 


1         1 

I  -  e 

""  ^  Cv    •         Ce»        A  •   •   •  • 


I 


a  étant  plus  petit  que  e;  on  a,  pour  les  valeurs  ci-dessus, 


I        I  I 

pe  a 

^  e  - 

e  ' 


Comparons  leurs  dénominateurs  ;  on  a  d'abord  e*'  <  e; 
le  deuxième  terme  est  donc  plus  grand  que  le  premier; 
il  en  est  de  même  du  troisième,  car,  d'après  une  pro- 
priété déjà  signalée,  on  a 


1        * 
a*  <  e«  ; 

on  en  tire 


a 


a  a 

a  a 

e  — 


a  <  e**         OU  e^  <,\         et         e^<,e^=e,         ..,, 

Par  conséquent,    aux    valeurs    paires   et  croissantes 
de  m  correspondent  des  valeurs  croissantes  de  l'expres- 
sion considérée  ;  aux  valeurs  impaires,  des  valeurs  dé- 
croissantes,   mais    toujours     supérieures    aux    valeurs 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  XV.  (Décembre  1896  )        36 
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croissantes  :  c'est  une  condition  nécessaire  pour  que  les 
unes  et  les  autres  tendent  vers  une  seule  limite  5  mais 
elle  n'est  pas  suflQsante,  car  les  deux  limites  pourraient 
être  distinctes.  Il  ne  peut  d'ailleurs  exister  plus  de  deux 
limites,  car  alors,  évidemment,  l'une  ou  l'autre  des  lois 
d'alternance  ou  de  croissance,  signalées  plus  haut,  ne 
serait  pas  satisfaite. 

Dans  notre  cas,   les  deux  limites  se  confondent;  eu 
effet,  si  les  deux   limites  /;  et  q  étaient  distinctes,  on 

aurait 

aPr=^q^         a*J  —  p^         d'où         pP^qn. 

Or  la  fonction^'  =  ^r^est  égale  à  i  pour  x  =  o  et  J?  =  i; 
sa  dérivée  étant 

le  minimum  a  lieu  pour  a:=  -;  il  faudrait  donc  que 
l'une  des  limites  p  et  q  fût  comprise  enire  o  et  i^  l'autre 
entre  -  et  i .  Comme  les  valeurs  fournies  par  l'expres- 


e 
1 


m 

m 

sion    a 


sont   toutes  supérieures  à ->  cette  expression 

ne  peut  tendre  que  vers  une  seule  limite,  qui  est  la  ra- 
cine de  notre  équation. 

Quand  a  est  plus  petit  que  —  >  la  racine  est  comprise 


1 

e 


—  m 

;  comme 


entre  o  et  -  •  Considérons  l'expression      a 

plus  haut,  on  verra  qu'alors,  aux  valeurs  paires  de  m, 
correspondent  des  valeurs  décroissantes  toutes  supé- 
rieures aux  valeurs  croissantes  qui  correspondent  aux 
valeurs  impaires  de  m,  et  que  les  valeurs  obtenues 
tendent  vers  une  seule  limite  qui  est  la  racine. 


:>D0    ) 

Ou  peut  donc  conclure  que  les  racines  réelles  sont 
les  valeurs  limites  correspond£fnt  aux  quatre  combinai- 
sons des  signes  de  l'expression 

a 
savoir 

si  J'on  a    o  <  a  <  —  > 

>  si  I  on  a  I  <  a  <  «** 

La  surpuissance  pouvant  être  considérée  comme  un 
algorithme  fondamental,  faisant  naturellement  suite  à 
ceux  de  l'addition,  de  la  multiplication  et  de  l'élévation 
aux  puissances,  les  racines  de  notre  équation  se  trou- 
vent exprimées  en  symboles  fondamentaux.  C'est  un  ré- 
sultat analogue  à  celui  par  lequel  on  exprime  la  racine 
réelle  de  Téquation  e''^  K,  savoir 


:r  =  li 


iin//{ 


(k'«— i). 


Dans  le  cas  i  -<  a  <  e**,  et  en  ce  (jui  concerne  la  plus 
petite  racine,  nous  aurions  pu  suivre  une  autre  démon- 
stration. M.  Kœnigs  (^)  a  montré  que,  a  désignant  une 
racine  de  l'équation  x — y(a:)  =  o,  la  substitution 
[x, /(a:)]  peut  tendre  vers  a  si /"(x)  est  holomorphe  au 

•  ,      )   <i.  Quand  on  inverse 

la  fonction,  on  a  en  général  une  fonction  non  holo- 
morphe et,  par  suite,  plusieurs  déterminations.  Pour 
converger  vers  une  seule  limite,  il  faut  prendre  seule- 
ment, parmi  ces  dernières,  celle  qui  est  contenue  dans 


(*)5ur  la  équations  fonctionnelles  {Annales  de  l* École  Nor- 
male, i884-i885). 
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le  domaine  du  point  a.  Le  théorème  de  M.  Rœnigs 
s'applique  au  cas  sip^nalé  et,  avec  cette  restriction,  nous 
pouvions  l'appliquer  aux  autres  cas  5  pour  ceux-cî,  bien 
que  la  fonction  logarithmique  ne  soit  pas  holomorphe, 
nous  avons  eu  convergence  parce  qu'elle  n'a  qu'une 
seule  détermination  réelle.  C'est  la  méthode  que  nous 
suivrons  pour  les  racines  imaginaires,  dont  l'étude  fera 
l'objet  d'une  prochaine  Note. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECnniIQlE  EN  1896. 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES; 

Par  m.  Pierre  DEUX. 


On  donne  un  cercle  C  qui  a  pour  équations  en 
coordonnées  rectangulaires  :  x=  a  etj^'\~z^=.à^. 

On  considère  :  i°  le  cône  S  qui  a  pour  base  le 
cercle,  et  pour  sommet  le  point  de  l'axe  Oz  qui  est  à 
la  distancera  de  l'origine;  2°  la  surface  Si  engendrée 
par  des  droites  parallèles  au  plan  des  xj^  et  qui 
s'appuient  sur  Vaxe  Oz  et  sur  le  cercle  donné. 

On  demande  : 

I .  De  former  les  équations  des  deux  surfaces  S  etSù 

II.  De  trousser  l'expression  du  sinus  de  Vangle  des 
plans  tangents  aux  deux  surfaces  en  un  point  du  cercle 
qui  a  pour  cote  z  =  [xa,  et  de  calculer  ce  sinus,  avec 

2       *  7. 


trois  décimales  seulement,  pour  X  =  -  et  a  =  — 


III.  De  déterminer  Vinter section  des  deux  surfaces^ 
d'en  construire  deux  projections  pour  )v  =  ->  d'en 
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suiv^re  les  principales  transf or  mations  quand  A  varie 
de  o  à  Vinjini. 

I.  1°  Les  équations  d'une  génératrice  du  cône  sont 

(l)  —    =:-^    = 

ni        n  p 

La  condition  pour  que  celte  droite  rencontre  le  cercle 

(2)  X  =  a,        y^-hz^=a'^ 
est 

(3)  n^-a^^{pa-^Ama)^=  a^nfK 

Supprimant  le  facteur  a-  et  éliminant  m,  /i,  p  entre 
les  équations  (i)  et  (3),  homogènes  en  ces  quantités,  on 
a  l'équation  du  cône  S 

(4)  y^—x^-h(z  —la-hlx)'^=  o. 

2**  Le  conoïde  Si  peut  être  considéré  comme  engendré 
par  les  génératrices  du  cône  S  contenues  dans  le  plan 

(5)  z  —  Àa  =  o, 

lorsque  X  varie.  Son  équation  s'obtient  donc  par  Téli- 
inination  de  X  entre  (4)  et  (5),  ce  qui  donne 

(6)  a^(y^—x^)  -hz^x^=o. 

IL  Le  plan  tangent  à  chacune  des  surfaces  au  point 
dont  les  coordonnées  sont 

X  =  cij       y  =i  a  ^ \  —  (x'j        -3  =  [jLa, 

passe'  par  la  tangente  au  cercle  en  ce  point.  Il  a  donc 
une  équation  de  la  forme 


h{x  —  a)  -^  ay  ^ V —  (jl»-h  ajji;:  —  a^=o. 
Pour  le  cône,  il  doit  passer  par  le  point  (o,  o,  ).n),  ce 
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(jui  donne 

—  h' a  H-  Xfxa' —  a*  =  o, 
d'où 

h'  =  a{\\L  —  I  ) . 

Pour  le  conoïde,  il  doit  passer  par  le  point  (o,  o,  [xa), 

ce  qui  donne 

—  h''a-\-  (JL*  a-  —  a*  =  o, 
d*où 

Or,  l'angle  V  des  plans 

h'  X  -f-  ky  -{-  Iz  ~\-  m'  =  o 

et 

h^x  -h  ky  -^  Iz-h  m"  =  o, 

est  donné  par 

(k"—h')^k^-^l*) 


sin2V  = 


Remplaçant  A',  h",  /f,  /  parleurs  valeurs,  on  a 


sin2V  = 


[(X^_,)i-+-,][(jx2-,)«H-,l 
V^3 


Pour  A  ==  -  >  UL  =  ^—  >  on  a 

2      '  2 

sin* V  =  i6x3x(v/3-i)'  ^     96(2 -y/â)    ^ 

[(v/3  — 4)*-i-i6][(3  — 4)*-mC]        17(35  —  8/3) 

Faisant  y/3  =  i ,  ^32 1 ,  on  trouve 

sin'V  =  0,071552, 
et 

sinV  =  0,267. 

III.  CoNsiDÉiiATiONS  GÉNÉRALES.  —  Le  cône  étant  du 
deuxième  ordre  et  le  conoïde  du  quatrième,  leur  courbe 
d'intersection  est  du  huitième  ordre.  Mais  cette  courbe 
comprend  : 

1°  Le  cercle  donné  commun  aux  deux  surfaces; 
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2**  Les  génératrices  communes  obtenues  en  menant 
par  le  sommet  du  cône  un  plan  parallèle  à  Oxy. 

Le  reste  de  l'intersection  sera  donc  une  quartîque 
gauche  F. 

En  outre,  le  plan  Oxz  étant  un  plan  de  symétrie 
commun  pour  les  deux  surfaces  le  sera  pour  leur  courbe 
d'intersection,  et  la  projection  de  cette  courbe  sur  ce 
plan  sera  d'un  degré  moitié  moindre. 

En  résumé,  on  voit  a  priori  que  les  projections  de  la 
courbe  d'intersection  seront  ainsi  constituées  : 

Sur  le  plan  Ox^  :  i**  la  droite  sur  laquelle  se  projette 
le  cercle  (x  =  a)-^  a**  la  droite  sur  laquelle  se  projettent 
les  deux  génératrices  communes  (2  =  )va);  3®  une  co- 
nique Y^,  pi'ojection  de  la  quartique  gauche  F; 

Sur  le  plsmOjz  :  i"  la  droite  double  (z  =  'ka)  sur 
laquelle  se  projettent  les  deux  génératrices  communes; 
2°  le  cercle  (j^-\-  z'^=  a^),  projection  du  cercle  donné; 
3®  une  quartique  y^^  projection  de  la  quartique  gauche  F  ; 

Sur  le  plan  Oxy  :  i®  la  droite  double  (x  =  a),  pro- 
jection du  cercle  donné  ;  2**  les  droites  [y^  =  (^i —  'k^)x^] , 
projections  des  génératrices  communes;  3®  une  quar- 
tique Yz,  projection  de  la  quartique  gauche  F. 

Remarquons  que  la  courbe  d'intersection  est  tout 
entière  comprise,  d'une  part  entre  les  plans  z  =  a  et 
z= — a,  tangents  au  conoïde,  d'autre  part  entre  les 
plans  y  =  x^  y  ^=^  —  ^j  tangents  à  la  fois  aux  deux 
surfaces. 

Equations.  —  Cherchons  maintenant  les  équations 
de  ces  diverses  projections  (  *  )  : 

i"  Sur  Oxz,   —  Les  é(|uations  (4)  et  (6)  donnent 


(*)  L'énoncé  ne  demande  d'étudier  que  deux  d'entre  elles.  Comme 
le  choix  était  arbitraire,  on  envisage  ici  les  trois.  Les  deux  plus 
simples,  qu'il  était  tout  naturel  de  choisir,  étaient  celles  sur  OxZf 
qui  s'imposait,  et  sur  Oyz. 
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iniinédîalement,  par  élinii nation  day'^ —  x^^ 

OU 

JTZ  =zh  a(z  -h  \jc  -■-  \a). 

Prenant  le  signe  -H,  on  obtient  les  équations 

(7)  J7  — a  =  o,         -  —  Àa  =  o, 

déjà  prévues.  Avec  le  signe  —  on  a 

(^x  -\-  a)z  -\-  \a{x —  a)  =  o, 
OU 

8)  (r-h  a)(;;-h  Xa)  —  2Xa*=  o, 

hyperbole  éqnilatère  {fig-  i)  dont  les  asymptotes  sont 

a;  -h  t/  =  o,         ;;  -H  Àa  =  o, 

et  qui  passe  par  les  points  (o,  \a)  et  (a,  o),  c'est-à-dire 
par  le  sommet  du  cône  et  le  centre  du  cercle,  comme  on 
pouvait  aisément  le  prévoir  a  priori, 

La  partie  utile  de  cette  hyperbole  est  limitée  aux 
points 

\j[x=^ a,     z  =  a\       et       h  (  j7  =  ^ «,     z  =  —  a). 

\  A-f-i     '  /  \  A_,  / 

Les  tangentes  aux  divers  points  C,  S,  D,  E  s'ob- 
tiennent facilement  en  doublant  les  ordonnées  des  points 
de  contact,  comptées  sur  l'asymptote  ûç>.  Ceci  montre, 
en  particulier,  que  la  tangente  en  C  passe  par  le  point  H 
situé  sur  la  parallèle  kOx  menée  par  S. 

2"  Sur  Oyz.  —  Considérons  séparément  les  projec- 
tions des  parties  de  Tintersection  situées  sur  chacun  des 
plans  (7)  et  sur  le  cylindre  hyperbolique  (8),  qu'on  peut 
à  volonté  combiner,  soit  avec  le  cône,  soit  avec  le 
conoïde. 

Ainsi,  d'une  pari,  réliminalion  de  Jc  entre  la  première 
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équation   (-j)  cl   réqualioii  (6),  de  l'autre  la  seconde 
équation  (7),  donnent 

équations  prévues  a  priori.  Il  faut  iioler  qu'ici  la  seconde 
de  ces  équations  doit  être  prise  comme  double,  attendu 
qu'elle  représente  à  la  fois  les  projections  des  deux  géné- 
ratrices communes. 

L'élimination  de  x  entre  les  équations  (6)  et  (8) 
donne  ensuite 

équation  de  la  quartique  y^,-. 

3°  Sur  Oxy.  —  La  première  équation  (7)  et  l'élimina- 
tion de  z  entre  la  seconde  équation  (  7)  et  l'équation  (4  ) 

donnent 

X  —  a  =  o,        y^  —  x-{i  —  X2)  =  o, 

solutions  prévues  d'avance.  La  première  de  ces  équa- 
tions, qui  représente  la  projection  du  cercle  commun 
doit  être  prise  comme  double,  puisque  le  plan  Oxy 
n'est  pas  un  plan  de  symétrie  pour  l'ensemble  de  la 
courbe  d'intersection. 

L'élimination  de  z  entre  les  équations  (6)  et  (8) 
donne  ensuite 

(10)  {y^^  x^'){x  -X-  aY-\-\^-x'^{x  —  ay^  =  o. 

C'est  l'équation  de  la  (juartique  y^. 

Constructions.  —  Nous  allons  construire  les  diverses 
projections  pour  À  =  ^,  mais  sans  remplacer  dans  les 
formules  \  par  sa  valeur  numérique,  en  sorte  que  tout 
ce  que  nous  dirons  restera  vrai  pour  \  inférieur  à  i 
en  valeur  absolue. 

1"  Hyperbole  ^y{Jig'  i)-  —  La  construction  de  cette 
hyperbole  résulte  des   remarques  faites  ci-dessus  sur 
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sou  équation.  Observons  que,  dans  le?  cas  de  X  =  -j,  on 
a  ÛH  =  SH,  et,  par  suite,  que  le  point  S  est  un  sommet 
de  l'hyperbole. 


2**  Quartique  y^  {Jig*  a).  —  C'est  unequarlique  uni- 
cursale  bicirculaire  sviiiéfri(|ue  par  rapport  à  Oz{^). 


Fis.  2. 


Kl  le  rencontre  nornialenient  cet  axe  aux  points  D  et  E 
{z  =  ±a)  et  a  en  S,  projection  du  sommet  du  cône, 
un  point  double  où  les  cocllicients  angulaires  des  tan- 

^zr--  Elle  a  pour  asymptote  double  la 


gcnles  sont 


droite  z  -\-\a  :z^  o  et  renconlre  Taxe  des  \  aux  points  l\l 


(')  Bien  que  cette  courbe  rappelle  par  sa  forme  générale  la  con- 
rhoide  de  NicomèdCy  il  ne  faut  pas  la  confondre  avec  celle-ci.  Pour 
la  conchoYile  de  Nicomcde  l'asyniptole  double,  si  Ton  ronservail  les 
points  l>.  K,  S,  soraif  l'axo  O  v  lui-niônic. 
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Cl  N  [j':^±a)  où  les  couliiicienLs  angulaires  des  tan- 

l 
génies  sont  zfi  -■ 

3'  Qunrtii/uefs{J!g.  3).  —  Celle  tjuarliqui,',  symé- 
li'i(]uc  par  rajn)oit  à  Ox  «qu'elle  coupe  nonuatemenl 

en  D/x=  î^ -a)  et  en  E  { x  =  yZT'^)'  *  ""  I«»int 

double  à  l'origino  où  les  tangentes  ont  pour  cofiOicienis 


angulaires  ±  y'''  —  '*•'■  ^H^'  admet  une  usyinplolc  double 
à  une  branche  imaginaire  ( j:  +  «  ^  o)  et  deux  asym- 
plotes   simples  qui  sont  les  parallèles  aux  tangentes  à 

l'origine  menées  parle  point  F  (  j'  ^  o,  x  ^=  —  ■ ^î  )■ 

Elle  est  tangente  aux  bissectrices  des  angles  formes  par 
les  axes  aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par  )a 
droite  X  =  a,  projection  du  cercle,  ce  (jui  était  évident 
a  priori. 

Les  projections  (les  gcnératriccs  communes  eoïneidcnl 
avec  les  tangentes  à  l'origine. 

DiscDSSioïi.  —  1.  Projection  .iiir  Oxz.  —  Quel  que 
snil  ).,  la  disposition  générale  d<!   l'iiyperbole  i-i'^te  la 
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même.  Elle  passe  eonstamment  au  point  C  et  son  asyoï- 
ptote  Ci'  est  lixe.  Il  n'y  a  à  eonsidérer  que  les  valeurs 
limites  A  =  o  et  X  =  oo. 

Pour  X  =  o,  la  droite  IIS  coïncide  avec  Ox^  Tliyper- 
bole  se  réduit  aux  droites  Ox  et  c^»,  ce  qui  était  évi- 
dent a  priori,  car,  lorsque  le  sommet  est  à  Torigine,  les 
deux  surfaces  ont  en  commun  les  bissectrices  des  angles 
des  axes  O X  et  Oj^ ,  le  cercle  donné  et  son  symétrique 
par  rapport  à  O,  ce  qui  donne  en  projection  deux  fois 
Taxe  Ox,  la  droite  AB  et  sa  symétrique  de  par  rapport 
àO. 

l^our  X  =  oc,  la  droite  HS  est  rejetée  à  l'infini,  et  Tliy- 
perbole  se  réduit  à  la  droite  AB,  déjà  comptée  une  fois, 
et  à  la  droite  de  Tinfini.  Ceci  est  également  évident 
a  priori,  le  cône  se  réduisant  alors  a  un  plan  double 
mené  par  le  cercle. 

II.  Projection  sur  Ojz.  —  i"  Pour  À=  o,  la  droite 
double  S^  se  confond  avec  Oy,  la  quartique  se  décom- 
pose en  Oy  pris  deux  fois  et  le  cercle  déjà  compté  une 
fois.  On  a  donc  en  tout  quatre  fois  Oy  et  deux  fois  le 
cercle  DE,  ce  qui  était  évident  a  priori,  car,  en  outre 
de  la  remarque  déjà  faite  à  propos  de  la  projection 
sur  Oxz^  on  peut  observer  que  les  deux  surfaces  se 
raccordant  le  long  des  bissectrices  des  angles  que 
font  Ox  et  0«5,  celles-ci  doivent  être  considérées  comme 
des  droites  doubles  de  l'intersection, 

2°  Pour  o  <  ^  <  I ,  on  a  la  courbe  de  la  /ig*  2. 

3°  Pour  X  =  I,  la  droite  S^  passe  par  le  point  D  ^  en 
outre,  l'équation  (9)  se  décompose  en 


z  -h  a  =:  o 


et 

y^{z  ^  a)-{-{z  —  ay  =  o, 

cissoïde  de  Diodes  ayant  un  point  de   rebroiissement 


i 
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en  D  où  elle  est  tangente  h  DE  et  asymptote  à  la  paral- 
lèle à  Oy  menée  par  E.  La  projection  comprend  donc 
alors  la  cissoïde,  le  cercle,  la  parallèle  à  Oy  menée 
par  E  et  la  parallèle  à  Oy  menée  par  D,  comptée  deux 
fois. 

3®  Pour  X  >  I,  l'asymptote  double  étant  extérieure  à 
l'intervalle  DE  correspond  à  une  branche  imaginaire. 
La  courbe  est  fermée.  Elle  ne  cesse  d'ailleurs  pas  de 
passer  par  les  points  M  et  N  ainsi  que  par  les  points  D 
et  E  où  ses  tangentes  sont  parallèles  à  Oy, 

4"  Pour  X  =  00,  la  droite  double  S^  est  rejetée  à  Tin- 
fini,  la  courbe  (9)  devient 

On  a  donc  quatre  fois  la  droite  à  l'infini  du  plan  et 
deux  fois  le  cercle  DE. 

m.  Projections  sur  Oxy.  — .  1®  Pour  X  =  o,  les 
droites  Ou  et  Oç'  coïncident  avec  les  bissectrices  des 
angles  de  Ox  et  Oy.  La  courbe  (y)  se  réduit  à 

(x^  —  y^)(x  -f-  a)2  =  o, 

c'est-à-dire  aux  mêmes  bissectrices  et  à  la  droite  Gw 
prise  deux  fois.  Somme  toute,  on  a  les  droites  MN,  G«' 
et  les  deux  bissectrices  prises  toutes  quatre  en  double. 
Cela  résultait;  a  priori,  des  remarques  précédentes. 

2"  Pour  o  <  )v  <^  I ,  on  a  la  courbe  de  la^g,  3. 

3°  Pour  X  =  i,  les  droites  Ou  et  Oç'  coïncident 
avec  Oy  qui  compte,  dès  lors,  comme  solution  double 
de  même  que  MN.  Quant  à  la  quartique,  elle  se  réduit 
à  sa  branche  de  droite  qui  devient  parabolique  et  pré- 
sente en  O  un  point  de  rebroussement  avec  Oj:  pour 
tangente. 

4^  Pour  X  >  i ,  les  points  D  et  E  sont  du  côté  des  x 
positifs,  les  asymptotes  sont  devenues  imaginaires,  ainsi 
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que  les  droites  Ou  et  O^».  On  a  une  eourbe  fermée  tou- 
jours tangente  aux  bissectrices  des  angles  de3  axes  en  M 

etN. 

5**  Pour  X  =  00,  l'équation  (lo)  se  réduit  à 

x^{x  —  a)*  =  o, 

ce  qui  donne  Taxe  Oy^  solution  double,  et  la  droite  MN 
comptée  deux  fois,  en  outre  des  deux  autres  fois  où  elle 
intervient  en  tant  que  projection  du  cercle. 

Quant  aux  droites  On  et  Op»,  elles  coïncident  alors 
toutes  doux  avec  Oy, 


SOLliTIOi\  DU  PROBLÈHE  PROPOSÉ  M  1896 
AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES; 

Par.M.  e.  duporgq. 


On  donne  une  ellipse  E  qui,  rapportée  ù  ses  axes,  a 

X^  y2 

pour  équation  -i  -h  fr  —  i  =  o. 

I®  On  considère  des  ellipses  S  dont  les  axes  coïn- 
cident en  position  av^ec  ceux  de  V ellipse  E  et  ont  a  A, 
2  B  pour  longueur.  Trouver  la  relation  qui  doit  lier  A , 
B  pour  que  Von  puisse  inscrire  dans  E  une  infinité  de 
triangles  PQR  circonscrits  à  S  et^  dans  ces  conditions^ 
troui^er  le  lieu  des  sommets  des  rectangles  formés  par 
les  tangentes  aux  ellipses  S  en  leurs  sommets.  Montrer 
que,  dans  ces  mêmes  conditions,  les  normales  à  E  aux 
points  P,  Q,  Il  concourent  en  un  point  N. 

2°  Examiner  si  les  ellipses  S  obtenues  au  n°  1  repré- 
^sentent  toutes  les  ellipses  concentriques  à  Fj,  et  telles 
//u^on  puisse  inscrire  dans  E  une  infinité  de  triangles 
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PQPi  circonscrits  à  S,  les  normales  à  F  aux  points  P, 
Q,  R  étant  concourantes, 

3**  Montrer  que  parmi  les  ellipses  S,  il  j  en  a  pour 
lesquelles  les  normales  PN,  QN,  RN  awjf  points  P,  Q, 
R  rfe  V ellipse  E  passent  respectii^ement  par  les  pôles 
F,  Q',  R'  par  rapport  à  E  rfe^  cdfe^  QR,  RP,  PQ  rfa 
triangle  PQR. 

4**  S  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  au  n^  3, 
trousser  le  lieu  des  centres  des  cercles  conjugués  au 
triangle  P'Q'R'^  Ven\^eloppe  de  ces  cercles  est  le  lieu 
des  points  de  rencontre  N  des  normales  PN,  QN,  RN  à 
V ellipse  F. 

1^  Parmi  les  triangles  PQR  inscrits  à  l'ellipse  E  et 
circonscrits  à  Pellipsc  S,  considérons  celui  pqr  dont  un 
sommet  coïncide  avec  Tune  des  extrémités  p  du  grand 
axe  de  E  :  le  côté  qr  touche  évidemment  S  en  Tun  de 
ses  sommets  a.  Soient  q^  et  r'  les  points  où  les  côtés  pq 
et  pr  coupent  la  tangente  menée  à  S  en  son  sommet  a', 
opposé  à  a.  On  sait  que 


ou 


oLq    ^  =z  B2, 
pcL 

ce  qui  s'écrit,  si  le  centre  O  est  intérieur  au  segment  p  cl 

*       a*  )  a  —  A~~  W 
et,  s'il  lui  est  extérieur, 

A2\a  — A       B2 


4- A        62 
Il  devra  donc  y  avoir,  entre  les  longueurs  A  et  B,  une 
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(les  trois  relations  suivantes  : 


A       B 


h  -. I  =  o, 

a        o 

A__B_    _ 
a         b  ~~    ' 

A        B 

-h  I  =  o, 

a        b 

puisque,  A,  B,  a  et  i  désignant  des  longueurs,  il  est  im- 
possible que 

A        B 

h    ,--+-1  =  0. 

a        b 

Si,  au  contraire,  on  considère  A  et  B  comme  les  coor- 
données d'un  des  sommets  des  rectangles  construits  sur 
les  axes  des  ellipses  S,  on  voit  que  le  lieu  de  ces  points 
est  constitué  par  les  quatre  droites  que  représentent  les 
équations  précédentes  :  elles  forment  un  parallélo- 
gramme dont  les  sommets  coïncident  avec  ceux  de  l'el- 
lipse E. 

Si  l'on  fait  une  transformation  liomographique  telle 
qu'aux  points  à  l'infini  des  axes  de  E  correspondent  les 
ombilics  du  plan,  on  obtient  la  propriété  suivante  : 

Etant  données  deux  hyperboles  équilatères  concen- 
triques H  et  H',  pour  qu'il  existe  une  infinité  de 
triangles  inscrits  à  H  et  circonscrits  à  H',  il  faut  et  il 
suffit  que  les  foyers  de  H'  soient  sur  les  directrices 
deYl, 

D'une  manière  générale,  soient  E  et  S  deux  coniques 
telles  qu'il  existe  une  infinité  de  triangles  PQR  inscrits 
à  la  première  et  circonscrits  à  la  seconde;  soit  F  la  co- 
nique conjuguée  à  la  fois  à  deux  de  ces  triangles  PQR 
et  PiQiRi.  Il  est  bien  évident  que.  par  polaires  réci- 
proques relatives  h  F,  les  deux  coniques  E  et  S  se  trans- 
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formeront  l'une  dans  l'autre;  il  en  résulte  que  le 
triangle  conjugué  à  la  fois  à  ces  deux  coniques  est  aussi 
conjugué  à  F;  par  suite,  les  sommets  de  ce  triangle  et 
ceux  du  triangle  PQR  sont  sur  une  même  conique,  car 
deux  triangles  conjugués  à  une  conique  ont  leurs  som- 
mets sur  une  conique. 

Dans  le  cas  particulier  de  Ténoncé,  où  E  et  S  ont  les 
mêmes  axes,  on  pourra,  par  leur  centre  commun  et  par 
les  sommets  de  l'un  quelconque  des  triangles  PQR,  faire 
passer  une  hyperbole  équilatère  d'asymptotes  parallèles 
aux  axes  communs;  les  normales  à  l'ellipse  E  aux  som- 
mets du  triangle  PQR  seront  donc  concourantes. 

Examinons  encore  le  cas  de  deux  hyperboles  équila- 
tères  concentriques  :  on  voit  que  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  PQR  passe  par  leur  centre  commun.  D'ail- 
leurs, ce  cercle  est  circonscrit  à  une  infinité  de  triangles 
circonscrits  à  l'hyperbole  S  :  l'un  d'eux  a  pour  côtés  les 
deux  asymptotes  de  cette  conique;  le  troisième  côté  de 
ce  triangle  touche  S  en  son  milieu,  qui  est  précisément 
le  centre  du  cercle  considéré.  L'hyperbole  S  est  donc  le 
lieu  des  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles 
PQR. 

Eu  transformant  homographiquement  ce  dernier  ré- 
sultat, de  manière  que  les  points  cycliques  deviennent 
les  points  à  l'inGni  de  deux  droites  rectangulaires,  on 
trouve  que  les  hyperboles  d'Apollonius,  obtenues  dans 
le  cas  de  l'énoncé,  ont  leurs  centres  sur  l'ellipse  S.  Or, 
sî  a  et  fi  représentent  les  coordonnées  du  centre  d'une 
hypeibole  d'Apollonius  relative  à  l'ellipse  E,  les  coor- 
données du  point  de  concours  des  normales  correspon- 
dantes sont 

—r         et  -rf' 

De  là  résulte  que  le  lieu  du  point  N  est  une  ellipse 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XV.  (Décembre  1S96.)       87 
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dont  l'équation  est  facile  à  écrire  : 


A«    ^    Bî 


Les  sommets  des  rectangles  construits  sur  les  axes  de 
ces  ellipses  (N)  se  trouvent  sur  les  côtés  du  parallélo- 
gramme admettant  pour  sommets  les  points  de  rebrous- 
sement  de  la  développée  E. 

2°  Toutes  les  ellipses  S  concentriques  à  E,  et  telles 
qu'on  puisse  inscrire  dans  E  une  infinité  de  triangles 
PQR  circonscrits  à  S,  les  normales  à  E  aux  points  P,  Q 
et  R  étant  concourantes,  ont  les  mêmes  axes  que  E;  les 
points  P,  Q  et  R  étant,  en  effet,  sur  une  hyperbole 
d'Apollonius,  il  existe  une  conique  F  conjuguée  au 
triangle  PQR  et  dont  les  axes  coïncident  en  position 
avec  ceux  de  E,  et  S  n*est  autre  que  la  polaire  réciproque 
de  E  relativement  à  F.  Les  ellipses  S  représentent  donc 
toutes  les  coniques  S. 

3"  La  droite  PP'  est  évidemment  conjuguée  harmo- 
nique de  la  tangente  en  P  par  rapport  aux  droites  PQ  et 
PR  :  pour  (Ju'elle  coïncide  avec  la  normale  PN,  il  faut 
et  il  suffît  que  les  droites  PQ  et  PR  soient  également  in- 
clinées sur  cette  normale.  Par  suite,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  les  droites  PP',  QQ'  et  RR' 
soient  les  hauteurs  du  triangle  P'Q'R'est  que  les  ellipses 
E  et  S  soient  homofocales.  Il  existe  évidemment  deux 
ellipses  S  homofocales  à  E;  leurs  axes  ont  pour  lon- 
gueurs les    valeurs   absolues  des   racines   du   système 

d'équations 

A       B 


a    '    6  ^'' 
A«— a»=  B2— 6». 


4®  Soit  S|  Tune  de  ces  deux  ellipses;  nous  avons  vu 
plus  haut  qu'à  chaque  ellipse  S  correspond  une  ellipse 
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lieu  du  point  N.  A  l'ellipse  S<  correspondra  ainsi  une 
ellipse  (N)<.   Le  point  N  est  le  point  de  concours  des 
hauteurs  du  triangle  P'Q'R'^  c'est  donc  le  centre  du 
cercle  conjugué  à  ce   triangle.  Ce  cercle  est  d'ailleurs 
harmoniquement    circonscrit   à    l'ellipse  E,    puisqu'il 
est  conjugué  à  un  triangle  circonscrit  à  cette  conique; 
il  coupe   donc  orthogonalement  le  cercle  orlhoptique 
de  E.   Ainsi   le  problème   revient  à  chercher  l'enve- 
loppe d'un  cercle  dont  le  centre  décrit  une  courbe  G 
et  qui  a  une  puissance  donnée  par  rapport  à  un  point 
fixe  O;    cette  enveloppe  est  évidemment    une  courbe 
anallagmatique  par  rapport  à  ce  pôle  fixe,  et  le  lieu  du 
milieu  des  segments  limités  à  deux  points  réciproques 
de  la  courbe  est  la  podaire  de  la  courbe  G,  relativement 
à  O.  Si  Ton  désigne  par  a  et  p  les  axes  de  l'ellipse  (N)< , 
l'équation  de  cette  enveloppe  en  coordonnées  polaires 
est  évidemment 

p*  —  2  p  cos  o>  /a*  H-  p*  tang^to  -+-  a^-\-  b^  =  o. 
En  coordonnées  cartésiennes,  elle  s'écrit 
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de  THcole  des  Ponts  et  Chaussées.  Ce  Cours  comprend  toute 
la  partie  purement  géométrique  de  renseignement  théorique 
donné  à  ces  élèves. 

L'auteur,  avec  raison,  a  cru  nécessaire  de  séparer  complète- 
ment ce  qui  se  rattache  au  mode  de  représentation  des  corps 
géométriques  de  ce  qui  a  trait  à  leurs  propriétés  intrinsèques. 
De  là,  dans  le  Cours,  deux  grandes  divisions  auxquelles  corres- 
pondent dans  l'Ouvrage  deux  Parties  distinctes  :  Géométrie 
descriptive  et  Géométrie  infinitésimale. 

Le  temps  strictement  limité  dont  il  dispose  pour  son  ensei- 
gnement oral  oblige  l'auteur  à  en  bannir  tout  ce  qui  n'est  pas 
indispensable  aux  élèves,  qui  doivent  avant  tout  être  mis  en 
mesure  d'effectuer  les  divers  travaux  graphiques  que  comporte 
leur  programme  d'études.  Dans  le  livre,  il  lui  était  loisible  de 
s'étendre  davantage;  il  en  a  profité  pour  essayer  de  grouper 
dans  un  exposé  d'ensemble  toutes  les  notions  géométriques  de 
nature  à  intéresser  les  ingénieurs. 

La  première  Partie  de  l'Ouvrage  (quatre  Chapitres)  se  rap- 
porte à  la  Géométrie  descriptive;  nous  ne  nous  en  occuperons 
pas  ici  et  nous  limiterons  notre  analyse  à  la  deuxième  Partie, 
qui  traite  de  la  Géométrie  infinitésimale. 

Pour  bien  saisir  le  plan  de  l'Auteur,  il  importe  de  savoir 
que  les  principales  questions  de  la  Géométrie  infinitésimale 
sont  traitées  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées  comme  applica- 
tions du  Cours  d'Analyse  mathématique.  Aussi  l'Auteur  ne 
s'est-il  pas  astreint  à  reprendre  par  les  méthodes  de  la  Géomé- 
trie les  questions  qui,  se  traitant  plus  simplement  par  l'Ana- 
lyse, sont  traditionnellement  rattachées  à  cette  science  à  titre 
d'applications.  Il  s'est  borné,  le  cas  échéant,  à  rappeler  les 
résultats  ainsi  obtenus,  s'efforçant,  autant  que  possible,  de  ne 
faire  intervenir  la  Géométrie  que  là  où  le  concours  qu'elle 
prête  à  l'Analyse  —  qui  reste  le  moyen  le  plus  puissant  d'in- 
vestigation —  comporte  des  avantages  spéciaux.  C'est  ainsi, 
par  exemple,  que  chaque  fois  qu'il  s'agit  d'obtenir  ce  qu'on 
appelle  des  constructions,  l'emploi  de  la  Géométrie  pure  con- 
duit généralement,  par  des  voies  plus  directes,  à  des  solutions 
plus  élégantes. 

L'Auteur  s'est  proposé,  et  il  faut  reconnaître  qu'il  y  a  plei- 
nement réussi,  de  mettre  en  évidence  quelques  principes  géné- 
raux dont  les  applications  découlent  ensuite  avec  facilité.  Cette 
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méthode  d'exposition  l'a  conduit  à  apporter  dans  les  matières 
qu'il  traite  une  classification  plus  méthodique  que  celle  qu'on 
rencontre  dans  d'autres  Ouvrages. 

Abordons  maintenant,  avec  quelque  détail,  l'analyse  de  la 
Géométrie  infinitésimale.  Elle  s'ouvre  par  un  petit  préambule 
qui  a  pour  but  :  i°  de  donner  quelques  explications  indispen- 
sables sur  les  éléments  infinitésimaux  envisagés  par  la  suite,  de 
façon  à  attribuer  aux  formules  infinitésimales  obtenues  géomé- 
triquement la  même  rigueur  qu'à  celles  auxquelles  on  est  con- 
duit par  l'Analyse  ;  a"  de  définir  ce  qu'on  peut  entendre  par  la 
Géométrie  des  figures  variables,  indépendamment  de  toute 
idée  de  déplacement. 

Dans  le  Chapitre  V,  consacré  aux  Courbes  planes,  l'Auteur 
prend  comme  point  de  départ  certaines  formules  qui  sont  em- 
pruntées au  cours  de  M.  Mannheim,  et  qui  se  rattachent  à  la 
formule  classique  donnant  la  diff'érentielle  de  la  longueur  d'un 
segment  de  droite,  dont  les  extrémités  décrivent  des  courbes 
données.  Ces  formules,  envisagées  au  point  de  vue  défini  dans 
le  préambule,  sont  démontrées  avec  le  souci  de  l'évaluation 
rigoureuse  de  l'ordre  des  infiniment  petits  négligés  et  du  signe 
des  éléments  qui  interviennent.  Cette  manière  de  faire  conduit, 
entre  autres,  à  un  exposé  purement  géométrique  de  la  méthode 
du  centre  instantané  de  rotation  créée  par  Chasies.  Les  nom- 
breuses applications  données  dans  ce  Chapitre  sont,  sauf  celle 
qui  concerne  les  centres  de  courbure  des  coniques,  extraites  des 
travaux  personnels  de  l'Auteur  ;  citons  :  i°  un  théorème  sur  la 
détermination  des  normales,  généralisant  le  théorème  connu 
sur  la  construction  des  normales  aux  courbes  et  aux  surfaces 
définies  par  une  relation  entre  les  distances  de  chacun  de 
leurs  points  à  des  courbes  et  surfaces  fixes;  i^  l'étude  de 
l'enveloppe  d'une  corde  d'une  courbe  vue  d'un  point  fixe  sous 
un  angle  constant  ;  3°  les  propriétés  de  l'enveloppe  d'une 
droite  dont  les  distances  à  une  courbe  donnée  sont  liées  par 
une  relation;  4°  l'étude  d'une  courbe  (courbe  adjointe  des 
directions  normales)  que  l'Auteur  déduit  d'une  ligne  donnée, 
de  telle  façon  que  les  éléments  infinitésimaux  d'un  ordre  quel- 
conque de  la  ligne  donnée  se  déduisent  des  éléments  infinitési- 
maux d'un  ordre  moindre  de  la  courbe  adjointe.  Ce  Chapitre 
se  termine  par  une  application  cinématique  conduisant  à  la 
théorie  de  l'inverseur  Peaucellier. 
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Le  Chapitre  VI  contient  la  théorie  des  courbes  gauches  : 
plan  osculateur,  courbure,  torsion,  sphère  osculatrice,  avec 
applications  d'abord  aux  hélices  quelconques,  puis  à  l'hélice 
circulaire;  nous  signalerons  ici  une  élégante  démonstration  de 
ce  théorème  que  la  projection  oblique  de  Thélice  circulaire, 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  est  une 
cycloïde  ordinaire,  allongée  ou  raccourcie,  suivant  les  cas. 

Les   propriétés   générales   des   Surfaces  occupent    tout    le 
Chapitre  VIL  Dans  le  §  1,  qui  se  rapporte  aux    plans  tan- 
gents et  aux  normales,  signalons   une  démonstration  très  élé- 
mentaire du  théorème  de  Malus.  Dans  le  §  2,  l'Auteur  étudie 
les  éléments  qui  se  rattachent  à  la  courbure  des  lignes  tracées 
sur  une   surface  à   partir  d'un  point.  Envisageant  d'abord  le 
sens  de  la  courbure,  il  introduit  la  notion  de  l'indicatrice  de 
Dupin.  Il  passe  ensuite  à  l'étude  de  la  grandeur  de  la  cour- 
bure;  ce   n'est   qu'après   avoir  établi    la    formule    pour    une 
courbe  gauche   quelconque   qu'il  ramène  la  question,  par  les 
théorèmes  de   Meusnier    et    d'EuIer,   à   la   détermination   des 
rayons  de  courbure  principaux  et  qu'il  rattache  les  variations 
de  la  grandeur  de  la  courbure  à  la  considération  de  l'indica- 
trice. Il  donne,  à  titre  de  corollaire,  une  détermination  extrê- 
mement simple   du  rayon  de  courbure  du  contour  apparent 
d'une  surface.  Ensuite,  sont  introduites  les  notions  des  axes 
de  courbure  (avec  le  théorème  de  Sturm)  et  de  la  déviation 
(avec  les  formules  de  M.  J.  Bertrand  et  d'Ossian  Bonnet).  Il 
dit  enfin  quelques  mots  de  la  mesure  de  la  courbure  de  la  sur- 
face  en   un   point,   en   signalant  même  la  définition  nouvelle 
proposée  par  M.  Gasorati.  Dans  le  §3,  l'Auteur  passe  aux  pro- 
priétés relatives  aux  éléments  non  plus  seulement  pris  autour 
d'un  point,  mais  répandus  sur  toute  l'étendue  de  la  surface.  Il 
commence  par  définir  la  courbure  et  la  torsion  géodésiques  en 
écrivant  les  formules  fondamentales  relatives  à  ce  dernier  élé- 
ment, qui  sont  une  conséquence  immédiate  de  celles  précédem- 
ment démontrées  à  propos  de  la  déviation.  Cela  permet  d'in- 
troduire, par  un  procédé  tout  élémentaire,  la  théorie  géomé- 
trique des  lignes  de  courbure,  fondée  sur  la  considération  de 
la  torsion   géodésique,  et  d'établir,  d'une  façon  simple  et  élé- 
gante, le  théorème  de  Dupin  sur  les  systèmes  triples  de  sur- 
faces orthogonales. 

L'Auteur  passe  ensuite  aux  lignes  asymptotiques,  qu'il  définit 
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comme  les  lignes  dont  le  plan  osculateur  est  tangent  à  la  sur- 
face; le  théorème  deMeusnier  étant  illusoire  pour  ces  lignes, 
l'Auteur  donne  le  théorème  de  Beltrami  pour  déterminer  la 
courbure  d'une  ligne  asymptotique;  il  en  détermine  également 
la  torsion  par  un  théorème  d'Enneper. 

Viennent  enfin  les  lignes  géodésiques  :  après  avoir  démontré 
leur  propriété  essentielle  et  en  avoir  déduit  quelques  corol- 
laires propres  à  faire  ressortir  la  pleine  analogie  de  ces  lignes 
avec  les  droites  d'un  plan,  l'Auteur  dit  quelques  mots  des 
coordonnées  curvilignes  afin  de  pouvoir,  en  se  fondant  sur  la 
notion  des  lignes  géodésiques,  définir  l'applicabilité  des  sur- 
faces les  unes  sur  les  autres.  Chemin  faisant,  il  donne,  dans 
un  court  résumé  historique,  une  idée  de  l'importante  théorie 
des  surfaces  minima. 

Le  Chapitre  VIII,  qui  termine  l'Ouvrage,  est  réservé  aux 
Surfaces  de  nature  spéciale.  Après  un  court  paragraphe  sur 
les  surfaces  enveloppes  de  sphères  et  plus  particulièrement 
sur  les  surfaces  de  révolution,  on  aborde  l'étude  des  surfaces 
gauches.  Le  caractère  spécial  de  cette  étude,  telle  qu'elle  est 
présentée  par  l'Auteur,  tient  surtout  à  la  considération  du  signe 
du  paramétre  de  distribution,  qui  permet  de  donner  une  en- 
tière précision  aux  tracés  que  comportent  tous  les  problèmes 
traités,  notamment  à  ceux  dont  la  solution  est  fondée  sur 
l'emploi  du  point  représentatif.  Pour  la  construction  des  plans 
tangents  aux  surfaces  gauches  à  plan  directeur,  l'Auteur  a 
recours  à  un  procédé  particulier,  dit  des  tangentes  orthogo- 
nales. L'étude  des  surfaces  gauches  à  cône  directeur  de  révo- 
lution est  présentée  sous  une  forme  nouvelle,  rendue  rigou- 
reuse grâce  à  la  considération  des  signes.  Pour  les  hélicoïdes 
gauches  à  noyau  cylindrique  quelconque,  l'Auteur  détermine, 
par  des  constructions  linéaires,  l'indicatrice  en  tout  point,  ce 
qui,  semble-t-il,  n'avait  pas  encore  été  fait.  L'application  des 
résultats  précédents  aux  hélicoïdes  à  noyau  cylindrique  de 
révolution,  et  notamment  aux  surfaces  de  vis,  fait  ressortir, 
en  supprimant  toute  espèce  d'aléa  dans  les  tracés,  la  nécessité 
qu'il  y  avait  d'introduire  la  considération  du  signe  dans  cette 
théorie.  Enfin  le  §3  est  consacré  aux  Surfaces  développables^ 
qui  apparaissent  ainsi  comme  un  cas  particulier  des  surfaces 
réglées,  alors  qu'on  est  plutôt  dans  l'habitude  d'en  faire  l'objet 
d'une  étude  à  part  précédant  la  théorie  générale. 
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D'après  ce  résumé,  l'Ouvrage  de  M.  d'Ocagne  sera  consulté 
avec  fruit,  non  seulement  par  les  Ingénieurs  auxquels  il  four- 
nira des  méthodes  de  construction  simples  et  rigoureuses,  mais 
aussi  par  les  étudiants  des  Facultés,  qui  y  trouveront  de  nom- 
breux exercices  d'une  grande  élégance.  P.  Appell. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1706. 

(1896,  p.  5&). 

Par  chaque  point  M  d'une  ellipse,  on  mène  deux  droites 
qui  rencontrent  le  grand  axe  sous  Vangle  d^anomalie 
excentrique  relatif  au  point  M. 

Chacune  de  ces  droites  enveloppe  une  hypocycloïde  à 
quatre  rebroussements.  (E.-N.  Barisien). 

SOLUTION 
Par  M.  AuDiBERT. 

Soient  t  Tangle  d'anomalie  relatif  à  M,  a  et  6  les  demi-axes 
de  l'ellipse.  Les  deux  droites  menées  de  M 

y  cost  —  X  smt  -^{a  —  b)  sin^  cost  =  o, 
y  cos<  -\-  xsiïit  —  (a  4-  6)  sin^cos^  =  o 

déterminent,  par  leur  rencontre  avec  les  axes  quand  M  se  dé- 
place, des  segments  de  longueurs  constantes  a  —  6  et  a-{-b. 
On  sait  que  les  courbes  qu'elles  enveloppent  sont  représen- 
tées par  les  équations 

x^-\-y^  —  {a  —  by       ou       (a-f-6)*, 

qui  représentent  aussi  deux  hypocycloïdes  à  quatre  rebrousse- 
ments, tracées  à  l'intérieur  des  cercles  fixes  de  rayons  a  —  b 
cl  a  -h  b. 
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Question  1709. 

(  18<J6,  p.  56.  ) 

On  donne  sur  un  plan  les  circonférences  de  cercles  Ci, 
G2,  Ca.  On  trace  une  circonférence  O  tangente  à  Ci  et  Go. 

On  demande  : 

1"  Quelle  est  V enveloppe  de  l'axe  radical  de  C3  et  de  O, 
lorsque  cette  dernière  courbe  varie  en  restant  tangente 
à  G,  et  G2? 

2"  Quel  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  cet  axe  ra- 
dical et  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  O 
avec  Gi  et  Gj?  (Mannheim.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.-N.  Barisien. 

Gette  question,  traitée  directement,  ne  serait  pas  aisée  à 
résoudre.  En  s'appuyant  sur  des  propriétés  connues,  elle 
devient  facile. 

On  sait,  en  effet,  que  le  lieu  des  centres  des  circonférences  O 
tangentes  à  deux  circonférences  fixes  Gi  et  Gj  se  compose  de 
deux  coniques  ayant   pour  foyers  les   centres  de  Gi  et  Gj. 

Quand  les  cercles  Gi  et  Gj  sont  intérieurs  l'un  à  l'autre,  les 
coniques  sont  des  ellipses  ;  lorsque  les  cercles  Gi  et  G2  sont 
extérieurs   l'un  à  l'autre,  les  coniques   sont  des   hyperboles. 

Nous  allons  donc  envisager  successivement  ces  deux  cas. 

I.  —  Les  cercles  Gi  et  Gj  sont  intérieurs  l'un  à  l'autre. 

Admettons  que  le  cercle  Gj  soit  à  l'intérieur  du  cercle  Gi. 

Soient  Rj,  Rj,  R3  les  rayons  des  trois  cercles  Gi,  G2,  G3  ; 
p  le  rayon  du  cercle  O. 

Le  cercle  O  peut  être  placé  de  telle  sorte  que 


OG,  =  Ri— p,        0G2  =  R2^-p. 
Alors 

057-4-00^=  Ri  4- Rj. 
Le  cercle  O  peut  être  situé  de  telle  façon  que 


OGi  =  R,  — p,         0G2  =  p  — Rj. 

Alors 

ÔQ-+-ÔCl=Ri— R2. 
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Le  point  O,  centre  du  cercle  O,  décrit  donc  deux  ellipses 
ayant  leurs  foyers  en  Ci  et  Gj  et  dont  les  grands  axes  res- 
pectifs sont  R,  +  Rî  et  Ri—  R2. 

Supposons  donc  d'abord  que  le  centre  O  parcoure  Tellipse 
de  grand  axe  (Ri 4-  Rj). 

Prenons  des  axes  rectangulaires,  l'axe  des  Xi  étant  la  ligne 
des  centres  de  Ci  et  Cj,  et  l'origine  des  coordonnées  étant  au 
milieu  de  CiC^. 

Désignons  par  2c  la  distance  des  centres  Ci,  Cj.  Les  axes  ia 
et  26  de  l'ellipse  en  question  ont  pour  expressions 

(1)  2a  =  Ri+R,,        4^*  =  (Ri-hRî)'— 4c^*. 
Soient  {xx^yi)  les  coordonnées  de  O.  Alors 

(2)  6*a?f -f-a*j^f  =  a*6'. 
On  a  donc 

(3)  ÔC7=aH-^,         ÔGl  =  a-^-^r 

a  a 

et  comme  ÔGi  =  Ri — p,  il  en  résulte 

Ri— P  =  «H -y 

ou 

(4)  p  =  Ki— a = . 

a  1  a 

L'équation  du  cercle  0  est  donc 


(a?- a7,)5-i- 


(r-r.)-(5i:^-^) 


Cette  équation  développée  devient,  en  tenant  compte  des 
relations  (2)  et  (i), 

C3C/\ 

(5)  x^-^y^  —  ixxx  —  2J^J^i -f- Ri  R2  —  c«-f-(Ri  — Rî) — -  =  o. 

Si  (a,  P)  sont  les  coordonnées  du  centre  du  cercla  C3,  l'équa- 
tion de  ce  cercle  est 

(6)  (-c_a)!  +  (^-p)s-R|=o. 
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Alors  : 

1**  L'équation  de  Taxe  radical  des  cercles  (5)  et  (6)  s'écrit, 
en  retranchant  (5) et (6),  et  ordonnant  par  rapporta  Xi  et j'i, 

j  ^lUa?— (Ri— Rj)^    +2j^j^,— aaa?  — 2^7 

(  -f-  c»—  Ri  Rî  —  R|  4-  a* -H  p2  =  o. 

On  peut  poser  xi  =  a  cosç,  yi  =  b  sincp.  L'équation  (7)  est 
donc  de  la  forme 

A  cos^  -h  B  sin^  +  C  =  o. 

L'enveloppe  d'une  telle  équation,  cp  étant  le  paramétre  va- 
riable, s'écrit 

A2-i-B«  =  G2. 

L'enveloppe  de  l'axe  radical  (7)  est  donc  la  conique 

(       =(2aa7H-2  3j^-hR,R2-+-R|  — c2— «2— p2)2. 

2"  Soient  Ml  et  Mj  les  points  de  contact  respectifs  du  cercle  O 
avec  les  cercles  Ci  et  G2.  On  sait  que  les  droites  M1M2  passent 
par  le  centre  de  similitude  interne  de  Ci  et  Gj,  ayant  pour 
coordonnées 

c(R,-R,)_c(R,-R,) 
^-     Rt-t-R,     -         ^        '         ^-°- 

La  droite  MiMj  est  perpendiculaire  à  la  tangente  à  l'ellipse 
au  point  O,  de  sorte  que  l'équation  de  M1M2  est 

(9)        ^=[— ^(ï^.-«')]S;- 

Au  moyen  de  l'angle  excentrique  cp,  les  équations  (7)  et  (9) 
deviennent 

l  a  coscp   2.r  —  (Ri — R2)  — 

1       H-2  0/sinçp  —  2  a  37  —  '>'^y 

(       -f-c5— RiRs— Ri-4-a2-hp2^o, 

(1  0  tangcp  =  — ^^ — . 

a\  2J7^(Ri—  R2)  — 
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En  éliminant  «p  entre  (lo)  et  (ii),  on  trouve  pour  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  la  droite  MM'  avec  l'axe  radical  (7),  la 
conique  (8). 

11  en  résulte  donc  que  la  droite  MM'  rencontre  Taxe  radical 
au  point  où  cette  dernière  droite  touche  son  enveloppe. 

Supposons  maintenant  que  le  centre  O  parcoure  Tellipse  de 
grand  axe  (Ri — R2).  11  suffit  de  changer,  dans  ce  qui  a  été 
exposé  précédemment,  Rj  en  —  Rj.  On  obtient  ainsi  la  co- 
nique 

(  a«r2ar-(R,4-  R2)^r-+-  4^^r' 
(F2)      <         L  «J 

l       =(2aiF-h2pj^— R,R,-+-  R|--G*~a«— p*)î, 

pour  laquelle 

ia  =  Ri— Rs,         46*=(Ri— Rj)*— 4c«. 

Donc,  l'enveloppe  totale  se  compose  des  deux  coniques  (8) 
et  (12)  qui  s'écrivent  encore 

.  ox     J  [:r(R,H-R2)-c(Ri-R2)pH-[(Ri-+-Rî)2-4c*]r' 
^  ^^     \       =(2aa7-h2p7-hRiRj-hR|  — c«— a»— p«)», 

l  [:r(Ri-R,)-c(R,-f-R,)]«-H[(R,-Rs)î-4c*]r« 
^^^^      \        =(2aa:-H2?7— R,Rj4-RJ  — c«~a«— p2)*. 

11.  —  Les  cercles  Ci  et  Gj  sont  extérieurs  Vun  à  Vautre, 
Supposons  Ri  >  Rg.  En  traitant  la  question  de  la  même 
manière  que  dans  le  cas  précédent,  on  voit  que  le  point  O  dé- 
crit Tune  ou  l'autre  des  hyperboles  de  foyers  Ci  et  Gj  ayant 
pour  longueurs  de  l'axe  transversc  soit  (Rj  —  Rj),  soit 
(R1-+-R2). 

Dans  le  cas  où  l'hyperbole  a  pour  axe  transverse  (Ri —  Rj), 
on  a 

2a  =  Ri—  R„        46*  =  4c*— (Ri—  R2)*. 

Les  coordonnées  (^i,j^i)  de  O  satisfont  à  l'équation 

b^x\  —  a'^yl  =  a^b^. 


Alors 


OGi=  — i  -h«,  0C;=  ^-a. 

a  a 

_  cxi        (R,  -f-  R2) 
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L'équation  da  cercle  0  est  donc 

(07  — ari)2-+-(7-j^i)2=  I  -^  -  '-±—-±l\   . 

En  retranchant  cette  équation  de  l'équation  (6),  on  aura, 
pour  l'équation  de  l'axe  radical  des  cercles  0  et  G3, 

xA  IX (Ri-h  R2) 

-+-2771-  aaar  — 2p7-i-a2-h  ps _f_  ^2 _  R? -+-  R,  Rj  =  o. 

En  posant  a7i  =  aséccp,  7i  =  6tangcp,  l'équation  dont  on 
veut  l'enveloppe  est  de  la  forme 

A  séc'f  -h  B  tango  =  G. 

L'équation  de  l'enveloppe  est 

A2— B2  =  C2. 

L'axe  radical  de  O  et  G3  enveloppe  donc  la  conique 

aîfaar-  £(R,-hRj)1*_  462^2 

=  (2 ao7  -f-  2  pj^  —  a2  —  p2__  c2  -+-  R|  -h  Ri  R2 )*, 
ou  bien 

[  [(R,__R,)^_c(R,-i-R2)?-[4c2-(Ri-RO*]r» 
^     ^     (       =(2aar-4-2Pj^  — a2— p2_c2-hR|-hRiR2)*. 

Si  le  point  O  parcourt  l'hyperbole  d'axe  transverse  ( Ri-i-  R2  ), 
l'axe  radical  enveloppe  alors  la  conique 

I  [(Ri+Rt)^-c(Ri-R2)]«-[4cî-(R,-i-R2)^]7* 
^'^^     /       =(2a^-f-'iPjK~a2— P^— c2-hR|-+-RiR2)2. 

11  est  à  remarquer  que  2.b  n'est  autre  chose  que  la  longueur 
de  la  tangente  commune  extérieure  aux  cercles  Gi  et  G2  dans 
le  cas  de  la  conique  (i5),  et  la  longueur  de  la  tangente  com- 
mune intérieure  dans  le  cas  de  la  conique  (16). 

On  voit  d'ailleurs  que  la  conique  (i3)  est  identique  à  la  co- 
nique (16);  il  en  est  de  même  de  (14)  et  (i5). 

Remarques.  —  1°  Lorsque  le  rayon  R2  du  cercle  G2  devient 
infini  et  que  ce  cercle  devient  une  droite  A,  le  lieu  des  centres 
des  cercles  O  tangents  à  la  fois  à  Gi  et  à  A  se  compose  de  deux 
paraboles.  La  question  peut  alors  se  traiter  directement  d'une 
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manière  analogue  à  l'analyse  précédente.  On  trouve  encore  que 
les  axes  radicaux  de  Cj  et  0  enveloppent  deux  coniques. 

2®  On  trouverait  aussi  que,  dans  le  cas  tout  à  fait  général  de 
renoncé,  le  lieu  du  centre  de  similitude  externe  des  cercles  0 
et  Gj  se  compose  de  deux  coniques;  le  lieu  du  centre  de 
similitude  interne  des  mêmes  cercles  se  compose  aussi  de 
deux  coniques. 

Indication  de  la  solution  géométrique {^). 

i'*  Soient  Ai  et  Aj  les  axes  radicaux  de  Ci  et  G3,  d'une  part, 
de  Gj  et  Gj  d'autre  part.  Appelons  p\  et  pt  les  points  de  con- 
tact respectifs  du  cercle  O  avec  les  cercles  Gi  et  Gj,  ai  et  a^ 
les  points  de  rencontre  respectifs  de  Ai  et  de  Aj  avec  l'axe  ra- 
dical des  deux  cercles  O  et  G3.  Le  point  ai  est  le  centre  radical 
des  trois  cercles  O,  Gi,  G3;  pareillement,  le  point  a^  est  le 
centre  radical  des  trois  cercles  0,  G»,  G3  ;  enfin,  la  droite  /?i  p^ 
passe  par  l'un  des  centres  de  similitude  des  cercles  Gi  et  Gj. 
Il  suit  de  là  que  si  les  contacts  du  cercle  0  avec  Gi  et  Gs  sont 
d'espèce  déterminée  (interne  ou  externe),  à  tout  point  ai  cor- 
respond une  position  et  une  seule  de  aj,  et  inversement.  Au- 
trement dit,  les  points  ai  et  aj  tracent  deux  divisions  homo- 
graphiques  sur  Ai  et  sur  Ai;  donc  la  droite  ai  aj  enveloppe 
une  conique.  L'enveloppe  demandée  est  donc  un  système  de 
deux  coniques,  dont  l'une  correspond  au  cas  où  les  contacts 
sont  de  même  espèce,  et  Tautre,  au  cas  où  les  contacts 
sont  d*espèces  différentes. 

2"  Soient  0  et  Oi  deux  positions  infiniment  voisines  du 
cercle  mobile,  I  le  point  de  rencontre  des  axes  radicaux  de 
chacun  de  ces  cercles  et  du  cercle  G3.  La  position  limite  du 
point  I  est  le  point  de  contact  de  ai  aj  avec  son  enveloppe. 
Or,  le  point  I  est  le  centre  radical  des  trois  circonférences 
O,  Oi,  G3;  il  est  donc  sur  Taxe  radical  de  O  et  de  Oi.  D'autre 
part,  si  la  circonférence  Oi  se  rapproche  indéfiniment  de  la 
circonférence  O,  supposée  fixe,  Taxe  radical  des  circonférences 
O  et  Oi  a  pour  limite  la  ligne  px  p^.  Il  en  résulte  que  le 
point  I  a  pour  position  limite  l'intersection  de  pxp^  avec 
ai  as  et,  par  conséquent,  que  le  second  lieu  coïncide  avec 
l'enveloppe  des  axes  radicaux.  X.  A. 
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QUESTIONS. 


1751.  Si  l'on  désigne  par  A/;t  et  B/;t  les  mineurs  des  déter- 
minants 


«11  «ij  «13 
«fl  «îj  «23 
«31       «32       «33 

chacune  des  relations 


et 


^11  ^lî  ^13 
©21  ©22  ^23 
631       ^3Î        ^33 


«12^13—  «13^12       «13^11  — «11^13       «11^12— «12^11 

<3f22^23 — ^23^22       <^23^1l —  «21^23       ^21^22 <^22^21 

^32^33 — ^33^32       ^33^31 — ^31^33       ^31^32 ^32^31 


=  O 


et 


A^n^is  — A13B12  A13B11  —  AiiBij  A11B12 — A12B11 
A22B23 — A23B22  A23B21 — A21B23  A21B22 — A22B21 
A.32B33  —  A33B32     A33B31 — A31B33     A31B32 — AS2B31 


est  la  conséquence  de  l'autre. 


(D.  Aranv.) 


1752.  Démontrer  que    toute    équation    différentielle    de   la 
forme 


•^(^*ë'^S'-^)  =  °' 


où /désigne  une  fonction  homogène  de  trois  variables,  peut 
sMntégrer  au  moyen  de  deux  quadratures. 
Appliquer  à  l'exemple  suivant  : 

où  «  désigne  une  constante.  (C.  Bourlet.) 

1753.  Le  lieu  des  pôles  des  spirales  logarithmiques  oscula- 
trices  aux  diverses  sections  ayant  même  tangente  en  un  point  M 
d'une  surface  est  une  conique.  (A.  Pellet.) 
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LISTE   DES   QUESTIONS   DES   «  NOUVELLES   ANNALES  » 

RESTÉES  SANS   SOLUTION   AU    3l    DÉCEMBRE    1896  (<). 


Al  496  693  868  1008  1339  1447  1?)39  1631  1692 

48  512  703  880  1013  1361  1448  1540  1632  1693 

(J2  513  718  882  1015  1363  1471  1546  1633  1694 

126  516  724  884  1035  1364  1479  1548  1634  1695 

156  525  729  885  1042  1365  1483  1549  1647  1697 

176  528  730  888  1058  1366  1485  1551  1652  1704 

187  546  731  891  1063  1371  1486  1552  1655  1705 

193  549  732  892  1074  1376  1490  1564  1656  1710 

199  554  772  893  1078  1390  1491  1571  1657  1715 

243  573  774  909  1092  1392  1502  1576  1660  1721 

261  583  798  918  1105  1393  1503  1579  1661  1730 

266  585  804  919  1107  1394  1505  1580  1662  1731 

324  589  805  920  1108  1402  1508  1582  1664  1733 

333  592  812  921  1149  1403  1510  1585  1672  1738 

341  593  815  929  1206  1416  1511  1588  1676  1742 

360  596  820  937  1234  1435  1513  1596  1677  1745 

383  597  821  938  1236  U38  1519  1599  1678  1747 

400  598  829  947  1246  1439  1522  1600  1680  1749 

414  604  831  952  1256  1440  1523  1609  1685  1750 

424  606  846  967  1298  1441  1527  1614  1686  1751 

434  607  848  989  1305  1442  1528  1616  1687  1752 

439  617  851  999  1307  1443  1529  1617  1688  1753 

448  625  852  1000  1310  1444  1530  1628  1689 

480  643  859  1004  1321  1445  1531  1629  1690 

495  666  861  1007  1355  1446  1532  1630  1691 


(')  Les  lecteurs  sont  invités  à  signaler  les  erreurs  qui  auraient  pu 
se  glisser  dans  ce  relevé,  malgré  l'attention  avec  laquelle  on  l'a 
établi.  La  Rédaction  les  remercie  à  l'avance  des  communications  qu'ils 
voudront  bien  lui  faire  à  ce  sujet. 
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